
Équations différentielles - Cours no 3
Équations différentielles linéaires

Soit K = R ou C, soit E un K-espace vectoriel de dimension d, soit I intervalle ouvert de
R. On étudie les équations différentielles linéaires

ẋ(t) = A(t)x(t) + b(t), (1)

où A ∈ C(I;L(E)), b ∈ C(I;E).

Par le Théorème de Cauchy-Lipschitz (cas global Lipschitz), on sait que, pour tout t0 ∈ I,
x0 ∈ E, il existe une unique solution x de (1) définie sur tout I satisfaisant la condition
initiale x(t0) = x0.

Remarque : on confondra souvent endomorphismes de E et matrices de Md(K).

Exemples : Système {
ẋ(t) = tx(t) + y(t) + 1,
ẏ(t) = cos(t)x(t) + ety(t).

Équation
ẍ(t) + q(t)x(t) = 0.

1 Résolvante, formule intégrale

1.1 Équations homogènes

On suppose d’abord que l’équation est homogène, i.e. b = 0.

Théorème 1 (Espace des solutions) L’ensemble V des solutions de l’équation

ẋ(t) = A(t)x(t)

est un sous-espace vectoriel de dimension d de C1(I;E).
Plus précisément : pour t0 ∈ I, x0 ∈ E, notons x(t; t0, x0) la valeur au temps t ∈ I de la
solution de ẋ(t) = A(t)x(t) satisfaisant la condition initiale x(t0) = x0. Alors l’application

x0 7→ x(·; t0, x0)

est un isomorphisme d’espace vectoriel entre E et V .
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Preuve du Théorème 1 : Il est clair que V est un sous-espace vectoriel de C1(I;E).
Notons ϕt0 l’application définie par x0 7→ x(·; t0, x0). L’unicité dans le Théorème de
Cauchy-Lipschitz montre que ϕt0 est linéaire et injective. L’unicité encore assure que si
x ∈ V , alors x = ϕt0(x0) où on a posé x0 = x(t0). Ainsi ϕt0 est surjective. Finalement,
c’est un isomorphisme entre E et V , ce dernier est donc de dimension d.

Définition 1 (Système fondamental de solutions) On appelle système fondamental
de solutions une base de V .

D’après le Théorème 1, (x1, . . . , xd) est un système fondamental de solutions si, et seule-
ment si, il existe t ∈ I tel que (x1(t), . . . , xd(t)) est libre dans E (et c’est alors vrai pour
tout t). Ce fait est aussi une conséquence de la formule suivante (voir (2)).

Proposition 1 (Wronskien) Soit x1, . . . , xd des solutions de ẋ(t) = A(t)x(t) et w leur
wronskien défini par

w(t) = det[x1(t), . . . , xd(t)].

On a, pour t, s ∈ I, la formule de Liouville

w(t) = w(s)exp

(∫ t

s

Tr(A(τ))dτ

)
. (2)

Résolvante : si (x1, . . . , xd) est un système fondamental de solutions et X(t) est la
matrice de Md(K) de vecteurs colonnes (x1(t), . . . , xd(t)), alors X ∈ C1(I;Md(K)) et X
satisfait l’équation différentielle

Ẋ(t) = A(t)X(t). (3)

Par le Théorème de Cauchy-Lipschitz (cas global Lipschitz), il existe un unique X ∈
C1(I;Md(K)) satisfaisant cette equation et la condition initiale X(t0) = Id (le montrer
en exercice). On note S(t; t0) cette solution.

Proposition 2 (Résolvante) Pour tout t, t0, t1 ∈ I, S a la propriété multiplicative

S(t; t0) = S(t; t1)S(t1; t0). (4)

Pour tout t, t0 ∈ I, S(t; t0) ∈ GLd(K) et S(t; t0)
−1 = S(t0; t). Enfin, la solution du

Problème de Cauchy
ẋ(t) = A(t)x(t), x(t0) = x0

est
x(t) = S(t; t0)x0.
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Preuve de la Proposition 1 : avec les notations de ci-dessus, on a w(t) = det(X(t)).
Par dérivation des fonctions composées, on en déduit ẇ(t) = det′(X(t)) · Ẋ(t). D’autre

part, det′(A) · H = Tr(tÃH) (Ã est la comatrice de A, voir cours de calcul différentiel).
On a donc

ẇ(t) = Tr(tX̃(t)Ẋ(t))

= Tr(tX̃(t)A(t)X(t)) d’après l’équation différentielle 3

= Tr(X(t)tX̃(t)A(t)) car Tr(MN) = Tr(NM)

= Tr(det(X(t))IdA(t))

= Tr(A(t))w(t).

Par intégration, cela donne (1).

Preuve de la Proposition 2 : La propriété multiplicative se déduit de l’unicité dans
le Théorème de Cauhy-Lipschitz (on vérifie que les deux membres de (4)) sont solutions
de la même équations différentielle avec la même valeur en t = t1. En faisant t := t0
et t1 := t dans la formule, on en déduit S(t; t0)

−1 = S(t0; t). La dernière assertion est
évidente.

1.2 Cas non homogène

Si x est une solution particulière de l’èquation, alors l’espace des solutions de

ẋ(t) = A(t)x(t) + b(t)

est x+ V : espace affine de dimension d.

Formule intégrale : encore appelée Formule de la résolvante ou Formule de Duhamel
(elle s’obtient par la méthode de variation de la constante).

La solution de ẋ(t) = A(t)x(t) + b(t) satisfaisant la condition initiale x(t0) = x0 est

x(t) = S(t; t0)x0 +

∫ t

t0

S(t; s)b(s)ds. (5)

2 Systèmes à coefficients constants

On étudie les équations différentielles linéaires

ẋ(t) = Ax(t) + b,

où A ∈Md(K), b ∈ Kd.
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2.1 Exponentielle de matrice

L’exponentielle de A ∈Md(K) est définie par la série convergente

eA :=
∞∑
n=0

An

n!
.

Proposition 3 (Propriétés de l’exponentielle) • Si A et B commutent, alors

eA+B = eAeB,

• e0 = Id, e
A est inversible d’inverse e−A,

• si P est inversible alors ePAP
−1

= PeAP−1,

• si N est nilpotente, alors

eN = Id +N + · · ·+ Nd−1

(d− 1)!
.

2.2 Résolvante

Les solutions de ẋ(t) = Ax(t) sont de la forme x(t) = etAx0, i.e. S(t; t0) = e(t−t0)A.

La résolvante S(t; t0) ne dépend que de t− t0 : S(t; t0) = Σ(t− t0) (avec Σ(t) = etA). La
propriété multiplicative (4) s’écrit : pour tout t, s ∈ R, Σ(t+ s) = Σ(t)Σ(s). Ainsi Σ est
un homomorphisme de groupe de R dans GLd(K). (Voir paragraphe 2.4).

2.3 Calcul des solutions

Donnée initiale vecteur propre : si Ax0 = λx0, alors t 7→ eλ(t−t0)x0 est la solution du
Problème de Cauchy

ẋ = Ax, x(t0) = x0.

Application : cas où A est diagonalisable.

Proposition 4 (Décomposition D +N , Dunford) Soit A ∈Md(K) une matrice scindée,

PA = (−1)dΠl
j=1(X − λj)mj , MA = Πl

j=1(X − λj)rj ,

respectivement son polynôme caractéristique et son polynôme minimal. Alors A a la
décomposition A = D + N où D et N commutent, D est diagonalisable, N est nilpo-
tente. Plus précisément : à changement de base près, D et N sont des matrices blocs
D1⊕· · ·⊕Dl, N1⊕· · ·⊕Nl respectivement, où Dj = λjImj

, Nj ∈Mmj
(K) est nilpotente.

Enfin, l’indice1 de Nj est rj.

1le plus petit entier m tel que Nm
j = 0
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Application : on a

et(Dj+Nj) = etDjetNj = etλj

(
Imj

+ tNj + · · ·+ trj−1 N
rj−1
i

(rj − 1)!

)
,

dont on déduit les propositions suivantes.

Proposition 5 (Solutions dans le cas complexe) Soit A ∈Md(C) et

PA = (−1)dΠl
j=1(X − λj)mj , MA = Πl

j=1(X − λj)rj ,

respectivement son polynôme caractéristique et son polynôme minimal. Pour tout j ∈
{1, . . . , l}, il existe mj solutions indépendantes de l’équation ẋ = Ax de la forme

xj,k(t) = etλjpj,k(t), k = 1, . . . ,mj

où pj,k est un polynôme de Cd[X] de degré inférieur à rj − 1. L’ensemble de toutes ces
solutions forme un système fondamental de solutions.

Proposition 6 (Solutions dans le cas réel) Soit A ∈Md(R) et

PA = (−1)dΠl
j=1(X − λj)mj , MA = Πl

j=1(X − λj)rj ,

respectivement son polynôme caractéristique et son polynôme minimal en tant que matrice
deMd(C), λj = αj + iβj. Alors il existe un système fondamental de solutions de la forme

t 7→ tretαj cos(βjt)a, t 7→ tsetαj sin(βjt)b

où a, b ∈ Rd, r, s ≤ rj − 1.

Preuve de la Proposition 5 : On a A = P (D + N)P−1. En posant y = P−1x et en
décomposant y = y1 ⊕ · · · ⊕ yl, on se ramène au système d’équations homogènes

ẏj(t) = (Dj +Nj)yj(t), j = 1, . . . , l. (6)

Soit (fk)1,mj
la base canonique de Cmj . Alors (et(Dj+Nj)fk)1,mj

est un système fondamental
de solutions de l’équation (6) et on calcule

et(Dj+Nj)fk = etλjpk(t), pk(t) := fk + tNjfk + · · ·+ trj−1
N
rj−1
j fk

(rj − 1)!
:

le degré de pk est inférieur à rj − 1.

Remarque 1 Au moins un des pk dans la preuve ci-dessous est de degré rj − 1 exacte-

ment, sinon N rj−1fk = 0 pour tout k, i.e. N
rj−1
j = 0, ce qui contredit le fait que Nj est

d’indice rj.

Preuve de la Proposition 6 : admis (utilise la complexification de E).

Exemples : voir cours et TD.
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2.4 Groupe à un paramètre

Définition 2 (Groupe à un paramètre d’automorphismes linéaires) On appelle
groupe à un paramètre un homomorphisme de groupe de (R,+) dans GLd(K) qui est de
classe C1.

On a vu que si A ∈Md(K), alors t 7→ etA est un groupe à un paramètre. Réciproquement,
si t 7→ B(t) est un groupe à un paramètre, on a, en posant A := B′(0),

Ḃ(t) = lim
h→0

B(t+ h)−B(t)

h

= lim
h→0

B(h)−B(0)

h
B(t)

= AB(t).

On en déduit B(t) = etA. On appelle A le générateur du groupe. (Situations analogues
dans des théories plus élaborées : générateur d’un processus de Markov en calcul stochas-
tique, Théorème de Hille-Yosida en E.D.P.).

Exemples : Avec A = Id, {etA} = {etId} est le groupe des homothéties de rapport
positif.

Avec d = 2, K = R et

A =

(
0 −1
1 0

)
,

on a A2 = −I2, d’où

etA =

(
cos t − sin t
sin t cos t

)
et on obtient le groupe des rotations du plan.

Le générateur infinitésimal d’un sous groupe à un paramètre de O(n) est une matrice
antisymétrique (le prouver en exercice).

Remarque : par des techniques de calcul différentiel, on peut aussi prouver que si f est
un homomorphisme de (R,+) dans GLd(R) supposé seulement continu (et non de classe
C1 comme ci-dessus), alors il existe A ∈ Md(R) telle que f(t) = etA. Voir J. Lafontaine,
Introduction aux variétés différentiables (page 37).

3 Équations linéaires scalaires d’ordre supérieure

On étudie les équations

y(n)(t) + an−1(t)y
(n−1)(t) + · · ·+ a1(t)y

′(t) + a0(t)y(t) = g(t), (7)

où, pour k = 0, . . . , n − 1, ak ∈ C(I; R), b ∈ C(I; R), I intervalle ouvert de R, et
y ∈ Cn(I; R).
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Justification du titre : il s’agit ici d’une équation d’ordre n, elle est linéaire en y, elle est
dite scalaire car la solution y est à valeurs dans R.

3.1 Transformation en un système d’ordre 1

On pose

x(t) =


y(t)
y′(t)

...
y(n−1)(t)

 , b(t) =


0
0
...

g(t)


et on note A la matrice compagnon de (an−1, · · · , a0),

A =


0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 0 · · · 0 1
−a0 −a1 · · · −an−2 −an−1

 .

Alors y ∈ Cn(I; R) est solution de (7) si, et seulement si, x ∈ C1(I; Rn) est solution de
l’équation d’ordre 1

ẋ(t) = A(t)x(t) + b(t).

On en déduit immédiatement que, pour tout t0 ∈ I et tout y0, · · · , yn−1 ∈ R, il existe une
unique solution y(t; t0, y0, · · · , yn1) de (7) satisfaisant aux conditions initiales

y(t0) = y0, . . . , y
(n−1)(t0) = yn−1

et on en déduit aussi la structure de l’espace des solutions.

Théorème 2 Supposons que g = 0 (cas homogène). L’ensemble V des solutions de
l’équation (7) est alors un sous-espace vectoriel de dimension n de Cn(I; R). De plus,
pour tout t0 ∈ I, l’application

(y0, · · · , yn−1) 7→ y(·; t0, y0, · · · , yn−1),

est un isomorphisme d’espace vectoriel de Rn sur V .

Dans le cas où g est non trivial, l’ensemble des solutions de l’équation (7) est un sous
espace affine y + V de dimension n de Cn(I; R), y étant une solution particulière de
l’équation.
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3.2 Wronskien

Soit y1, . . . , yn des solutions de l’équation homogène

y(n)(t) + an−1(t)y
(n−1)(t) + · · ·+ a1(t)y

′(t) + a0(t)y(t) = 0.

On appelle matrice wronskienne associée à y1, . . . , yn la matrice

W (t) :=

 y1(t) · · · yn(t)
...

. . .
...

y
(n−1)
1 (t) · · · y

(n−1)
n (t)


et on appelle wronskien de y1, . . . , yn son déterminant w(t) = detW (t).
De la Proposition 1 suit :

∀t, s ∈ U, w(t) = w(s)e−
R t

s an−1(τ)dτ .

Cas particulier des équations ẍ+ q(t)x = 0 : w = cst. (voir applications en TD).

3.3 Calcul des solutions

On cherche d’abord des solutions de l’équation homogène, puis une solution particulière
de l’équation avec second membre.

3.3.1 Coefficients constants

Soit a0, . . . , an−1 ∈ R et c ∈ C(I; R). On cherche des solutions de

y(n)(t) + an−1y
(n−1)(t) + · · ·+ a1y

′(t) + a0y(t) = c(t). (8)

On introduit le polynôme caractéristique de l’équation :

P = an−1X
n−1 + · · ·+ a1X + a0.

C’est le polynôme caractéristique de la matrice compagnon A de (an−1, · · · , a0). De la
Proposition 6, on déduit donc :

Proposition 7 (Solutions de l’équation homogène) Soit λ1, . . . , λl les racines du po-
lynôme caractéristique, de multiplicité respective m1, . . . ,ml. On note λj = αj+iβj. Alors
il existe un système fondamental de solutions de l’équation homogène

y(n)(t) + an−1y
(n−1)(t) + · · ·+ a1y

′(t) + a0y(t) = 0

de la forme
t 7→ tretαj cos(βjt), t 7→ tsetαj sin(βjt)

où a, b ∈ R, r, s ≤ mj − 1.
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Recette pour trouver une solution particulière : on suppose que g est de la forme

g(t) = Q(t)eαt

où α ∈ R et Q ∈ R[X]. On suppose que α est une racine d’ordre k du polynôme
caractéristique (k peut être nul). Alors il existe une solution particulière de la forme
R(t)eαt où R est un polynôme de degré k + deg(Q).

Exemples : voir Cours et TD.

3.3.2 Coefficients variables

On suppose connu un système fondamental (y1, · · · , yn) de solutions de l’équation ho-
mogène

y(n)(t) + an−1(t)y
(n−1)(t) + · · ·+ a1(t)y

′(t) + a0(t)y(t) = 0.

Soit W (t) la matrice wronskienne de (y1, · · · , yn). Il existe une solution particulière de
l’équation avec second membre de la forme

y(t) = c1(t)y1(t) + · · ·+ cn(t)yn(t), c1, . . . , cn : I → R,

où

ċ(t) :=

ċ1(t)...
ċn(t)

 = W (t)−1

 0
...

g(t)


4 Comportement qualitatif des solutions

4.1 Portraits de phase en dimension deux

Voir le cours numéro 4 sur la stabilité des systèmes d’équations différentielles.

4.2 Stabilité asymptotique de l’origine

Théorème 3 (Stabilité asymptotique de l’origine) Soit A ∈ L(E) et σ(A) sont spec-
tre. Les propositions suivantes sont équivalentes

1. Toute solution de ẋ = Ax tends vers 0 lorsque t→ +∞,

2. σ(A) ⊂ {z ∈ C,<(z) < 0}.
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4.3 Solutions bornées

Théorème 4 (Stabilité) Soit A ∈ L(E) et σ(A) sont spectre. Les propositions suivantes
sont équivalentes

1. Toute solution de ẋ = Ax est bornée sur R+,

2. σ(A) ⊂ {z ∈ C,<(z) ≤ 0} et la multiplicité (dans le polynôme minimal) des valeurs
propres de partie réelle nulle est au plus un.

Le Théorème 3 et le Théorème 4 sont des corollaires directs de la Proposition 5 (si K = C)
et de la Proposition 6 (si K = R) et de la Remarque 1.

Voici un autre énoncé, de nature différente :

Proposition 8 Soit A ∈ Md(C) et σ(A) sont spectre. Les propositions suivantes sont
équivalentes

1. Pour toute donnée b ∈ C(R+; Cd) bornée, il existe une unique application bornée
x ∈ C1(R+; Cd) solution de ẋ(t) = Ax(t) + b(t), t ≥ 0.

2. σ(A) ⊂ {z ∈ C,<(z) > 0}.

Preuve de la Proposition 8 : voir TD.

4.4 Solutions périodiques

On suppose que A ∈ C(R;L(Cd)) et b ∈ C(R; Cd) sont des fonctions périodiques, de
même période (disons T ) et on se demande s’il existe des solutions T -périodiques de
l’équation

ẋ(t) = A(t)x(t) + b(t).

On note x(·; t0, x0) la solution prenant la valeur x0 en t0.

Théorème 5 (Existence de solution périodique) Les propositions suivantes sont é-
quivalentes :

1. Il existe une solution périodique,

2. pour tout t0 ∈ R, x0 7→ x(T + t0; t0, x0) a un point fixe,

3. il existe t0 ∈ R tel que x0 7→ x(T + t0; t0, x0) a un point fixe.

Preuve du Théorème 5 : l’implication 1 ⇒ 2 se montre en remarquant que, si x∗ est
une solution périodique et si t0 ∈ R, alors x∗ = x(·; t0, x(t0)) par unicité dans le Théorème
de Cauchy-Lipschitz, donc x(t0) est un point fixe de l’application x0 7→ x(T + t0; t0, x0).
L’implication 2 ⇒ 3 est évidente. Montrons 3 ⇒ 1 : soit x0 ∈ Cd point fixe de x0 7→
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x(T + t0; t0, x0). Posons x∗ := x(·; t0, x0). L’application y∗ : t 7→ x∗(t+ T ) est solution de
l’équation différentielle car

ẏ∗(t) = ẋ∗(t+T ) = A(t+T )x∗(t+T )+b(t+T ) = A(t+T )y∗(t)+b(t+T ) = A(t)y∗(t)+b(t),

la dernière égalité étant une conséquence de la périodicité de A et b. De plus y∗ cöıncide
avec x∗ en t0. Par unicité de la solution maximale du Problème de Cauchy, elle cöıncide
partout avec x∗. Cela montre que x∗ est périodique.

On note S(t; t0) la résolvante associée à l’équation homogène ẋ(t) = A(t)x(t). Par le
même argument que ci-dessus (t 7→ S(t+T ; t0 +T ) satisfait la même équation et la même
condition initiale que t 7→ S(t; t0)), on obtient S(t+ T ; t0 + T ) = S(t; t0). Cette identité,
avec une utilisation astucieuse de l’identité Im(I−U) = Ker(I−U∗)⊥, permet de montrer
le résultat suivant.

Théorème 6 (Solution périodique et solution bornée) Il existe une solution pério-
dique si, et seulement si, il existe une solution bornée sur R+.

Preuve du Théorème 6 : une solution périodique est bornée sur une période (une fonc-
tion continue sur un compact est bornée) donc bornée sur R+. Pour prouver l’implication
inverse, on suppose qu’il n’existe pas de solution périodique de l’équation. En notant
S(t; t0) la résolvante associée à l’équation homogène ẋ(t) = A(t)x(t), on a

x(t; t0, x0) = S(t; t0)x0 +

∫ t

t0

S(t; s)b(s)ds.

Notons U = S(T ; 0) ∈ L(Cd). D’après le Théorème 5 (appliqué avec t0 = 0), l’hypothèse
est que l’équation

x0 = Ux0 +

∫ T

0

S(T ; s)b(s)ds, x0 ∈ Cd

n’a pas de solution. Posons y :=

∫ T

0

S(T ; s)b(s)ds. Ceci signifie que y /∈ Im(I − U). On

munit Cd de sa structure canonique d’espace préhilbertien, en notant 〈x, y〉 le produit
scalaire de deux vecteurs, E⊥ l’orthogonal d’un sous ensemble E. En notant aussi U∗

l’adjoint de U , on a Im(I − U) = Ker(I − U∗)⊥. Il existe donc z ∈ Cd tel que U∗z = z et
〈y, z〉 6= 0. Si x satisfait l’équation ẋ(t) = A(t)x(t) + b(t) sur R+, on a alors, pour n ∈ N,
et d’après la formule de la résolvante appliquée entre nT et (n+ 1)T ,

x((n+ 1)T ) = S((n+ 1)T ;nT )x(nT ) +

∫ (n+1)T

nT

S((n+ 1)T ; s)b(s)ds

= S(T, 0)x(nT ) +

∫ T

0

S((n+ 1)T ; s+ nT )b(s+ nT )ds

car S((n+ 1)T, nT ) = S(nT, (n− 1)T ) = . . . = S(T, 0) = U,

= Ux(nT ) +

∫ T

0

S(T ; s)b(s)ds

= Ux(nT ) + y.
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On en déduit

〈x((n+ 1)T ), z〉 = 〈Ux(nT ), z〉+ 〈y, z〉
= 〈x(nT ), U∗z〉+ 〈y, z〉
= 〈x(nT ), z〉+ 〈y, z〉

et, par récurrence, 〈x(nT ), z〉 = 〈x(0), z〉 + n〈y, z〉. Comme 〈y, z〉 6= 0, (x(nT )) ne peut
être bornée et, en particulier, x ne peut pas être bornée sur R+. Cela achève la preuve
du Théorème.

Remarquer que, en appliquant la Proposition 8 (et son analogue obtenu en remplaçant
R+ par R− et <(z) > 0 par <(z) < 0), on obtient le résultat suivant : si b ∈ C(R; Cd)
est T -périodique, si A ∈ L(Cd) est constante et si A n’a pas de valeurs propres de partie
réelle nulle, alors il existe une unique solution périodique à l’équation ẋ(t) = Ax(t) + b(t).

On peut dire plus, en particulier concernant la stabilité de solutions, au sujet des équations
différentielles à coefficients périodiques (Théorie de Floquet, non abordée dans ce cours).
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