Equations différentielles - Cours no 5
Champs de vecteurs

1 Définition et exemples

Définition 1 (Champ de vecteurs) Soit U un ouvert de R?. Un champ de vecteurs
sur U est une application de classe C' X : U — R,

Si X (z) = (ay(2),...,aq(x)) o a; € CY(U), on note

X = Z&i(x)aaxi'

i=1

Exercice 1 : représenter les champs de vecteurs suivant (d = 2, U = R?)

0 0 8 0 0
Y or xay’ “or yay ~Yor +y8y
Définition 2 (Dérivée le long d’un champ de vecteur) Soit U un ouvert de RY et
X un champ de vecteurs sur U. Soit f une application U — R de classe C*. La dérivée

de f selon X est

M‘L

al
— 83:Z
Remarque : (voir cours d’introduction) Soit X tel que ci-dessus et soit S une surface
de U décrite par S := {z € U; f(z) =0} ou f: U — R est de classe C* et Vf(x) # 0
pour tout x € U. Alors X est tangent a S'si X - f =0.

0
= r— est tangent aux
Yor ~ dy &
0

cercles centrés en lorigine. 2) Résoudre X - f =0 avec X = — + — (f de classe C").

or Oy

Exemple : (équations aux dérivées partielles du premier ordre) Soit T > 0 et
u € C1(]0, T[xRY). Soit ay,...,aq des fonctions de classe C! sur R x R% On considere
I’équation aux dérivées partielles du premier ordre

Exercice 2 : 1) Montrer que le champ de vecteurs X =

ou d ou
— (t,r)=— =0, 0<t<T,zecR%
5 + ;a ( a:)axi <t<T ze



En posant
R 0
U =]0, T[xR? =t X=——+> at,x)-—,
]7 [X ) Zo ) ax0+i:1&( x)axz

elle se réécrit
X -u=0surU.

2 Flot d’un champ de vecteur

Soit U un ouvert de R? et X un champ de vecteurs sur U. Par le Théoreme de Cauchy-
Lipschitz, a étant donné dans U, il existe une unique solution maximale (J,, ¢(-;a)) au
Probleme de Cauchy

2(t) = X(z(t), =2(0)=a.

Définition 3 (Flot d’un champ de vecteur) Le flot de X est le flot de l’équation
différentielle 2 = X (z), c’est-a-dire Uapplication (t,a) — ¢(t; a).

On rappelle (voir Cours numéro 2) que ¢ est définie sur Dy := UyepJo X {a}. On rappelle
(résultats admis) que Dy est ouvert et que ¢ est lipschitzienne (et méme de classe C*) sur
D,

Proposition 1 Soit f € CY(U) satisfaisant X - f = 0. Alors, f est constant le long des
tragectoires du flot : pour tout a € U, f(¢(t;a)) = cst.

Preuve de la Proposition 1 : Il suffit de dériver :

d
d d af
af@(tv a)) = ZZI £¢i(ta a)ﬁ—miw(t’ a))
par dérivation des fonctions composées

=3 X6 2L 6t

—(X - )6t a))
=0.

Exemple : (équations aux dérivées partielles du premier ordre) Soit T > 0.
Soit ay,...,aq des fonctions de classe C*, bornées, sur [0,7] x R% On cherche u €
C1([0, T[xR?) solution du probleme de Cauchy

ou d ou d
E(t,x}—l—;ai(t,m)a—xi(t,m) =0, 0<t<T,zeR" (1)

u(0,2) =ug(z), =z &R (2)



En posant
R 9
U =]0, T[xR? =t X=_— ()=
] ) [X » 2o ) (9x0+;&( x)axz
I'équation (1) se réécrit
X -u=0sur U

On note a = (ay,...,aq) et on introduit ¢ solution du Probleme de Cauchy

Gt ) = alt, ), ®(0;2) =z € R
Lemme 1 La fonction 1 est définie sur [0,T] x RZ.

Preuve : fixons o dans R%. Il s’agit de montrer que la solution maximale z = v (-; ) du
Probleme de Cauchy

2(t) = alt, 2(t), =2(0)==x

est définie sur [0, 7. Elle est définie sur |7_, T [ avec T_ < 0 < T. Supposons T’y < T.
Par hypotheése, a est bornée sur [0,7] x R? donc # est bornée sur [0,7,[, donc (par
intégration) z aussi : cela contredit le Théoréme de sortie de tout compact et son corollaire
en dimencion finie. Par conséquent 7 > T [

On a maintenant la proposition
Proposition 2 Si u € C([0, T[xR?) est solution du Probléme (1)-(2), alors
Vo € RVt € [0, T[,u(t, v(t; ) = uo(x).
Preuve : Pour z € R%, posons ¢(t) := (¢,%(t;x)). On a alors ¢(0) = (0, z) et on calcule
= X(9).

De la Proposition 1 on déduit u(¢(t)) = cst d’ott u(¢(t)) = u(¢(0)) = u(0, z) = up(x).

Exercice 3 : calculer la solution dans le cas a = (q;) = cst (transport pur).

3 Application : équation de Burgers

3.1 Introduction

On considere un ensemble de particules situées dans R? en évolution libre (cela suppose
qu’il n’y ait pas de rencontre de particules). Le mouvement d’une particule est donc une
translation rectiligne uniforme. Quel est le mouvement d’ensemble 7 Selon la configura-
tion initiale, quand est-ce que (au moins) deux particules se rencontrent ?



Pour étudier le probleme, on introduit u(¢, x), vitesse de la particule située en x au temps
t (c’est le champ des vitesses des particules). Soit x = 1(t) la trajectoire d'une particule.
Le principe fondamental de la dynamique donne

P(t) = 0. (3)

D’autre part, par définition de u, on a

En dérivant de nouveau et d’apres (3), on a

0= 14(t) = %(t, (e + 3 dilt) »

En utilisant de nouveau (4), on obtient

e Zuz Db, 6(6) = 0.

On est donc amené a étudier I'équation de Burgers

d
ou ou

+ u;—— = 0. )

615 i—1 Z@xi ( )

L’analyse peut-étre faite en adaptant 1’étude menée au paragraphe 2. Cette fois-ci,

a;(x,t) = u;(x,t) n’est plus une donnée du probleme, c’est 'inconnue. Ainsi, “tant que u
reste de classe C'! bornée”, on peut la calculer...



