LIMITES DE REPRESENTATIONS CRISTALLINES
par

Laurent Berger

Résumé. — Soit F' le corps des fractions de ’anneau des vecteurs de Witt d’un corps
parfait de caractéristique p (par exemple F' = Q,), et G le groupe de Galois absolu de F.
Le résultat principal de cet article est le suivant : une représentation p-adique de G, qui est
une limite de sous-quotients de représentations cristallines & poids de Hodge-Tate dans un
intervalle [a; ], est elle-méme cristalline & poids de Hodge-Tate dans [a; b]. Afin de montrer
ce résultat, nous étudions les (¢, I')-modules associés aux représentations cristallines, ce qui
nous permet de préciser des résultats de Fontaine, Wach and Colmez.

Abstract. — Let F be the fraction field of the ring of Witt vectors over a perfect field
of characteristic p (for example F' = Q,,), and let G be the absolute Galois group of F.
The main result of this article is the following : a p-adic representation of G, which is a
limit of subquotients of crystalline representations with Hodge-Tate weights in an interval
[a; b], is itself crystalline with Hodge-Tate weights in [a;b]. In order to show this, we study
the (¢, T')-modules attached to crystalline representations, which allows us to improve some
results of Fontaine, Wach and Colmez.
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Introduction

Dans tout cet article, k est un corps parfait de caractéristique p, et F' est le corps des
fractions de ’anneau des vecteurs de Witt sur k. Fixons-nous une cloture algébrique F' de
F, et posons G = Gal(F/F). Dans ce texte, nous nous intéressons aux représentations
cristallines de V', notion introduite par Fontaine, qui est l’analogue p-adique de la notion
(-adique de « bonne réduction ».

L’objet de cet article est principalement de démontrer une conjecture de Fontaine sur
les limites de représentations cristallines. Plus précisément, nous démontrons le résultat

suivant :

Théoréme 1. — Une représentation p-adique de G, qui est une limite de sous-quotients
de représentations cristallines a poids de Hodge-Tate dans un intervalle [a;b], est elle-

méme cristalline a poids de Hodge-Tate dans [a;b].

Avant d’aller plus loin, mentionnons que cette conjecture a été énoncée sous une forme
plus générale par Fontaine dans [Fon96, Final Remark (c)]. Si la longueur de la filtration
(entier b—a) est < p—1, alors le théoreme ci-dessus est une conséquence immédiate des
constructions de Fontaine et Laffaille (cf. [FL82]). Son analogue pour les représentations
semi-stables a été démontré quand b—a < p—2 par Breuil dans [Br99, §2.3]. Sib—a = 1 et
si k est contenu dans Fp, alors Breuil a donné dans [Br00, théoreme 1.4] une description
complete des objets qui entrent en jeu, en terme de groupes p-divisibles. Enfin, on montre
le résultat correspondant pour les limites (mais pas pour les limites de sous-quotients) de
représentations cristallines ou semi-stables dans [BC03].

Quand la longueur de la filtration n’est plus < p—1, on ne dispose plus d'une description
des représentations cristallines de torsion a la Fontaine-Laffaille, et notre démonstration
se fait via la théorie des (p,I')-modules. Cette théorie se comporte bien vis-a-vis des

structures entieres que I'on peut mettre sur les représentations p-adiques, et le probleme
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devient alors de caractériser les représentations cristallines a partir de leur (¢, I')-modules.
Une telle caractérisation avait été entreprise par Fontaine [Fon91], Wach [Wa96, Wa97]
et Colmez [Col99]; 'autre objet de cet article est donc de rassembler et de préciser ces
résultats.

Dans la suite, on dira que 7" est une Z,-représentation de G'r si T' est un Z,-module libre
de rang fini muni d’une action continue de G'r. Dans ce cas, T' s’identifie naturellement
a un réseau de la représentation p-adique V' = Q, ®z, T'. Pour les autres notations de
cette introduction, on se reportera au chapitre suivant.

Rappelons que Fontaine a construit dans [Fon91, §A.3.4] une équivalence de catégories
T +— D(T) entre la catégorie des Z,-représentations de G et la catégorie des (p,I'p)-
modules étales. Un (p,I'r)-module est un module libre de rang fini sur I'anneau local
A qui est le complété p-adique de Op[[n]][1/7], muni d’un Frobenius semi-linéaire ¢ et
d'une action semi-linéaire de I'p commutant a celle de ¢. Un tel module est étale si ¢
est de pente 0. L’action de ¢ et de I'r sur Ap est donnée par p(r) = (1 +7)P — 1 et
Y(m) = (14 m)X® —1 (o0 x : Gp — Z est le caractere cyclotomique).

La Z,-représentation 1" est donc caractérisée par les deux matrices P et G de ¢ et
d’un générateur topologique v de I'r. En général, ces matrices sont assez barbares, mais
si on a de la chance, leurs coefficients vivent dans des anneaux plus sympathiques que
A, par exemple A} = Op[[n]]. De fait, on dit que T est de hauteur finie s’il existe une
base de D(T') dans laquelle P et G ont leurs coefficients dans Aj.. Le point de départ
de cet article est le théoreme [Col99, théoreme 1] de Colmez (montré différemment dans
[Ber02, §3.3]), qui dit que si V = Q, ®z, T est cristalline, alors T" est de hauteur finie.

Il existe des représentations de hauteur finie qui ne sont pas cristallines, mais Wach a
montré qu'une représentation de hauteur finie est cristalline si et seulement s’il existe une
base de D(T), telle que le Af-module N qu’elle engendre vérifie les propriétés suivantes :
N est stable par ¢ et I'r et il existe r € Z tel que l'action de I'r sur (N/7N)(—r) est
triviale. Ce module N n’est pas canoniquement attaché a 7', mais le devient si on impose
une condition supplémentaire; on le note alors N(7'). La majeure partie de cet article
est donc consacrée a la démonstration de quelques unes des propriétés vérifiées par les
« modules de Wach » N(T') et N(V) = Q, ®z, N(T'). On renvoie a la définition I11.4.1

pour la définition précise d’'un module de Wach.

Théoréme 2. — Le foncteur V. +— N(V) est une équivalence de catégories entre la
catégorie des représentations cristallines de G, et la catégorie des modules de Wach sur
B. = Q, ®z, A7, compatible a toutes les opérations habituelles (@, dualité et suites

exactes).
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De plus, pour une représentation cristalline donnée V', l'application T — N(T') induit
une bijection respectant linclusion entre les réseaur de V' et les modules de Wach sur AL

contenus dans N(V) et qui en sont un Af.-réseau.

Apres avoir rappelé la construction de N(7'), on montre comment retrouver le ¢-module
sous-jacent & Des(V) (le p-module filtré associé a V' par la théorie de Fontaine) a partir
de N(V) & la maniere de [Ber02, §3.2]. Ensuite, on peut voir A} comme lalgebre des
fonctions bornées par 1 sur le disque unité ouvert. On peut donc « évaluer » N(V') en
certains points bien choisis, les ¢, — 1 ou (,, est une racine primitive p™-ieme de I'unité.
En 0, on retrouve (d’une maniere différente) le p-module Ds(V). En ¢, — 1, avec n > 1,
on récupere l'invariant associé & V' par la théorie de Sen (cf. [Sen80]). Ceci nous donne
des informations suffisamment précises sur les matrices P et G pour pouvoir montrer
Iingrédient principal pour la démonstration du théoreme , un résultat qui affirme que
si V est cristalline, alors N(V') est « suffisamment gros », c¢’est-a-dire que l'on borne le
conoyau de I'inclusion B* @5+ N(V') € B*®q, V ot BY est un certain anneau de périodes
p-adiques. On peut déduire de cela un résultat de « continuité » pour le foncteur N(-) : si
Ty et T, sont deux Z,-représentations cristallines qui sont égales modulo p™, alors N(7})
et N(Ty) sont égaux modulo p"~*") oll a(r) est une constante qui ne dépend que de la
longueur de la filtration r = b — a.

Nous démontrons par ailleurs quelques autres propriétés de N(7T'). Par exemple, on
peut définir une filtration sur N(V') qui permet de retrouver le ¢-module filtré De(V)
a partir de N(V') par la formule suivante : Ds(V) = N(V)/7aN(V).

Théoréme 3. — Si V est une représentation cristalline de G, et si on munit N(V)
de la filtration Fil' N(V) = {z € N(V), ¢(z) € (¢(n)/7)'N(V)}, alors on a un isomor-
phisme naturel de @-modules filtrés Deis(V) ~ N(V)/mTN(V).

Si 'on combine cela avec le théoreme de Colmez-Fontaine (cf. [CF00, théoreme A]
et [Col02, §11.6]), on en déduit que tout p-module filtré (sur F') faiblement admissible
provient par le procédé ci-dessus (N +— N/mN) d'un module de Wach, ce qui répond a
une question de Fontaine (cf. [Fon91, §B.2.3]). Enfin, on voit que N(7)/7IN(T") s’identifie
a un réseau D ,i5(T) de Dis(V), canoniquement attaché a T'. 11 s’agit donc d’une version
« entiere » du foncteur Dgis(+). On montre que le déterminant de I'isomorphisme de
comparaison entre Beis ®q, V' et Buis @F Dis(V), calculé dans des bases de T et de
Dis(T) est le produit d’une puissance de t = log(l 4+ 7) par une unité. Ensuite, on
démontre que si b —a < p — 1, alors D,;s(T") est fortement divisible et que inversement,
si on se donne une représentation cristalline V' et un réseau fortement divisible M de

D.is(V), alors on peut construire « a la main » un réseau T de V' tel que Ds(T) ~ M
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(toujours si b—a < p—1) ce qui donne une démonstration différente de certains résultats
de Fontaine-Laffaille.

Enfin, pour terminer, nous donnons quelques exemples de modules de Wach associés a
certaines représentations cristallines. Il serait tres utile de savoir construire aussi explici-
tement que possible les modules de Wach, cela devrait permettre de répondre a un certain
nombre de questions intéressantes, ainsi que de donner une démonstration différente du

théoreme de Colmez-Fontaine.

Remerciements : Je souhaite remercier Pierre Colmez, qui est a l'origine de plusieurs
des idées de cet article; il a aussi relu attentivement de nombreuses versions de ce texte.
Lors de la rédaction de cet article, j’ai bénéficié de conversations enrichissantes avec lui
et avec Christophe Breuil, Fred Diamond, Jean-Marc Fontaine, Hanfeng Li, Barry Mazur
et Hui June Zhu. Je remercie aussi les éditeurs de Compositio pour leur patience. Enfin,
I’article « Représentations p-adiques potentiellement cristallines » de Nathalie Wach a été

une source constante d’inspiration.

I. Rappels et compléments sur les périodes p-adiques

Ce chapitre est consacré a quelques rappels sur les périodes p-adiques; on pourra se
reporter aux articles originaux de Fontaine [Fon88a, Fon88b, Fon91| pour beaucoup
des constructions décrites ci-dessous. Dans cet article, k£ désigne un corps parfait de
caractéristique p, de cloture algébrique k, et F est le corps des fractions de ’anneau des
vecteurs de Witt sur k. Soit F une cloture algébrique de F et C = % sa complétion
p-adique. Le corps C est un corps complet algébriquement clos dont le corps résiduel
s'identifie & k. On pose G = Gal(F/F). On écrit y,» C F pour désigner 'ensemble des
racines p"-iémes de 'unité, et on définit F,, = F(u,) ainsi que Fi, = UL F,. Soit Hp
le noyau du caractere cyclotomique x : Gp — Z5 et I'r = G/ Hp le groupe de Galois de
F./F, qui s’identifie via le caractere cyclotomique & Zy. On choisit pour tout n > 1 un
élément ™ de pn, de telle maniere que M #£ 1 et (D) = £ ce qui fait que ™
est un générateur de fin.

Une représentation p-adique de G est un Q,-espace vectoriel V' de dimension finie d,
muni d'une action linéaire et continue de G'r. La principale stratégie (due a Fontaine,
voir par exemple [Fon88b]) pour étudier les représentations p-adiques de G est de cons-
truire des anneaux de périodes p-adiques, c’est-a-dire des Qp-algebres topologiques B
munies d’une action de G et de structures supplémentaires de telle maniere que si V
est une représentation p-adique, alors Dp(V) = (B ®q, V)" est un BY"-module qui

hérite de ces structures, et que le foncteur qui a V' associe D (V') fournisse des invariants
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intéressants de V. On dit qu'une représentation p-adique V de G est B-admissible si on
aB®q,V ~ B4 en tant que B[G]-modules. Dans les deux paragraphes qui suivent, nous

allons rappeler la construction d’un certain nombre d’anneaux de périodes p-adiques.

I1.1. Théorie de Hodge p-adique. — Commencons par définir E et E* (qui sont les
anneaux Fr R et R de [Fon88a, §1.2]). Soient
E = lim C = {®,a,-.)| @) =20},

zaP
et ET I'ensemble des # € E tels que 9 € Og. Si z = () et y = (y@) sont deux
éléments de E, alors on définit leur somme x + y et leur produit xy par :

(4 y)® = j tim (2049) 4 YD ot () = 20y,
ce qui fait de E un corps de caractéristique p dont on peut montrer qu’il est algébriquement
clos. Si x = (3(™),50 € E, on pose vg(z) = v,(z(). Cest une valuation sur E pour la-
quelle celui-ci est complet ; 'anneau des entiers de E est bien sir E*. Soit A+ anneau
W (ET) des vecteurs de Witt & coefficients dans E* ot Bt = AT[1/p] = {3 s oo Plan], o €
E*} ou [z] € AT est le relevement de Teichmiiller de 2 € E*. Cet anneau est muni
d’un morphisme d’anneaux 6 : BT — C défini par la formule 0> 1o PMla]) =
Y koo p’“:r;,(go). Soient ¢ = (¢®) € BT avec e©@ =1 et e #£ 1, ainsi que

T
r=l -1, m=[""]-1, w:7r_1 et q:gp(w):T

ou  est le Frobenius, qui releve 'application « +— zP. On peut montrer que ker(f : At —
A*) est I'idéal principal engendré par w.

Remarquons que ¢ est un élément de ET tel que ve(e — 1) = p/(p — 1). On pose
Er = k((¢ — 1)) et on définit E comme étant la cloture séparable de Ep dans E ainsi
que Et = EN E* Panneau des entiers de E. Remarquons que, par définition, E est
séparablement clos (mais pas complet), et que 'on retrouve E & partir de E en prenant
le complété de sa cloture radicielle (E est en fait aussi le complété de E par le théoreme
[Ax70, Theorem (p. 417)] de Ax). Enfin, le groupe Hp agit sur E et la théorie du corps
des normes de Fontaine et Wintenberger (cf. [FW79, Win83]) permet de montrer que
Gal(E/Ep) = Hp.

L’anneau B est défini comme étant le complété de B+ pour la topologie ker(f)-adique
(on remarquera que A~ est complet pour cette topologie) :

By = limB*/ ker(6)".
n>0
C’est un anneau de valuation discrete, d’idéal maximal ker(0) ; la série qui définit log([e])

converge dans B, vers un élément ¢, qui est un générateur de I'idéal maximal, ce qui
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fait que Bqr = BIz[1/] est un corps, muni d’une action de G et d’une filtration définie
par Fil'(B4r) = t'B pour i € Z.
On dit qu'une représentation V' de G est de de Rham si elle est Bgr-admissible ce

qui équivaut a ce que le F-espace vectoriel
Dar(V) = (Bar ©q, V)"

est de dimension d = dimq, (V). L'espace Dqr (V') hérite de la filtration de Bgg, et les
poids de Hodge-Tate de V' sont les opposés des sauts de la filtration (comptés avec mul-
tiplicités). On dira que V' est positive si ses poids de Hodge-Tate sont < 0 (terminologie
un peu malheureuse).

L’anneau B est défini (dans [Col98, §I11.2]) comme étant

max
n

w ~ ~
Bf = {Z I ol a, € B est une suite qui tend vers 0 dans B*}

max
n>0

et Bnax = B, [1/t]. On peut bien sur remplacer w par n’'importe quel générateur de

max
ker(#) dans A+, Cet anneau se plonge canoniquement dans Bggr (les séries définissant ses
éléments convergent dans Bgg) et en particulier il est muni de I’action de Galois et de la
filtration induites par celles de Bgr, ainsi que d’un Frobenius ¢, qui étend 'application
0 A+ — A+ déduite de 2 — 2? dans E*. On remarquera que © ne se prolonge pas par
continuité a Bqr. On pose aussi ]§;§g = N2 (B, ).

On dit qu’une représentation V de Gp est cristalline si elle est By,..-admissible ou,

+
rig
vivent dans des sous F-espaces vectoriels de dimension finie et stables par ¢ de By,

ce qui revient au meme, B [1/t]-admissible (les périodes des représentations cristallines

et donc en fait dans anneau N}29¢™ (B}

T [1/t]); ceci équivaut a ce que le F-espace

vectoriel
Dcris(v) - (Bmax ®Qp V)GF = (]§+

rig

[1/1] ®q, V)"

est de dimension d = dimgq, (V). On voit que De;s(V') est muni d’un Frobenius et d'une
filtration induits par ceux de Byax, et que si V est cristalline, alors (Bqr ®q, V)Gr =
Dgr(V) = Deis(V) ce qui fait qu'une représentation cristalline est aussi de de Rham.
Remarquons que cette définition de D5(V') est compatible avec la définition habituelle
) = (%" (B,

max

(via Bes) parce que N0 (B
I.2. (¢,I')-modules. — Soit A Tanneau des vecteurs de Witt & coefficients dans E
¢t B = A[1/p]. On définit Ap comme étant le complété de Op[r, 7] dans A pour la
topologie de celui-ci, et il s’identifie donc au complété p-adique de Or[[r]][7~!]. Muni de la
norme de Gauss (induite par la norme p-adique), Ar est un anneau de valuation discrete
complet pour cette valuation dont le corps résiduel est Er. Soit B le complété pour la

topologie p-adique de I'extension maximale non ramifiée du corps Br = A g[1/p] dans B.
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On définit alors A = BN A ainsi que BY = BNB* et AT = AN A*. Ces anneaux sont
munis d’une action de Galois et d'un Frobenius déduits de ceux de E. On peut montrer
que Arp = AfF et donc que BF¥ = Ag[1/p]. On pose aussi Af = (A7) ainsi que
B} = (B")Hr et la théorie du corps des normes permet de montrer que A} = Op|[r]] et
que B = Op([]][1/7].

Si V est une représentation p-adique de Gp, soit D(V) = (B ®q, V)"F. On sait
[Fon91, §A.3.4] que D(V) est un Bg-espace vectoriel de dimension d = dim(V) muni
d’un Frobenius et d’une action résiduelle de I'r qui commutent (c’est un (¢, I'r)-module)
et que 'on peut récupérer V grace a la formule V = (B ®p, D(V))?=!.

De méme, si T est un réseau d’une représentation p-adique de G on pose D(T) =
(A ®z, T)"r. C’est un Ap-module libre de rang d = dim(V) muni d’un Frobenius et
d’une action résiduelle de I'r qui commutent (on dira aussi que c’est un (¢, I'r)-module),
et on peut récupérer T grace a la formule T = (A ®4, D(T))?=".

On dit qu'une représentation p-adique V' de G est de hauteur finie si D(V') possede
une base sur By formée d’éléments de D (V) = (B ®q, V)"#. Un résultat de Fontaine
[Fon91, §B.2.1] (voir aussi [Col99, §II1.2]) montre que V est de hauteur finie si et
seulement si D(V) posséde un sous-Bjf-module libre de type fini stable par ¢ de rang
égal a d = dimq, (V). Rappelons le résultat principal (le théoreme [Col99, théoreme 1] de
Colmez, voir aussi [Ber02, §3.3] pour une démonstration différente) sur les représentation
cristallines de G : si V est une représentation cristalline de G, alors V' est de hauteur
finie.

Si T est un réseau d'une représentation p-adique de G on pose D¥(T) = (At ®gz, T)"r.
Si V = Qp,®z, T est de hauteur finie, alors D™(T') est un Af-module libre de rang
d = dim(V') qui contient une base de D(T") sur Ap. Cela suit de [Fon91, B.1.4.2].

Un mot de mise en garde : le fait que V' est de hauteur finie ne veut pas dire que V' est

B*-admissible en tant que représentation de Hr! Voir a ce sujet la remarque I11.3.4.

L.3. Les idéaux des anneaux B}, et B, ,. — Rappelons que B, = Op|[7]][1/p]. On

peut donc voir Bf: comme Panneau des séries formelles bornées sur le disque unité ouvert

{z € C, |z] < 1}. Soit By, ; 'ensemble des séries de la forme A(m) = 3732 apm®, telles

que a, € F et telles que la série A(X) converge sur le disque unité ouvert. Rappelons

+
rig,

en ce sens qu'il est de Bézout (tout idéal de type fini est principal) et [Ber02, §4.2] qu’il

que B;,C est un anneau principal, et que B}, , se comporte comme un anneau principal,
admet la théorie des diviseurs élémentaires.

Si R est un anneau qui admet la théorie des diviseurs élémentaires, et si M est un
sous-module de type fini de N ~ R? alors il existe des éléments rq, -+ ,ry de R (les

diviseurs élémentaires) et une base ni,--- ,ng de N tels que ri|---|rg et ring, - reng
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est une base de M ; les idéaux (ry),- -, (rq) sont déterminés de maniere unique par ces
conditions. On écrira pour simplifier : [N : M| = [ry;---;74).

Les deux anneaux B} et B

rig r Sont munis d’actions de ¢ et de I'r qui commutent,

et que l'on peut déduire par semi-linéarité des formules (7)) = (1 +m)? — 1 et y(m) =
(14 7)x0) — 1.

Remarque 1.3.1. — Rappelons que ¢ = () /7, ce qui fait que si n > 1, alors

(1+m)P" -1
(1+m)r ' —1

" q) =

et I'idéal engendré par " 1(q) est alors un idéal premier stable par I'r. On a de plus une
identification de F[I'p|-modules

B, r/¢" ' (0) =BL/¢"(q) = Fu.

L’application Brlg » — F, peut étre vue comme « I'évaluation » en ¢ — 1. Le lemme
ci-dessous montre que tout idéal principal de B;Eg’  qui est stable par I'p est produit de

tels idéaux. Rappelons que comme B .. est de Bézout, ses idéaux principaux sont ceux

rig,
qui sont de type fini.

Lemme 1.3.2. — Si I est un idéal principal de B qut est stable par I'r, alors il

rig,F»
existe des entiers jo, j1,- - - tels que I est engendré par un élément de la forme 70 H:ﬁ(gp"_l(q)/p)j”

De plus :

(1) p(I) C I si et seulement si la suite {j,}n est décroissante ;
(2) I C (1) si et seulement si la suite {jn}n est croissante;
(3

) les résultats précédents restent vrais pour les idéauz de B, et dans ce cas j, =0

sin >0 (par ezemple, I C p(I) implique que I = B},).

Démonstration. — C’est un résultat assez classique, mais nous allons en rappeler la
démonstration pour le confort du lecteur. Si f(7) est un générateur de l'idéal I, alors
I'ensemble V(1) de ses zéros est un sous ensemble du disque unité ouvert, dont I'intersec-
tion V,(I) avec tout sous-disque fermé {z € C, |z| < p} est finie. Si [ est stable par I'p,
alors V,(I) est stable par la transformation z + (1 4 2) — 1 pour tout g € Z3. Comme
V(1) est fini, si z € V,(I), alors il existe g € Z; \ {1} tel que z = (1 + 2)? — 1, et donc
(142)971 =1 ce qui fait que z = 0 ou bien qu'il existe n > 1 tel que 142 € fyn \ piyn-1. Le
polynéme minimal d’un tel z est m ou ¢"!(q), ce qui fait que 'on peut prendre pour géné-
rateur de 'idéal I le produit convergent 7 [T (4" 1(q)/p)’ ol j, est la multiplicité

de £™ — 1 comme zéro de f(r).



10 LAURENT BERGER

Les deux premiers points résultent immédiatement du fait que p(7) = mq et que
(9" (q)) = ¥"(q), et le troisitme point est évident (un élément de B,  étant dans

B si et seulement s'il a un nombre fini de zéros). O

Exemple 1.3.3. — L’idéal de B;'{gf engendré par ¢ = log(1+7) satisfait les deux points
ci-dessus. Cela correspond a la décomposition bien connue (voir [Laz62, remarque 4.12]
par exemple) :

+°O<p”_1(q)
t=log(l+m)=nm]||] ——.
aen =[] £5

n=1

1.4. Régularisation par le Frobenius. — L’objet de ce paragraphe assez technique
est de montrer que si M est une matrice qui satisfait une équation (M) = X MY, alors
M hérite des propriétés de régularité de X et Y.

Afin d’énoncer et de démontrer la proposition générale de régularisation par le Frobe-
nius dont nous ferons usage, nous aurons besoin d’utiliser un certain nombre des anneaux
introduits dans [Ber02, §1] (I’'anneau ﬁiig et sa quantité de sous-anneaux). Nous ne rap-
pelons pas leurs définitions, car ils ne seront pas utilisés par ailleurs. Les seuls résultats
« utiles » de ce paragraphe sont les corollaires 1.4.2 et 1.4.3. Le lecteur est donc invité a

ne lire ce paragraphe qu’en cas de besoin absolu.

Proposition 1.4.1. — Si M € M(d, B! ) et X, Y € M(d, B ) sont trois matrices telles

rig rig
que (M) = XMY , alors M € M(d, Bj,).
Démonstration. — On utilisera librement les notations de [Ber02]. La démonstration

est d’ailleurs assez proche de celle de [Ber02, proposition 3.2]. Il existe > 0 tel que

M e M(d, ﬁi{;), et il existe donc aussi ¢ € N tel que M € M(d,p*CAL’;). Il existe aussi
k € N tel que o1 (X) et (V) appartiennent a M(d, p~*Al*

rig
application du principe du maximum, cf. [Ber02, corollaire 2.20]).

) pour tout s < r (par une

Rappelons que ¢! (;&Lg) = AL’;’? " Cela permet de démontrer par récurrence sur s > 1,

en utilisant I'équation M = o Y (XMY), que M € M(d,p*c”ksgii’;pﬂ). La proposition
suit alors de [Ber02, lemme 3.1] avec h = 2k, qui affirme que ﬂ:ﬁgp’hsAI{;pﬂ CBf, O
Nous utiliserons cette proposition a deux reprises, pour montrer les deux corollaires qui

suivent. Rappelons que Biig’  est I'ensemble des séries de la forme A(7) = >, a7,

telles que ay, € F' et pour lesquelles il existe r < 1 tel que la série A(X) converge sur la

couronne {z € C, r < |z| < 1}.

Corollaire 1.4.2. — Si M € M(d, BIigF) est une matrice telle qul existe X,Y €

M(d, B} ) tels que (M) = XMY , alors M € M(d,BX_ ).

rig, F' rig, F'
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Démonstration. — Une application directe de la proposition 1.4.1 montre que M €
M(d, ]NB;Eg). Il s’agit donc de voir que E’ﬁg N BL&F =B, Size BLg,F, on peut 'écrire
comme z = 7 + 2~ avec 2T € Bjig,F et = € Bl. On se rameéne donc & montrer que
ﬁzg N B, = B}. Cela résulte du fait que Bf N ]§;§g = B* (cf. [Ber02, §2.3]) et du fait
que B},HBJr = B}. O

Corollaire 1.4.3. — Si M € M(d,BY) et X,Y € M(d,B*) sont trois matrices telles
que (M) = XMY, alors M € M(d,B™).

Démonstration. — Une application directe de la proposition 1.4.1 montre que M €
M(d, ]A?;;Eg). 1l s’agit donc de voir que BN ]A?;;Eg — B*. Cela résulte du fait que BN ]A?;;Eg =
BT (cf. [Ber02, §2.3]) et du fait que Bt N B+ = B*. O

II. Le module de Wach d’une représentation cristalline

Ce chapitre est consacré a la construction de N(V'), le module de Wach associé a une
représentation cristalline positive V. Il s’agit de préciser les constructions faites par Wach
dans [Wa96, §B.3], ce qui est 'objet du premier paragraphe. Ceci nous fournit une base

du (p,I')-module D(V') associé a V. Dans le deuxieme paragraphe, on montre comment

+
rig,

cristalline) les résultats de [Ber02, §3.2].

récupérer D,;s(V) a partir de B ®pi N(V) ce qui précise (pour une représentation

II.1. Construction de N(7') et N(V'). — Dans ce paragraphe, V' est une représentation
cristalline de Gp, et T' un Z,-réseau de V', c’est-a-dire que 1" est un Z,-module libre de
rang d muni d’une action de G telle que V = Q, ®z, T'. Le point de départ de nos
constructions est le théoreme de Colmez qui dit que T est de hauteur finie, ce qui fait
que l'on a dans les notations du paragraphe 1.2 : D(T') ~ Ap R4t D*(T). Le résultat

principal de ce paragraphe est la proposition I1.1.1 ci-dessous.

Proposition I1.1.1. — SiT est un réseau d’une représentation cristalline positive V',
alors il existe un unique sous Af-module N(T) de DT(T) qui satisfait les conditions

suwantes :
(1) N(T') est un Aj-module libre de rang d = dimq, (V') ;
(2) laction de T'p préserve N(T) et est triviale sur N(T)/mN(T)) ;
(3) il existe un entier r > 0 tel que 7" DT(T) C N(T).

De plus, N(T') est stable par . Enfin, si l'on pose N(V) = Bf ®AJFFN(T), alors N(V') est

l'unique sous BE-module de DT(V') qui vérifie l'analogue des trois conditions ci-dessus.
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La démonstration de cette proposition va se faire en plusieurs étapes. Tout d’abord,
rappelons que Wach a démontré dans [Wa96, p. 380] que si V' est une représentation
de hauteur finie de G, alors V est cristalline positive si et seulement s’il existe un sous
Bl-module N libre de rang d de D* (V) stable par 'z et tel que 'action de 'z soit
triviale sur N/7N (en général, remarquons que N # DT (V).

Il va donc falloir montrer que I'on peut modifier N pour qu’en plus il existe r € N tel
que l'on ait 7"D*(V) C N :

Lemme I1.1.2. — Si N est un Bi-module satisfaisant les deuz premiers points de la
proposition I1.1.1, alors il existe un BE-module N(V') contenant N, stable sous l’action
de I'g et tel que laction de ce groupe soit triviale sur N(V)/mN(V), et tel qu’il existe un
entier r tel que 7" DT(V) C N(V) € D(V).

Démonstration. — L’idéal Iy de B}, constitué de 'ensemble des A € B}, tels que ADT (V) C
N est non nul et stable par I'r, et par le lemme 1.3.2 il est engendré par un élément de
la forme ¢t .- (p*~1(q))*. Si 'on pose N(V) = DT(V) N N[p" (g !)]u>1, alors
N(V) est un sous-module libre de rang d (libre car B}, est principal et de rang d car il
contient N) de D*(V'), stable par I'p, et I'application naturelle N/7N — N(V)/7N(V)
est un isomorphisme (c’est une application injective entre deux F-espaces vectoriels de
dimension d) ce qui fait que I'p agit trivialement sur N(V)/7IN(V'). Enfin, on voit que
siz € DF(V) est tel que 7%¢% -+ (p*~1(q))Px € N(V), alors 7%z € N(V), ce qui fait
que Pon a 7"DT (V) € N(V) avec r = «y. O

Ceci montre comment construire N(V'). Le lemme suivant montre comment construire

N(T) :

Lemme II.1.3. — Si l'on pose N(T') = N(V) N D(T), alors N(T) satisfait les trois

conditions de la proposition I1.1.1.

Démonstration. — La seule chose qui n’est pas évidente est que N(T) est libre (puisque
A7 n’est pas principal). C’est une conséquence de [Fon91, B.1.2.4], mais nous allons en
donner une démonstration pour le confort du lecteur. Le noyau de 'application N(7") —
N(V)/mN(V) est TN(T) (puisque 7 est inversible dans A r), ce qui fait que N(7")/7IN(T)
s'identifie & un Op-réseau de N(V)/7IN(V') qui est un F-espace vectoriel de dimension
d. 11 existe donc my,--- ,myg € N(T') dont les images modulo 7 forment une base de
N(T)/xN(T). Les m; forment alors une famille génératrice de N(T'), car A} est complet
pour la topologie m-adique. Il est facile de voir que cette famille est libre, et c¢’est donc
une base de N(7). O
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Démonstration de la proposition I1.1.1. — Pour terminer la démonstration de la proposi-
tion I1.1.1, il reste donc a montrer que les modules N(77) et N(V') ainsi construits sont uni-
quement déterminés. Ceci montrera qu'ils sont stables par ¢, car N(V)4¢*N(V) satisfait
(1) Jes mémes conditions, et est donc égal & N(V) ce qui fait que p(IN(V)) € N(V). Comme
N(T)=N(V)ND(T), et que ¢(D(T")) C D(T), ceci montre que p(IN(7)) C N(T").
Supposons donc que 'on ait N; et Ny deux modules satisfaisant les conditions de la
proposition I1.1.1 (pour 7" ou V, la démonstration est la méme). Nous allons montrer que
N1 C N,. Par symétrie cela implique que N; = Ny. Si x € Ny, alors il existe s < r tel
que mx € Ny mais m°z ¢ mN,. Choisissons = ¢ N7 tel qu’en plus un tel s est maximal,
ce qui fait que 7*N; C Ny. Comme 7%z € Ny et que I'p agit trivialement sur Ny /7w N;, on

voit que (7 — 1)(7m°x) € Ny et on peut écrire

(v = D(r°z) = v(7°) (v(z) — ) + (v (7°) — 7°)a.
Comme I'p agit trivialement sur Ny /7Ny, et que 7° Ny C Na, on voit que y(7%)(y(x)—x) €
mN;y et donc que (y(7®) — %)z € N3 ce qui est une contradiction si s > 1, parce qu’alors
y(m®) — 7 = (x(7)* — D)7® 4 ---. On a donc Ny C Ns. O

Pour référence, rappelons explicitement le résultat de Wach :

Proposition I1.1.4. — Si V est une représentation de hauteur finie de G, alors V
est cristalline si et seulement s’il existe un sous Bj.-module N libre de rang d de DT(V)
stable par U'r et h € Z tel que l'action de I'p soit triviale sur (N/mN)(—h).

I1.2. Construction de D;(V). — Soit Biig’F I'ensemble des séries de la forme A(m) =

;ﬁ'ioo ap", telles que ap € F et pour lesquelles il existe r < 1 tel que la série A(X)
converge sur la couronne {z € C, r < |z| < 1}. Pour démontrer le résultat qui suit, nous
avons besoin du BLg p-module Diig(V) associé a V' dans [Ber02, §3.2] mais en utilisant
les résultats de [Ber02, §3.2,3.3] on peut montrer que Dlig(V) = BL&F ®p:z D*(V)
et le lecteur peut prendre 1'égalité ci-dessus comme définition. Rappelons que [Ber02,
théoreme 3.6] affirme que si V' est une représentation cristalline positive de G (et donc

de hauteur finie), alors D(V) = DL (V)'F et donc

rig

Dcris(v) - DT

rig

(V>FF = (BT F ®B; D+(V))FF‘

rig,

L’objet de ce paragraphe est de préciser ce résultat en utilisant le module de Wach N (V)
construit au paragraphe précédent. Ce paragraphe est donc consacré a la démonstration
de la proposition suivante, qui donne une premiére maniere de construire Des(V) (pour

le théoreme 3 de I'introduction, voir le paragraphe I11.4) :

(Wsi M est un R-module muni d’un Frobenius ¢, alors ¢*M dénote le R-module engendré par ¢(M)
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Proposition I1.2.1. — SiV est une représentation cristalline positive de G, alors on
a Deis(V) € B, i ®g+ N(V). En particulier : Des(V') = (Biir ®p1 N(V)Fr,

Démonstration. — Choisissons une base de N(V), et soient P et G = G(7) les matrices
dans cette base de ¢ et d’un élément v € I'r qui n’est pas de torsion. Rappelons que
par [Ber02, théoreme 3.6], D¢.s(V) C Diig(V), ce qui fait que si I'on choisit une base
de Dgis(V), alors la matrice M de passage de cette base a celle de N(V') vérifie M €
M(d, B, ). Si D € M(d, F) est la matrice de ¢ dans la base de Dy(V), alors on a

rig, F'
Gy(M) =M et Po(M)= MD.
Montrons qu'il existe des entiers o;; € N et u € (B})* tels que
§ = det(P) = ¢™ - (¢* ()" u.

Comme les actions de ¢ et ['r commutent, on a ¢gv(d) = dp(g), ce qui fait que 0 et (9)
engendrent le méme idéal de B} (puisque g est une unité de B}.). Par le lemme 1.3.2, c’est
donc qu’il existe des entiers a; € N et u € (B)* tels que § = m0¢** - - - (¢*~!(q))**u.

De plus, on a v(0)/d = x(7)* mod 7 et si g est le déterminant de G, alors g = 1
mod 7 ce qui fait que p(g)/g =1 mod 7 et donc que si l'on regarde 1’équation v(9)/d =
©(g)/g modulo , alors on voit que ay = 0 (puisqu’on a choisi y qui n’est pas de torsion).

Posons v = 7 -+ o571 (7)¥  ce qui fait que I'on a § = ¢(v)v~'u. Soient N = Mv et
Q = 6P, ce qui fait que Q est aussi la transposée de la matrice des cofacteurs de P, et
donc Q € M(d,B}). On a

p(N) = p(M)p(v) = P"MDyp(v) = 6 ' QM (véu™")D = u 'QND

et le corollaire 1.4.2 (le résultat de régularisation par le Frobenius) montre que N €
M(d, B:g,F)'

Il existe donc A € B\ {0} (il suffit de prendre A = v) tel que A+ Deis(V) C By, Rp+
N(V). Si I est I'idéal de B}, ainsi défini :

[ - {)\ € B;, )\ . Dcris(V) - B:i_g,F ®B; N(V)},

alors I est un idéal de B}, qui est stable par I'r et par ¢ (car ¢*Deis(V) = Deis(V)),
et par le lemme 1.3.2 il est engendré par un élément de la forme \ = 7% ... (¢*~1(q))",
avec By > -+ > B, > 0.

Reste a montrer que A = 1, ce qui revient a montrer que By = 0 puisque 3; < fy.
Rappelons que le groupe ' agit trivialement sur N (V') /7N(V'), et donc sur (B;E& r @Bt
N(V))/m.

Il existe y € Deis(V) tel que Ay € B, p @y N(V) mais Ay ¢ 7B, p @5 N(V)

(sinon, on pourrait diviser A par 7). L'image de Ay dans (Bf, » ®pt N(V))/m est non
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nulle et v € I'r agit dessus par (7)™ d’une part, et trivialement d’autre part, ce qui fait
que By = 0. [

Pour référence, donnons immeédiatement le corollaire suivant de ces calculs, qui est

utilisé sous cette forme dans [Ber03, §I1.2] :

Corollaire I1.2.2. — Si V est une représentation cristalline de Gg, siy € B;E&F QF
Deis(V), et sih > 1 est tel que Fil™" Dy (V) = Deis(V), alors thy € B ®pi D*(V).

rig, F’

Démonstration. — Par définition des poids de Hodge-Tate, on voit que V(—h) est une
représentation positive et donc que Deis(V(—h)) C B, p ®p+ N(V(—h)) ce qui fait que

par torsion on trouve que t"Des(V) C By, & @ D+ (V). O
I1.3. Comparaison entre N(V') et D.;(V). — Maintenant que I'on a défini N(V)
et montré qu'il est possible de retrouver Deys(V) a partir de B, o ®p+ N(V), on va
s'intéresser a l'inclusion que 'on en déduit

B-I—

rig,

F F Dcris(v) C B+ F ®B1t N(V)

rig,

L’anneau B .. admet la théorie des diviseurs élémentaires, et on va calculer ces diviseurs

rig, F’

pour l'inclusion ci-dessus. Soient (A1), -+, (\g) les idéaux de B,

1ig # définis par

[Bji_g,F ®B; N(V) : B;'ii_g,F ®F Dcris(v)} = [)\13 Ty /\d]~

Proposition I1.3.1. — Il existe des entiers (3,,; tels que les idéauz (\;) sont engendrés
par A = 70 [T02 (" H(q) /p) .

Démonstration. — Dans I'inclusion B, , ®p Deis(V) € B, & ®pt N(V), les deux mo-
dules en question sont munis d'une action de I'p, telle que v € I'p agit par un isomor-
phisme. Ceci montre (par unicité des diviseurs élémentaires) que les idéaux (A;) et v(\;)
sont égaux, et le lemme 1.3.2 montre qu’il existe une suite d’entiers {3, ;}, telle que I'on

puisse prendre : \; = 7% [1°°, (0" 1(q) /p)Pmi. B

n=1

III. Propriétés du module de Wach

Lun des résultats clefs de cet article est le calcul des entiers (3, ; définis dans la pro-
position II.3.1 ci-dessus. On va voir que 3y, = 0 et que si n > 1, alors 3, ; est 'opposé
du j-eme poids de Hodge-Tate de V. C’est I'objet du paragraphe III.2 ci-dessous. Une
fois ce calcul effectué, on peut borner précisément I’annulateur du conoyau de I'inclusion
B* ®@p+ N(V) C BT ®q, V, ce qui sera crucial dans la suite.
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II1.1. Le module de Sen d’une représentation de Hodge-Tate. — Avant de
calculer les entiers (3, j, nous aurons besoin de comprendre assez précisément le module
de Sen associé a V. C’est 'objet des rappels et compléments qui se trouvent dans ce
paragraphe, dont le résultat principal est la proposition III.1.2.

Si V' est une représentation p-adique, on dit que V est de Hodge-Tate, a poids de Hodge-
Tate hy,-- -, hg, si I'on a une décomposition de C[Gp]-modules C ®q, V ~ @J_,C(h;).
On a un isomorphisme GrBgr =~ @;czC(j), ce qui fait que les représentations de de
Rham sont de Hodge-Tate et que les poids de Hodge-Tate sont les opposés des sauts
de la filtration. On dira qu'une représentation p-adique V est positive si ses poids de
Hodge-Tate sont < 0 (la définition du signe des poids de Hodge-Tate est malheureuse).

Quand V est une représentation de Hodge-Tate de G, on voit que ’on a une décomposition
(C®q, V)Hr ~ @?:1ﬁoo(hj) et on peut montrer (cf. [Sen80, theorem 3] par exemple)
que la réunion Dge, (V) = (C®q, V)i des sous Fy-espaces vectoriels de dimension finie
stables par I'p de (C ®q, V)77 est égale & ®}_, Fis(h;). Le F-espace vectoriel Dgen (V')
est muni d’une action résiduelle de ', et si v € I'p est un élément suffisamment proche
de 1, alors la série d’opérateurs log(7y)/log,(x (7)) converge vers un opérateur F.-linéaire
Vv : Dgen(V) — Dgen(V') qui ne dépend pas du choix de +, et qui est diagonalisable a
valeurs propres hy,--- , hg.

Nous aurons besoin dans la suite de comprendre « a un niveau fini » I'action de I'r sur
Dgen (V). Dans la suite de ce paragraphe, W dénote un F,.-espace vectoriel de dimension
finie, muni d’une action semi-linéaire de ['p, telle qu'un sous-groupe ouvert de I'p agit

sur une base de W par des puissances entieres du caractere cyclotomique (W sera destiné
a étre Dgen(V)).

Lemme II1.1.1. — 1[I existe une base de W sur laquelle I'r agit par des puissances

entieres du caractere cyclotomique.

Démonstration. — En regardant les espaces sur lesquels le sous-groupe ouvert de I'r agit
par une puissance donnée de y, et en tordant, on voit qu’il suffit de montrer que si I'on a

(X)

. : . . di
un F-espace vectoriel X muni d'une action finie de I'p, alors X ~ F5;™"’ en tant que

représentations de I'r, ce qui suit directement de « Hilbert 90 ». O
Posons I',, = Gal(Fi/Fy,).

Proposition II1.1.2. — Si l'on note W,, l’ensemble des sous-F,-espaces vectoriels de
dimension finie de W, stables par I'r et qui ont une base formée d’éléments sur lesquels
I, agit par des puissances entieres du caractere cyclotomique, alors W, a un plus grand
élément (pour Uinclusion) W,, qui est un F,,-espace vectoriel de dimension d et ’applica-

tion naturelle Foo @, W,, — W est un isomorphisme.
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Démonstration. — Commencons par montrer qu’un élément X de W,, est de dimension
< d. Si cela n’était pas le cas, il existerait e > d 4+ 1 éléments x; de W et des entiers
Ji tels que y(x;) = x(7)%z; et tels que X = &5, F,z;. Comme W est un F,.-espace
vectoriel de dimension d, il existe des \; € Fiy, tels que Y7 | \;z; = 0. On peut supposer
que la relation est minimale et (quitte & réordonner les ;) que A; # 0. En faisant agir
L, ona Yy i v(A)x(y)z; = 0 et la minimalité de la relation de départ implique que
YA = MAT X (7). Quand j; # 71, cela implique que A\; = 0 et quand j; = ji,
cela implique que A\;/\; € F,,. Ceci montre que les z; sont liés sur F,, et donc dans X.
On a donc bien dimp, X < d. On vient d’ailleurs de montrer que si x; est une base de
X € W, sur laquelle I',, agit par des puissances entieres du caractere cyclotomique, alors
les x; sont encore libres dans W.

Si X et Y sont deux éléments de W, on peut fixer deux bases x; et y; de X et Y sur
lesquelles T, agit par des puissances entieres du caractere cyclotomique. Le F), espace
vectoriel X + Y a une base extraite de {x;} U {y;,}, ce qui fait que X +Y € W,,.

Les arguments précédents montrent que W, est stable par somme et qu'un plus grand
élément est nécessairement de dimension < d. Dans le lemme III.1.1, on en a construit
un élément de dimension d ce qui fait que W, a un plus grand élément W, qui est de
dimension d. Enfin, on a vu plus haut que si x; est une base de X € W, sur F,,, sur
laquelle T',, agit par des puissances entieres du caractere cyclotomique, alors les x; sont
libres sur F, dans W. Cela revient a dire que l'application Fi,, ®p, W,, — W est injective.

Pour des raisons de dimension, c¢’est un isomorphisme. O

Définition II1.1.3. — SiV est une représentation de Hodge-Tate, alors on note D%, (V)

Sen

le sous-F,-espace vectoriel de Dg, (V') fourni par la proposition II1.1.2.

I11.2. Le module de Wach « évalué » en ¢ — 1. — L’objet de ce paragraphe est
de calculer les entiers 3, ; définis dans la proposition II.3.1, en utilisant les résultats du
paragraphe précédent. Soient V' une représentation cristalline positiveet 0 < ry < -+ <y
les opposés des poids de Hodge-Tate de V. Le résultat principal de ce paragraphe est la

proposition suivante :

Proposition II1.2.1. — Dans les notations de I1.3.1, on a By; = 0 et B,; = r; pour
tout n > 1.

Pour n = 0, c’est une conséquence du fait que I'p agit trivialement sur N(V')/7N(V).
Pour n > 1, il va falloir comprendre 'action de T',, = Gal(F,,/F},) sur N(V) /"1 (q)N(V),
ce qui est I'objet de la proposition II1.2.2 ci-dessous. Nous verrons que l'application
0 : Bt — C identifie (§ o o ™)N(V) au F,-espace vectoriel N(V)/o" 1 (q)N(V) et le
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point clef de ce paragraphe est que

(00" )N(V) = N(V)/¢" H(@)N(V) = D, (V),

Sen

ce que nous montrerons plus tard.

Dans toute la suite, on écrit Diag(ay, - - - ,aq) pour désigner la matrice d X d :

ai

Qq

Le point de départ est la proposition suivante :

Proposition IT1.2.2. — L’action de T, sur N(V)/p" 1 (q)N(V) est diagonale dans
une base convenable de ce I, -espace vectoriel et un élément v € '), agit dans cette base

par la matrice

Diag(x (7)1, -+, x(y)Pmd).

Démonstration. — Comme I'), est abélien, il suffit de montrer la proposition pour un
élément v, de I',, car une famille commutative d’endomorphismes diagonalisables est
codiagonalisable.

Si A = Diag(Ay, -+, \g), alors par la théorie des diviseurs élémentaires, il existe une
base de Deis(V) et une base de B, » ®pt N(V) telles que la matrice de passage de I'une
a lautre soit AM avec M € GL(d, B/j, r)-

Si GG, est la matrice de ~,, dans la base de B]I&F D N(V), alors G,v,(AM) = AM

ou encore
Gy =AM, (M7IATY) = AM, (M) D, AT

et donc A~'G,A = M~,(M~1)D, ou I'on a posé¢ D, = v,(A"1)A.

+

Ser)s on a la congruence My, (M~') = Id

Remarquons que, comme M € GL(d,B
mod ¢"1(q) (voir par exemple la remarque 1.3.1). De plus, D,, est une matrice diagonale

et comme
A =7%i (g /)™= ("N @) i,
olt 7, ; est inversible modulo ¢"~!(q), on voit que A\;/7,()\;) = x(V») P mod ¢"1(q).
Les coefficients du polynome caractéristique de G,, sont ceux de A~1G, A et sont donc
égaux modulo " !(q) & ceux de D,,. Pour montrer que I, agit par (D, mod ¢" '(q))

sur une base convenable de

N(V)/e" H@N(V) = (B, p @51 N(V))/¢" (),

il suffit donc de montrer que l'action de I',, est semi-simple, puisque les valeurs propres

(avec multiplicités) de G,, seront alors celles de la matrice (D,, mod ¢"!(q)).
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L’application 6 o ™" réalise une injection de V,, = N(V)/¢" 1 (¢)N(V) dans (C ®q,
V)HF ~ @?:lﬁoo(—rj) (o™ est injective car un élément de N (V') divisible par " *(q)
dans Bt ®q, V est divisible par ¢"*(q) dans D*(V) et donc dans N(V)). Notamment,
Vopérateur Vi (Vy + 1) -+ (Vy + 1) est nul sur V,,, et ce dernier espace est donc somme
directe des V,YV="J_ qui sont stables par T,,, et sur lesquels T, agit via le produit de y =7
par une représentation de I'), qui est triviale sur un sous-groupe ouvert. L’action de I',, est
donc semi-simple (’action d’un groupe abélien fini I’étant toujours). Les valeurs propres de

(D,, mod ¢""!(q)) étant dans le corps de base, I'action de T, est donc diagonalisable. []

Démonstration de la proposition I11.2.1. — La proposition précédente montre que 1’ap-
plication 6 o =" identifie N(V') /" !(¢)N(V') & un sous F,-espace vectoriel de Dge,(V),
stable sous I’action de I'r et tel que action de T',, sur N (V) /"1 (¢)N(V) est diagonale.
Par la proposition II1.1.2, ¢’est donc que N(V') /"1 (¢)N(V) € D&, (V) et un argument
de dimension montre que l'inclusion ci-dessus est une égalité, ce qui fait que 3,,; = r;
pour n > 1 (n’oublions pas que 1 < --- < 1y et que fB,1 < -+ < [,4 car les diviseurs

élémentaires sont ordonnés par divisibilité). O

IT1.3. Comparaison entre N(V') et V. — En utilisant la proposition I11.2.1 démontrée
ci-dessus, on va pouvoir démontrer I'un des principaux résultats techniques de cet article,

le théoréme I11.3.1 ci-dessous :

Théoréme II1.3.1. — Si T est un réseau d’une représentation cristalline positive V,
dont les opposés des poids de Hodge-Tate sont 0 <1y < --- <rqg=r, alors T AT ®z T C
AT ® Al N(T).

De plus, lidéal de AT engendré par le déterminant de l'inclusion naturelle A™* ®at
N(T) C A" ®z, T est (7" F7d),

Avant de montrer le théoreme ci-dessus, montrons un lemme qui sera utile ici et par

la suite.

Lemme II1.3.2. — Si M C D(T) est un Aj-module libre de rang d, stable par les
actions induites de ¢ et de U'p, tel que D(T) = Ap At M, alors

(A+ ®A} M) ﬂpn(A+ Xz, T) = pn(A+ ®A; M)

Démonstration. — Si {m;}1<i<q est une base de M sur A}, alors c’est aussi une base de
D(T') sur Ap, et donc de A ®4, D(T) = A ®z, T sur A.
Si lon écrit z € (A™ Rat M)Np"(A* ®z, T') selon la base m; comme z = Z?:o Ty,

alors on voit que z; € p"A. Le lemme résulte alors de ce que p"A N AT =p"AT. [
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Pour une version un peu plus générale de ce lemme, voir la démonstration du corollaire
IV.2.3 ci-dessous.

Démonstration du théoréme II1.3.1. — Etant donné que Bt = A*[1/p], le lemme I11.3.2
montre que
AT ®z, T C AT Oat N(T)
si et seulement si
mBY ®q, V C B D N(V).
Nous allons tout d’abord montrer que N(V')/¢@*N(V') est tué par ¢". Rappelons que
I'on a montré que

t T1 t Td
[B;irg,F ®B; N(V): BIg,F ®F Dais(V)] = {(_) 7 (‘) } .

T T
Il est clair que 'on a * (BIgF ®p Dais(V)) = Bjig,F ®p Deris(V), et comme une base de
N(V) sur Bj. est une base de B, » @+ N(V) sur B,

N(V)) = ¢ """ & une unité pres. D’autre part, si z € N(V), alors

(t/m)"x € By 1 ®r Des(V) € ¢" (B, @ N(V))

F on a donc detgt (¢ : N(V) —

ce qui fait que, comme pged(g™t T (/7)) = ¢", on a ¢"x € ¢*N(V). Ceci montre
donc que N(V)/@*N(V) est tué par ¢".

Si M € M(d,B") est la matrice d'une base de N(V') dans une base de V, et si P €
M(d, B}.) est la matrice de ¢ dans cette base de N(V), alors on a ¢(M) = MP et donc
o(r" M) = (¢"P7Y) (7" M1). Le fait que N(V)/p*N(V) est tué par ¢" revient & dire
que ¢"P~! € M(d, B}.), et le corollaire 1.4.3 (le résultat de régularisation par le Frobenius)

ci-dessus montre qu’alors 7" M1 € M(d, B*), ce qui implique bien que
Bt ®Q, vV cB" ®B; N(V)

Enfin, on voit que ¢(det M)/(det M) = det P = ¢"++74y olt u est une unité de A}
ce qui fait que 'idéal de AT engendré par det M est (n"1+ 7). ]

Corollaire II1.3.3. — Si T est un réseau d’une représentation cristalline V', dont les
poids de Hodge-Tate sont dans [a;b], alors m" At ®z T C A" R4t D(T).

Remarque II1.3.4. — Le résultat précédent est proche d’étre optimal. On peut par
exemple montrer que B* ®q, V = B* ®p: D™ (V) si et seulement si la restriction de V'

a Hr est non ramifiée.

Remarque II1.3.5. — Le lien entre N(V') et D' (V') n’est pas toujours évident. Si V' est
une représentation cristalline de dimension 2, de poids 0 et r» < 0, alors N(V) = D" (V)

a moins que 'on ait V=V, ® Vs et r < 0.
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IIT.4. Représentations cristallines et ¢-modules filtrés. — Nous allons main-
tenant montrer que si 'on étend un peu la définition d'un module de Wach, le fonc-
teur T — N(T') devient une équivalence de catégories, entre la catégorie des réseaux de

représentations cristallines de G, et la catégorie des modules de Wach.

Définition III1.4.1. — Si b > a € Z, alors un module de Wach a poids dans [a; b] est
un Aj-module ou un Bf-module N libre de rang d, muni d’'une action de T'z telle que
ce groupe agit trivialement sur N/7 N, et muni d’un Frobenius ¢ : N[1/7] — N[1/¢(7)]
commutant a action de Tz, tel que p(7N) C 7°N et tel que 7°N/p*(7°N) est tué par
¢*=¢ (rappelons que q = ¢(7)/7).

Si T est un réseau d’'une représentation cristalline V' a poids de Hodge-Tate dans [a; b],
alors N(T') = 77°N(T(—b)) est un module de Wach & poids dans |[a; b).

Proposition I11.4.2. — Le foncteur V +— N(V') est une équivalence de catégories entre
la catégorie des représentations cristallines de G, et la catégorie des modules de Wach
sur B, compatible a toutes les opérations habituelles (®, dualité et suites exactes).

De plus, pour une représentation cristalline donnée V', l'application T — N(T') induit
une bijection respectant linclusion entre les réseauz de V' et les modules de Wach sur A},

contenus dans N(V) et qui en sont un Af.-réseau.

Démonstration. — On vérifie facilement que si 7" et T'(—1) sont des réseaux de représentations
cristallines positives, alors N(T) = 77 !IN(T'(—1)) ce qui fait que le foncteur N(-) est bien
défini (il ne dépend pas du choix de b tel que N(T) = 7 *N(T(-b))).

Sion se donne V', alors on peut récupérer V a partir de N(V) car D(V)) ~ Bp@g+ N(V),
ce qui fait que le foncteur N(-) admet un quasi-inverse N +— (B ®pt N )#=1. Toutes les

affirmations de la proposition suivent alors de cela et des définitions. O

Remarque II1.4}.3. — Si U C T sont deux réseaux d’une représentation cristalline
V, tels que T/U = @®Z,/p*, je ne sais pas si N(T)/N(U) = @A} /p™. Cest bien sir
« presque » vrai au sens des Ajf-modules. Si c¢’était vrai, cela simplifierait certains des

calculs a venir.

La proposition I1.2.1 ci-dessus montre comment on peut retrouver le p-module D i5(V)
a partir de N(V'). Nous allons maintenant donner une recette différente (le théoreme
I11.4.4 ci-dessous, cf. [Fon91, §B.2.3]), qui permet de retrouver le ¢-module filtré D (V)
a partir de N(V).
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Théoréme III1.4.4. — Si 'V est une représentation cristalline positive de G, et si on
munit N(V') de la filtration

Fill N(V) = {2 € N(V), ¢(z) € ¢N(V)},

alors Uapplication naturelle X : Deis(V) — N(V)/aN(V) que Uon déduit de l'inclusion
D.is(V) C B,

vg.r ®pt N(V) est un isomorphisme de o-modules filtrés.

Démonstration. — Commencons par montrer que 'application A est bijective. Pour des
raisons de dimension, il suffit de montrer que A est injective, et il suffit donc de montrer
que 7B, & ®pt N(V) N Duis(V) = {0}. On va montrer par récurrence que pour tout
j =1 onanBj, p®gs N(V)NDeis(V) C 7B, p ®p4 N(V), ce qui implique tout de
suite que WB;EgF Dp+ N(V)NDeis(V) = {0}. Sij > 1et z € Duis(V), alors y(z) =«
tandis que si z € 7B}, & ®pi N(V), alors y(z) — x 7 (y)z € @/ T'Bf, & D N(V), et
donc si v € TBJ, p @1 N(V) N Deyis(V), alors z € 7/7B, p @+ N(V).

Il est clair que l'application A est un isomorphisme de p-modules, et il reste donc
a comparer les filtrations. Rappelons que Fil' Des(V) = Fil' Dgr (V) N Deis (V) et que
comme on suppose que V est positive, on a en fait Des(V) = (B, ®q, V)9 =
(B, ®q, V)" et que Fil' Doyys(V) = (Fil' B, ®q, V). Enfin, Fil' Bf, = Fil' B}, n

rig max
B[, = (7/m)'Bf.. N B, et un élément de B, est divisible par 7/m dans B, si et
seulement s’il ’est dans B;Eg, ce qui fait que = € FilZ(B;Eg) si et seulement si p(z) € quIg
(rappelons que ¢ = (7 /m)).

On en déduit que si z € Fili(ﬁﬁg

®q, V)¢, alors son image dans B[, ; ®p N(V)
vérifie
QD(I) S (ngj;g ®Qp V) N (B:i_g,F ®Blﬁ N(V)) = qu:i_g,F ®B; N(V)

En eﬂ%t, B*[l/7]®q,V = B*[1/n] ®B;N(‘i) par le théoreme I11.3.1 et donc ]A?;;gg[l/w]@)Qp
V= Bi{g[l/ﬁ] ®B;N(V)a ce qui fait que QZ(B;Eg ®q, V>ﬂ<B1J'Eg,F ®B;:N(V)) = qZBjig,F ®B;:
N(V).

Ceci montre que I'image de Fil* Ds(V) par A est bien incluse dans Fil'(N(V) /7N(V)).
Réciproquement, siy € Deis(V) C B$g7F®B;N(V) a la propriété que p(y) € qu§g7F®B;

N(V), alors o(y) € ¢'(B: ®q, V) et donc y € Fil' Deys(V). O

rig

Corollaire II1.4.5. — Si V est une représentation cristalline de G, et si on munit
N(V) de la filtration Fi' N(V) = {z € N(V), p(z) € ¢!N(V)}, alors on a un isomor-
phisme de @-modules filtrés De;is(V) ~ N(V)/7N(V).

Démonstration. — Si V n’est pas positive, il suffit d’appliquer le théoreme 111.4.4 & V' (—b)

pour b assez grand. O
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IV. Représentations de torsion

Dans ce chapitre, on va utiliser le théoreme I11.3.1 pour montrer le résultat central
de cet article, le théoreme IV.2.1 (sur les limites de représentations cristallines). Avant
cela, nous allons montrer comment varie N(7) quand 7" varie : c¢’est I'objet du premier

paragraphe.

IV.1. Continuité du module de Wach. — Dans ce paragraphe, nous allons donc
montrer que si deux réseaux de deux représentations cristallines sont « proches », alors les
modules de Wach associés sont « proches ». C’est 'objet du théoreme IV.1.1 ci-dessous.

Sir > 1, on pose a(r) = infier, D07 vp(x(7)? — 1). Par exemple, si r < p — 2, alors

a(r) = 0 et plus généralement si p # 2, alors on a :

olr) = {pilJ i Lﬂ(pr— 1)J i Lﬂ(pr— 1)J s P(pf;l)?J '

Théoréme IV.1.1. — SiT) etT, sont deux réseaux de deux représentations cristallines
Vi et Vo a poids de Hodge-Tate dans [—r;0], et si n > «a(r) est tel que Ty /p™ = Ty /p",
alors N(Ty) et N(Ty) ont méme image dans (AT /p"~") g T;)Hr,

Remarquons que comme 7} /p* = Ty /p™, le module A+ /pn=e(") ®z,T; ne dépend pas de
1 =1,2. Avant de démontrer le théoreme, nous aurons besoin de borner, pour un réseau

T d’une représentation cristalline, le conoyau de I'application
N(T) — (A*/p" @g, T)1".

On peut donner une formulation (et une démonstration) cohomologique du résultat ci-

dessous, mais nous avons préféré garder la version naive.

Lemme IV.1.2. — SiT est une Z,-représentation cristalline positive de G, et r € N
est tel que 7 AT @z, T C AT @54 N(T), alors Iimage de N(T') dans (A /p" ®q, T)Hr
contient " (A1 /p" @z, T)r.

Remarquons qu’on peut montrer un résultat plus général (cf. corollaire 1V.2.3).
Démonstration. — Soit 3 € (A1 /p" ®z, T)", que l'on releve en B € AT ®z, T. Pour
tout h € Hp, on a h(g) ~Be P"(AT ®z, T). On a aussi B e At R4t N(T), et donc

W) — 7B € " (AY @g, T) N A¥ @, N(T) € p"A* @, N(T),
par le lemme II1.3.2 appliqué & M = N(T'). Ceci implique que si I'on écrit WTB selon une
base de N(T) comme ceci : 773 = Y yiod € AT ®a+ N(T), alors h(y;) —yi € prAT.
Comme A} — (AT /p")Hr est surjective, c’est que y; € AL + p"A™, et donc que WTB\ €
N(T) + p"A™* N N(T). Cela implique que 7" est dans I'image de N(7") pour tout
B e (AT/p" @z, T)r. O
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Etant donnés le lemme IV.1.2 et le théoreme I11.3.1, il est clair que le théoreme 1V.1.1

est une conséquence immédiate de la proposition suivante :

Proposition IV.1.3. — Si T est un réseau d’une représentation cristalline V- dont les
poids de Hodge-Tate sont dans [—r;0] et si on se donne deux sous-A}./p"-modules Ny et
Ny libres de rang d de (A" /p" @z, TYHr qui sont stables sous l'action de T'p, tels que
(AT /p" @y, T)YHr C Nj et tels que laction de T est triviale sur N;/7N;, alors Ni = Ny
mod p"~(")

Démonstration. — Par symétrie, il suffit de montrer que Ny C No mod p" ). Si v €

I'r, on va montrer par récurrence sur ¢ < r que
i—1

Wr_iH(X(’y)r_j —1)N; C Ns.

§=0
Quand ¢ = 0, cela revient a 7" Ny C Ny ce qui est vrai par hypothese. Supposons le

résultat vrai pour ¢, et choisissons x € N;. Par hypothese de récurrence, on a
i1

z=n"" H(X('y)’"_j — 1)z € N,.

J=0

D’une part, on a (7 — 1)z € mNy. D’autre part, on a :

(y=1Dz=(-1) (W’"‘i ﬁ(x(v)“j - 1)@“)

J=0

= (@) =7"7) l:[(x(v)“j — Dz +A(7" ) (y = 1) (f[(x(v)” - 1)@“)

j=0 =0
Comme (y — 1)z € Ny, 'hypothese de récurrence montre que le deuxiéme terme de la
somme ci-dessus est dans 7Ny, Comme (7—1)z € 7Ny, on en déduit que le premier terme
de la somme ci-dessus est aussi dans 7N, Le fait que (y—1)7" " = (x(7)" = D)7 (1 +

7 -+ ) implique alors que

o [x() 7 = D € 7N,

=0
et donc que 7" 1 H;ZO(X(v)”*j — 1)z € N,y (on travaille daps des anneaux sans -
torsion). Comme c’est vrai pour tout x € Ny, on a bien 7"~ [T'_;(x(7)" 7/ —=1)N1 C Na.
On peut maintenant appliquer ce résultat avec i = r, et 7y tel que a(r) = Z;Zl vp(x(v)7—
1), et on trouve que p*™ N; C N,. Rappelons que par hypothese, on a aussi 7" N; C Ny,

ce qui fait que si I’on choisit € Ny et qu’on I’écrit selon une base de Ny, x = Z?:1

L1025,
alors on a x; € W‘“A;/p” et on peut donc écrire z; = x_, ;7" + :c,,nﬂ,jw_r“ + .- avec
z; € Op/p™. Enfin, le fait que p*™N; C N, implique que p*™x_;,; = 0si b > 1, et

donc que z_p; € p" " Op si h > 1. Cela implique que N; C Ny mod p"~ (). O]
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IV.2. Limites de représentations cristallines. — L’objet de ce paragraphe est la
démonstration du théoreme IV.2.1 ci-dessous, le résultat central de cet article : une limite
de sous-quotients de représentations cristallines a poids de Hodge-Tate dans [a; b] est elle-

méme cristalline a poids de Hodge-Tate dans [a; b].

Théoréme IV.2.1. — Si T est un réseau d’une représentation p-adique V de Gg, et
s'il existe b > a € Z et deux suites {U;}; et {T;}; de réseauz de représentations V; de
Gr, cristallines a poids de Hodge-Tate dans [a;b] et vérifiant T/p' ~ T;/U;, alors V est
cristalline a poids de Hodge-Tate dans [a; b].

Avant de montrer ce théoreme, nous aurons besoin d’établir quelques résultats tech-

niques. La proposition ci-dessous et son corollaire généralisent les calculs effectués dans
le lemme IV.1.2.

Proposition IV.2.2. — Si V est une représentation cristalline positive de Gg, si U C
T sont deuz réseaux de V', et si x € AT N N(T) est tel que pour tout h € Hp on ait
h(z) —z € A* ®at N(U), alors x € N(T) + At ®az N(U).

Démonstration. — Nous allons d’abord montrer que 'on peut se ramener au cas ou 7'/U
est tué par p. Pour cela, supposons que la proposition est vraie dans ce cas et posons
Ty, = p*T+U. On voit que Ty = T, que Ty = U si k > 0, et que Ty /Ty11 est tué par p. Si
T, € AT Rat N(T}) est tel que pour tout h € Hp on ait h(xy) —x, € AT Rat N(Tk11),
alors la proposition implique que z; € N(T;) + AT ® AF N(Tj41). On peut donc écrire
Ty = Y + Tpr1 avec yp € N(T) et 2y € AT R4t N(Tj41). Si Pon commence avec
ro = x et que 'on applique le raisonnement précédent pour £k = 0,1,---, on en déduit
finalement que z € N(T') + A* ®a+ N(U).

Il ne reste donc plus qu’a montrer la proposition sous ’hypothese supplémentaire que
T /U est tué par p, ce que 'on suppose a partir de maintenant. Nous allons d’abord établir
que N(T')/N(U) est sans m-torsion. Si ce n’était pas le cas, il existerait y dans N(7") et
n > 1 tels que 7"y € N(U), ce qui fait que y € D(U) (puisque 7 est inversible dans
Ar). Comme N(U) = N(T) n D(U), on voit que y € N(U) et donc que N(T')/N(U)
est bien sans m-torsion. Comme N(7")/IN(U) est tué par p et sans m-torsion, c’est un
E} = kp[[r]]-module sans torsion et il est donc libre. Pour calculer son rang, il suffit de
le tensoriser par Ep = kp((7)) et on trouve qu'il est de rang s = dimg, (7/U).

Montrons quil existe une base ni,---,ng de N(T) (ot d = dimgq,(V)) telle que

PN, -, PN, Ngyq, -+ , Mg est une base de N(U). Pour voir cela, on écrit la suite exacte

0— N(U)— N(T) — (Ef)* — 0,
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et on la multiplie par 7. Le lemme du serpent nous donne une suite exacte
(Ef)*[r] =0 — N(U)/m — N(T')/m — (Ep)*/m — 0.

Comme A} /m = Op et que ce dernier anneau est principal, la théorie des diviseurs
élémentaires montre qu’il existe une base 7, -,y de N(T')/7 telle que pny, - - - , pn,
Tis41,- - , Mg est une base de N(U)/7 et on conclut par le lemme de Nakayama.

On peut maintenant terminer la démonstration. Si © € A"t ® Al N(T) est tel que
pour tout h € Hp on ait h(x) —x € AT ®a+ N(U), alors on a z = S an et
hz) —x = 0 (h(z;) — x:)n; ce qui fait que p divise h(z;) — z; pour i = 1,--- 5.
Comme Dapplication naturelle AL /p — (AT/p)H¥ est un isomorphisme, on voit que
r; € AL +pAt pouri=1,--- s et donc que z € N(T)+ A*T N N(U), ce qu’il fallait

démontrer. O

Corollaire IV.2.3. — Sous les hypothéses de la proposition IV.2.2 ci-dessus, si V a
ses poids dans [—r;0], alors Uimage de Uapplication naturelle N(T) — (AT @, T/U)Hr
contient 7" (AY ®z, T/U)Hr.

Démonstration. — Siy € 7" (At ®z, T/U)"r, alors on peut le relever en y € 7" AT @z, T
et par le théoréeme I11.3.1, on voit que y € A™ Rat N(T'). D’autre part, pour tout h € Hp
'image de h(y) —y dans A" ®z T'/U est nulle. Nous montrerons que cela implique que
h(y) —y € AT Oat N(U). Si l'on suppose cela pour 'instant, alors la proposition IV.2.2
implique que y € N(T) + A* R4t N(U) et donc que I'on peut écrire y = yo + z avec
Yo € N(T) et z € AT ®,+ N(U). 1l est clair que I'image de yo dans (A* ®g, T/U)HF est
7.

Il reste donc & montrer que le noyau de I'application naturelle de AT ® AF N(T) dans
AT ®z, T/U est AT ®,+ N(U), c’est-a-dire que

(AT @, N(T) N (A" @2, U) = A” @5 N(U).

Par dévissage, on se rameéne au cas ou T'//U est tué par p (plus précisément, sil’on sait faire
le cas ot T/U est tué par p, alors on I'applique successivement aux réseaux T}, = p*T +U
comme dans la preuve de la proposition précédente) et on a vu dans la démonstration
de la proposition 1V.2.2 qu’il existe dans ce cas une base ny,--- ,ng de N(T) telle que
PN,y PRy Mg, - -+, Ng est une base de N(U).

Pour z € A* ®at N(T), écrivons x = Zf.l:l z;n;. Si I'on suppose que z € AT ®z, U,
alors © € AT[1/7] ® ax N(U) et donc p divise z; dans A*[1/7] et comme un élément de
A" divisible par p dans A™[1/7] est divisible par p dans A", on voit que z € AT ® A%
N(U). m

On peut maintenant montrer le théoreme IV.2.1.
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Démonstration du théoréeme IV.2.1. — Si 'on applique le corollaire IV.2.3 aux réseaux
Uirj+ p'Tivj et Tiyj (avec i,5 > 0) de la représentation Viy;, on trouve que l'image de
Papplication naturelle N(7j4;) — (AT ®z, T/p")F contient 7" (AT ®z, T/p')"r. Si l'on
pose
N; = Nj55Im (N(Ty5) — (A" @z, T/p")"F),

on voit donc que N; est un sous-Af/p-module de (A" ®z, T/p')"* qui contient un
A7 /p-module libre de rang d = rgzp(T). Par ailleurs, N; est stable par ¢ et par I'g,
et siy € I'p et x € Ny, alors (v — 1)z € wN;. 1l est de plus clair que I'application
Nii 1 — N; est surjective, ce qui fait que N = ly_nl N; s’identifie & un sous A}—module de
D(T) = liﬂliD(T/pi) qui est stable par ¢ et par I'r, et tel que siy € I'r et x € N, alors
(y—1)z € 7N. On voit enfin que B}, At N est de rang d, puisque N se surjecte sur NV,
qui est un Ef-module libre de rang d, et qu’il a les mémes propriétés que N vis & vis de ¢
et de I'r. Par la proposition I1.1.4, ¢’est donc que V' est cristalline. Enfin, N;/¢*N; est tué
par ¢" ce qui fait qu’il en est de méme pour N. On en déduit d'une part que N = N(V)
et d’autre part, puisque p(N) C N et que ¢ N C ¢*N, que les poids de Hodge-Tate de
V sont dans [—7;0]. O

Remarque IV.2.4. — Le lecteur est en droit de se demander pourquoi on n’applique
pas la méme méthode que dans la démonstration du théoreme IV.1.1. On voit que I'image
de N(T;4;) dans (AT @z, T/p")* s’identifiec & N(T;1;)/N(Usy; + p'Ti;) et est suffisam-
ment grosse ce qui devrait montrer qu’elle est indépendante de j > 0 par la proposition
IV.1.3. Le probleme est que je ne sais pas montrer que N(T;;)/N(U;y; + p'Ti4;) est
libre (voir a ce sujet la remarque I11.4.3) et on ne peut donc pas appliquer les mémes

arguments, il faut se contenter d'un résultat un peu moins fort (la construction de NN;).

IV.3. Comparaison entre DT (T/p™) et D" (T)/p". — Pour terminer ce chapitre,
nous donnons une démonstration du fait que si T" est un réseau d’une représentation de
hauteur finie, alors D*(T) ~ lim (A™/p" ®g, T)Hr. Ce résultat (la proposition IV.3.1

ci-dessous) ne sera pas utilisé dans cet article.
Proposition IV.3.1. — Si T est un réseau d’une représentation de hauteur finie de
G, et s'il eziste A # 0 € AL tel que \A'T ®z, T C A" N D*(T), alors

(1) Vimage de D*(T) dans (A" /p" ®z, T)"F contient \(A™/p" &z, T)"r ;

(2) DHT) ~lim (A*/p" @z, T)"" ;

Démonstration. — Commengcons par montrer le (1). Soit § € (AT /p" ®z, T)"*, que I'on
releve en 3 € AT ®z, T'. Pour tout h € Hp, on a hB) — B € p(A* ®z, T'). On a aussi
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MG e AT ®4a1 DT(T), et done
h(AB) = AB € p"(A* @z, T)N A ®a: DT(T) C p"AT ®,4 DT(T),

par le lemme I11.3.2 appliqué & M = D*(T). Ceci implique que si I'on écrit )\B selon une
base de D*(T) comme ceci : AB =S y; ®d; € A* ®as D*(T), alors h(y;) —y; € p"A™.
Comme A} — (AT /p")Hr est surjective, c’est que y; € A} + p"A™T, et donc que )\B €
DH(T) +p"A™ Oat D*(T). Cela montre le (1).

Montrons le (2) : soit {8,} une suite de lim (A*/p" ®g, T)Hr . Tl existe une suite ay,
de DT(T) telle que 'image de «, est A\3,. Cela implique que la suite o, converge pour
la topologie p-adique vers a € DT (T) tel que 'image de a est Af3,,. On peut écrire, dans
At @z, T, a = Az, + p"yp (00 2, € AT ®z, T releve 3,), et la suite x,, converge vers
un élément x de A" ®z, T tel que o = Az. Ceci fait que a € D*(T') a ses coordonnées
divisibles par A et donc que « est divisible par A dans D™(T); aA™! s’envoie alors sur
{B,}, ce qui montre le (2). O

Remarque IV.3.2. — On a déja vu que si T' est un réseau d’une représentation cris-
talline V' & poids de Hodge-Tate dans [a;b], alors on peut prendre A\ = 7%~ Plus
généralement, si T est un réseau d’une représentation de hauteur finie de G, et si k
est un corps fini, alors il existe A # 0 € Af tel que NAT ®z T C AT NS DH(T).

V. Les réseaux des représentations cristallines

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser de nouveau a la construction 7' +— N(T),
et a l'interprétation de N(7")/7IN(T') en tant que réseau de D,5(V).

V.1. Leréseau D,s(T) de D,;s(V). — Si T est un réseau de V', alors I'image de N(7")
dans Dg,;s(V) par 'isomorphisme De,s(V) = N(V)/7IN(V) en est un réseau canonique-
ment défini, et nous montrons que le déterminant de I'isomorphisme de comparaison entre
V et Deis(V), calculé dans des bases de T et de ce réseau, est le produit d’une puissance

de t par une unité.

Définition V.1.1. — Si T est un réseau de V, alors on appelle D;5(7) I'image de
N(T) dans D;s(V) par 'isomorphisme Dg,5(V) = N(V)/7N(V).

Proposition V.1.2. — Si T est un réseau d’une représentation cristalline V' dont les
opposés des poids de Hodge-Tate sont ry,--- 14, alors Deis(T) est un Op-réseau de
D..is(V) (stable par ¢ siles r; sont > 0) et le déterminant de l’isomorphisme de compa-

rQLSON

Bmax ®Qp V>~ Bmax QF Dcris(v)a
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calculé dans des bases de T' et de Deis(T'), appartient a t™ +traW (k)*.

Démonstration. — En tordant, on se ramene au cas ou V est positive (c’est-a-dire que
r; > 0). Tout d’abord, le théoréeme II1.3.1 montre que 'idéal de A™ engendré par le
déterminant de I'inclusion A™ @4+ N(T') C AT @z, T est (7" +777), et donc que si 'on
choisit des bases de T et de N(7'), alors le déterminant de l'inclusion ci-dessus, calculé
dans ces bases, appartient a 7™ e (AT)*,

Ensuite, rappelons que Dgi(V) = (B

rig,

D..is(V) s’identifie & 'ensemble des x € (B;E&F

F @ax N(T))'r, et donc que Deis(T) C
®A;N(T))FF tels que z(0) € N(T')/7IN(T).

Si l’on choisit une base de N(T) et une base de D.;s(7), alors le déterminant de 'inclusion

_l’_
Brig,

calculé dans ces bases va étre égal & (t/m) " fy(7) ou fo(m) € (BF)* et fo(0) € O
C’est donc que fo(m) € (Af)*.

On voit donc que le déterminant de ’isomorphisme de comparaison

F ®OF Dcris(T) C B+ F ®A; N(T)

rig,

Bmax ®Qp V ~ Bmax ®F Dcris<v)7

calculé dans des bases de T et de Dgs(T), appartient a " +7¢(A*)*. Comme V
est cristalline, il appartient aussi a "+ *7a(W (k)[1/p])*. C’est donc qu'il appartient
3 tr1+~~~+7’dW(E)*. [

Pour une application de ce résultat aux nombres de Tamagawa des représentations
cristallines, voir [BB03].

Remarque V.1.3. — Le théoreme [CF00, théoreme A] de Colmez et Fontaine montre
que le foncteur V' — Dgs(V) est une équivalence de catégories de la catégorie des
représentations cristallines de G vers la catégorie des ¢-modules filtrés admissibles sur
F.

Si 'on se fixe une représentation cristalline V' de G, alors le foncteur T' +— Dys(T)
associe & tout réseau galoisien de V' un Op-réseau de Dg;s(V) et ce foncteur respecte
I'inclusion. On peut de plus montrer que Dis(71) = Deris(72) si et seulement si 7 = Ts.
Dans le paragraphe suivant, nous verrons comment caractériser I'image de ce foncteur
si la longueur de la filtration est < p — 1 (il s’agit d’une reformulation de la théorie de
Fontaine et Laffaille; on obtient tous les réseaux fortement divisibles de Des(V)). En

général, je ne sais pas quels réseaux de D,;s(V) on obtient.

V.2. Lien avec la théorie de Fontaine-Laffaille. — L’objet de ce paragraphe est de
donner une nouvelle démonstration de certains des résultats de « Fontaine-Laffaille », dans

lesprit de [Wa97, §3.2]. Il s’agit de la correspondance entre réseaux de représentations
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cristallines et réseaux fortement divisibles de D;s(V'), quand la longueur de la filtration
sur Deis(V) est <p— 1.
Rappelons (cf. [FL82, §7.7] ou [Laf80, §3.1]) qu'un réseau M de Dgs(V) est dit
fortement divisible si
Y pp(Fil M) = M,
i€Z
et (cf. [FL82, §7.8] ou [Laf80, théoreme 3.2]) que comme la filtration sur De;s(V)

est « faiblement admissible », le réseau M est fortement divisible si et seulement si
S iez P p(Fil' M) C M.

Proposition V.2.1. — Si T est un réseau d’une représentation cristalline positive V',
dont les poids de Hodge-Tate sont dans [a — (p — 1);a] pour un entier a € Z, alors
M = Dis(T) est un réseau fortement divisible de D is(V').

Démonstration. — C’est un résultat de Wach (cf. [Wa97, théoreme 3|). Donnons-en une
démonstration rédigée un peu différemment. En tordant, on se ramene au cas ot a = 0.

Soient Fil}. et Fili, les filtrations de M induites par celles de N(7') et N(V) (i.e. pour
U=T,VetazecM,onaxc Fil, si et seulement si il existe 7 € Fil' N(U) dont I'image
modulo 7 est x). Il est clair que Fill, M C Fili, M.

Comme ¢ = p mod 7, on a @(Fily, M) C p'M et donc on a Y, _, p~'p(Fily, M) C M,
et tout revient donc & voir que la filtration Fil}. coincide sur M avec la filtration Fili,.
Remarquons que ce résultat est faux en général si la longueur de la filtration est > p.

Nous allons donc montrer que Fili, M C Fil}. M (I'autre inclusion est triviale), pour
1<i<p—1(sii>p,alors Fil;, M = 0).

Si v est un élément de I' tel que x(7)' # 1 mod p pour 1 <i < p—2 (si p = 2, cette

condition est vide), posons T1(y) =1 et

Ti(v) = (1= x() "0 = x(y)2y)--- (1 — X(,Y)—(i—l),y)‘

Si Z € N(T)/7N(T) est dans Fil,, N(T)/7N(T), c’est donc qu'il est 'image modulo 7
dun x € N(V) tel que ¢(z) € ¢!N(V), et tel que I'on puisse écrire x = g + Ty, avec
o € N(T) et y; € N(V). On a Tj(v)x = T;(y)zo + 7'y; avec y; € N(V). Comme T;(y)x €
Fil' N(V), et comme on a aussi 7'y; € Fil' N(V), on a donc Tj(7)zo € Fil' N(V)NN(T) =
Fil' N(T), ce qui fait que T;(y)Z € Fil) M. Si i < p — 1, alors Tj(7y) agit par une unité
p-adique sur M et donc on a bien T € Filff M. O

Remarque V.2.2. — Si la longueur de la filtration est > p, je ne sais pas quels sont

les réseaux de Dis(V') qui sont de la forme D5(7).
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Nous allons maintenant montrer comment reconstruire 1" a partir de M. Ce résultat
se trouve dans [FL82, proposition 7.17] et [Wa97, §3.2], mais nous en donnons une
démonstration différente, qui consiste a reconstruire N(7") a partir de M = Dq5(T).

Si M est un réseau fortement divisible de Dg;s(V), et si on en choisit une base
adaptée a la filtration, alors la matrice de ¢ dans cette base peut s’écrire AgF, avec
Py, = Diag(p™,---,p™) et Ay € GL(d,OF), ou les r; sont les opposés des poids de
Hodge-Tate de V. Pour construire un module de Wach N il suffit de construire un Fro-
benius ¢ et une action de I'r sur (Af)4. Si la matrice de ¢ est de la forme P = AQ avec
Q = Diag(q™,--- ,q"?) et A € GL(d, A}) telle que (A mod m) = Ay, alors un petit cal-
cul montre que N/7IN = M en tant que p-modules filtrés. Tout le probleme est alors de
construire une matrice G = G(7), donnant I’action de v € ['g, telle que Gy(P) = Pp(G).
En général ce n’est pas possible, mais dans certains cas on peut le faire, si 'on choisit
judicieusement la matrice A qui releve Ag. Quand la longueur de la filtration est < p—1,

on trouve le résultat suivant :

Proposition V.2.3. — Si M est un réseau fortement divisible d’un p-module filtré D
(nécessairement faiblement admissible) a poids de Hodge-Tate dans [a—(p—1);al, tel que
soit D n’a pas de partie de pente —a, soit D n’a pas de partie de pente —a+(p—1), alors il
existe une représentation cristalline V de G et un réseau T de V tels que Dis(V) = D
et Deis(T) = M.

Démonstration. — Encore une fois, on se ramene au cas a = 0 en tordant, ce qui fait
que si ry < -+ < rg sont les opposés des poids de Hodge-Tate de V', alors p—1>1r; > 0
et dans une base de M adaptée a la filtration, la matrice de ¢ est égale a AygF, ou
Py = Diag(p™,---,p™) et Ay € GL(d, Or). Comme on I’a dit plus haut, le probleme est
de relever convenablement cette matrice dans M(d, A}L).

Commengons par remarquer que si p = (p/(¢ — 7P~')) € A}, alors u est inversible

dans AJ},C, et que pour tout s > 0, on a u’¢® = p°* mod 7P~L. On pose
P = AO Diag(thu’rla e 7q7‘d/1/7“d)7

ce qui fait que P est une matrice a coefficients dans A}, égale modulo 77! & la matrice
de ¢ sur M. Comme on I'a dit plus haut, si on appelle N le Af-module libre de rang
d muni du Frobenius donné par la matrice P, alors N/7N = M en tant que p-modules
filtrés et pour terminer la preuve, il suffit de trouver une action de I'r compatible a ce
Frobenius. On pose alors T' = (A Oat N)#=! et on vérifie que V = Q, ®z, T est une
représentation p-adique de G dont le (¢, I')-module contient N ce qui fait que V' est
cristalline et que D¢,is(V) = D puisque N(T')/7IN(T") = M.



32 LAURENT BERGER

Pour terminer la preuve, il suffit donc de construire pour v € I'p une matrice H = H.,, €
M(d, A}) telle que si l'on pose G., = Id +7P~'H,, alors G.,y(P) = Py(G.). Remarquons
que si v € Tp, alors Py(P™') € Id+aP"'M(d, A}). On écrit Py(P™') = Id+#P~1Q.
L’équation G,y(P) = Pyp(G.,) est équivalente a :
Py(PY)—1d

mp—1 N

H — Pop(H)g" 'y(P7Y) = Q.

Posons Q(X) = Pp(X)g?1y(P~1). 1l suffit donc de montrer que I'application X
X —Q(X) de M(d, A}) dans lui-méme est surjective. Il est clair que si Y € 7 M(d, A}),
alors la série

Y4+QY)+ (QoQ)(Y)+---

converge vers X € wM(d, A}) tel que X — Po(X)g?~ty(P~!) = Y. 1l suffit donc de
montrer que 'application X — X — AgPyo(X)pP~ 1 (AgFPy) ™! de M(d, OF) dans lui-méme
est, surjective.

Si on suppose que ¢ : D — D n’a pas de partie de pente 0, alors [, " *(4gFy) — 0
quand n — oo et donc si Y € M(d, Or), et Qo(X) = AgPop(X)pP~ 1 (PyAp)~!, alors la
série

Y+ QoY)+ (20Q)(Y)+ -+
converge vers X € M(d, Or) tel que X — AgPyp(X)pP 1 (AgPy) ' =Y.

De méme, si D n’a pas de partie de pente p — 1, alors

n

[T (Ar)™) —0

1=0

quand n — oo et on conclut de la méme maniere. O

Remarque V.2.4. — Si Dis(V) a des sous-objets de pente minimale, alors V est

réductible ce qui permet de décrire les réseaux Dq,s(T") de De,is(V) dans ces cas 1a aussi.

Appendice A

Quelques exemples

Pour terminer cet article, il ne nous parait pas inutile de donner quelques exemples de

modules de Wach IN(7") associés a certaines représentations p-adiques.

(1) Le premier exemple est le caractere cyclotomique et ses puissances, c’est-a-dire
T =Z,(r),our € Z. On a alors N(Z,(r)) ~ AL - e, ol

T T

—r x(y)'m .
ole,) =q e, et ~v(e) = e, siy€Tlp.
) ( ()
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(2) Ensuite, faisons le cas ot 1 est un caractere non ramifié de Gy avec F' = Q,,. On
a alors N(Z,(n)) ~ AL - e, ou, si Frob, dénote (v — z?) € Gal(k/k) :

ole,) = 77(Fr0b;1)e77 et (e, =e, siyelp.

(3) Faisons le cas d'une « courbe elliptique supersinguliere » (avec a, = 0). On se donne
un @p-module filtré D = De(V) engendré par €, & tels que Fil° D = D, Fil' D = Fe,
Fil>’ D = 0, avec p(g;) = —pe, et (&) = €.

Il s’agit donc de construire un module de Wach N(V') tel que l'on ait N(V)/7N(V') ~ D
en tant que ¢-modules filtrés. On va prendre pour N(V') le Bf-module engendré par e,
et ey avec p(e1) = —qey et p(es) = e;.

L’action de v € I'r est alors donnée par :

B log™ (1 + ) o e o) — log™ (1 + ) .
)= ot = Sog (17 1)
log*(1+m) =]] @ et log (1+m) =]] 902;((1)

de telle sorte que t = log(1+7) = wlog™ (1+7)log™ (1+7). On voit alors que I'on retrouve

€1, € soit comme les images modulo m de e; et ey, soit comme e, = log+(1 + mep et

€ =log™ (1 +m)ey en tant qu'éléments de Deis(V) = (B, r @1 N(V))"r.
Remarquons que les fonctions log™ et log™ interviennent dans les travaux de R. Pollack

(voir [Pol03, §5]) sur les fonctions L p-adiques de formes modulaires supersinguliéres.

(4) Pour la construction de familles de modules de Wach en dimension 2, voir [BLZ03].

Appendice B

Liste des notations

Voici une liste des principales notations de cet article, dans I'ordre ou elles apparaissent
(a partir du chapitre I).

Ika F7 F? Ca GF7 Hepr s Fn> Fooa HFa X5 FFa g(n)7 V7 d.

L1 E7 ]:jJr, VE, ;&Jr) ]§+7 07 g, T T, W, q, ¥, EF7 E7 E+7 B:{Ra l Bde DdR(V)a Berrlaxv
BmaX7 ﬁ;qgv Dcris(v)-

12 A, B, B, A, BT, At Bp, Ap, AL, B, D(V), D(T), D*(V), D*(T).

[.3 B;ng.
II.1 N(T'), N(V).
11.2 B, ., DI, (V).

111 Dgey(V), T, D2 (V).
V.1 Dy (T).
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V.2 Fily, Fily.

[AXT70]
[BBO3]
[Ber02]
[Ber03]
[BLZ03]
[BCO3]
[Br99]
[Br00]
[Col98]
[Col99]
[Col02]
[CFO0]
[Fon88al
[Fons88b)]
[Fon91]

[Fon96]

[FL82]

[FW79]

[Laf80]
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