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par
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Résumé. — Soit K une extension finie non-ramifiée de Q,, et V" une représentation cristal-
line de Gal(Q,,/K). Dans cet article, on montre la conjecture Cgp (L, V') pour L C Q2" et sa
version équivariante Cgp (L/K, V) pour L C U2, K ({pn). Les principaux ingrédients sont la
conjecture dz, (V') sur I'intégralité de '’exponentielle de Perrin-Riou, que nous démontrons
en utilisant la théorie des (p, I')-modules, et des techniques de descente en théorie d’Iwasawa
pour montrer que 0z, (V') implique Cgp(L/K, V).

Abstract. — Let K be a finite unramified extension of Q, and let V' be a crystalline
representation of Gal(Qp /K). In this article, we give a proof of the Cgp(L, V) conjecture
for L € Q3" as well as a proof of its equivariant version Cgp(L/K, V) for L C U2 K (Cpn ).
The main ingredients are the dz (V') conjecture about the integrality of Perrin-Riou’s expo-
nential, which we prove using the theory of (p,I')-modules, and Iwasawa-theoretic descent
techniques used to show that dz, (V') implies Cgp(L/K, V).
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Introduction

Soient p un nombre premier impair, K une extension finie de Q, et V une représentation
potentiellement semi-stable de Gx = Gal(ﬁp /K). Fontaine et Perrin-Riou ont formulé
une conjecture qu'ils ont appelée Cgp(K, V'), conjecture qui entraine la compatibilité de
la conjecture de Bloch et Kato sur les valeurs spéciales des fonctions L avec ’équation
fonctionnelle. L’objet de ce texte est de montrer la conjecture Cgp(L,V) pour toute
extension finie L de K telle que L C Zb, quand K est non-ramifié sur Q, et V' est
une représentation cristalline de G ainsi que, sous les mémes hypotheses, la version
équivariante Cgp(L/K, V') de cette conjecture pour toute extension finie L de K contenue
dans Ko = US2, K ((yn). Comme ingrédient de la démonstration, on montre aussi la
conjecture dz, (V') de Perrin-Riou, que nous appelons Cry (Ko /K, V) en raison de son
lien avec la théorie d’Iwasawa de V.

Rappelons tout d’abord la conjecture Cgp(L/K, V). Pour cela, on se donne une ex-
tension abélienne finie L/K de groupe de Galois G = Gal(L/K), une représentation
potentiellement semi-stable V' de G et un réseau T de V stable sous 'action de G . On

définit la droite d’Euler-Poincaré de V' en posant :
AEP(L/K, V) = detQp[G} RF(L, V) X detQp[G] (IndL/QpV).

On sait que RI'(L,T) est un complexe parfait de Z,[G]-modules et que I'image de
Agp(L/K,T) = detg, g RI'(L,T) ® detz,g(Ind; q,T) dans Agp(L/K,V) ne dépend
pas du choix de T

On note DL, (V), Dpst(V) et D4z (V) les modules associés a la restriction de V & Gy,

par la théorie de Fontaine, et ty (L) = D (V)/Fil®DX; (V) Iespace tangent de V sur L.

La suite exacte :

0— H(L,V) — DE

CriS(V) - D?rls(‘/) S tV(L) - HI(L7 V) -

— Dy (VF(1))" @ 1) (L) — Do (V¥ (1)) — H*(L, V) — 0,

cris

qui provient de la suite exacte fondamentale (cf §1.4) et I'isomorphisme tj. (L) =~

Fil’D%; (V) donnent un isomorphisme canonique :

detq, e RI(L, V) = detg! o Dir (V).
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La théorie des constantes locales permet d’autre part de définir un élément e(L/K, V) €

Q, (G )[G] associé a l'action de Gk sur Dy (V). L’isomorphisme de comparaison :
Bur ®q, Indz/q,(V) ~ Bar @q, Dgr(V).
normalisé par €(L/K, V) et par le facteur I' habituel I'*(V'), fournit un isomorphisme :

det(}i{G] DgR(V) ® detq,q] IndL/Qp(V) ~ Qp[G]V,L/K7

ot Qp[Glv,L/k est un certain Q,[G]-module libre de rang 1 qui contient un sous-Z,[G]-
module inversible canonique Z, |Gy, x (cf définition 2.4.2). En composant ces isomor-

phismes, on obtient une trivialisation canonique de la droite d’Euler-Poincaré :

Sviri t Arp(L/K, V) ~ QplGlv,r k-

Dans son manuscrit non-publié [Kat93b], Kato a proposé la conjecture suivante (qu'il

appelle « local e-conjecture ») :

Conjecture Cgp(L/K,V). — Si V est une représentation potentiellement semi-stable
et si L/ K est une extension abélienne finie, alors 'application éy,r/x envoie Agp(L/K,T)

sur Zp[G]V,L/K¢

C’est la conjecture 2.5.2 de cet article. Si L. = K, alors on retrouve la conjecture
Cgp(K,V) de Fontaine et Perrin-Riou que l'on peut d’ailleurs reformuler en termes de
nombres de Tamagawa (cf conjecture 2.5.3).

Rappelons a présent la conjecture Chy, (K /K, V). On suppose pour cela que K est non-
ramifié, on fixe une suite compatible de racines primitives p"-iemes de I'unité € = ((yn )n>0
et pour n > 1, on pose K,, = K((pn) ainsi que Ko = U,>1 K,,. Solent Hx = Gal(ﬁp/Koo),
I' = Gal(K/K) et I, = Gal(K/K,) ce qui fait que I' = Ag x I'; ou Ak est le
sous-groupe de torsion de I'. Soit H l'algebre des séries formelles f(X) € Q,[[X]] qui
convergent sur le disque unité ouvert et H(I'y) = {f(71 —1) | n € 'y et f € H}. On
pose A = Z,[[T']], H(I') = Q,[Ax] ®q, H(I'1) et K(I') est I'anneau total des fractions de

H(I"). On définit la cohomologie d’Iwasawa d'une représentation V' en posant :
HL(ET) = lm  HAK,T),
CorKn/Kn71

et Hi,(K,V) =Q, ®z, H,(K,T).
Supposons & présent que V est cristalline. Dans [Per94|, Perrin-Riou a construit une

famille d’applications :

Expy, : D(V)2™" — H(T) @4 Hy, (K, V)V,
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qui interpolent les exponentielles de Bloch et Kato. Plus précisement, pour tout h > 1

vérifiant Fil7"Dgg(V) = Dgr(V), on a un diagramme commutatif :
Exp§
DV)A=0 VN M) @ HL (K, V)V

Ei/,n J{ J{prT’n

h—1)!ex
Dig (V) I [ (K, V) HY (T, V).
Ici, D(V) est isomorphe & A ®z, Deis(V) et les applications A et =, sont explicites,
mais leur définition est un peu technique pour cette introduction (cf paragraphe 3.1).

Cette construction joue un role important dans la théorie des fonctions L p-adiques (cf
[Per95] et [Col99b]). Posons maintenant :

Ar(Koo/ K, T) = dety RT'w (K, T) ® dety(Indg_ /q,T),
et Ay (Koo/ K, V) = Q,®z, Ay (KooK, T). On pose £; = j—logy/log x(71) et on définit

un facteur I' par la formule :
Tu(V) = ] (¢5)tmer FivPes(®),
j>—h
Le déterminant de Expy,;, normalisé par [ (V)™ ne dépend alors pas de h, et la loi de

réciprocité de Perrin-Riou entraine qu’il induit un isomorphisme canonique :

vk /K P DKoo/ K, V) = Q, ®z, Avik. /i

ot Ay k. /k est un certain A-module libre de rang 1 (cf le paragraphe 4.1). Perrin-Riou
a proposé la conjecture suivante (appelée 0z, (V) dans [Per94] et [Per95]) relativement

au déterminant de Exp{,.

Conjecture Cry, (K /K, V). — Si V est une représentation cristalline de G, alors

Vapplication Oy i /x envoie Any(Koo/ K, T) sur Ay k.
Le résultat principal de cet article est le suivant :

Théoréme A. — Si K est une extension non-ramifiée de Q, et si V est une représen-

tation cristalline de Gy, alors :

(1) la conjecture Crw(K/K, V) est vraie;
(2) la conjecture Cgp(L/K, V') est vraie pour toute extension finie L de K contenue
dans K.

En utilisant les propriétés fonctorielles de la conjecture Cgp(L/K, V'), on en déduit le

corollaire suivant :

Corollaire B. — Si K est une extension non-ramifiée de Q, et si V' est une représen-

tation cristalline de Gy, alors :
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ab .

(1) la conjecture Crp(L, V) est vraie pour toute extension L/K contenue dans Q3"

(2) la conjecture Crp(K,V(n)) est vraie pour tout caractére de Dirichlet n de I'.

Le théoreme A et le corollaire B sont démontrés a la fin de cet article (cf le théoreme
4.4.4 et le corollaire 4.4.5). Disons quelques mots du plan de Uarticle. Les chapitres 1 et
2 sont consacrés a des rappels, qui aboutissent a 1’énoncé de la conjecture Cgp(L/K, V).
Les chapitres 3 et 4 sont le coeur technique de l'article. On commence par y rap-
peler la construction de I’exponentielle de Perrin-Riou, puis on y énonce la conjec-
ture Cry(Ko/K, V). Apreés cela on montre dans les paragraphes §§4.2, 4.3, en utilisant
des techniques de descente en théorie d’Iwasawa, que la conjecture Cry, (Ko /K, V) est
équivalente a la conjecture Cgp (K, /K, V') pour tout n > 1. Enfin dans le §4.4 on démontre
la conjecture Cry, (Koo /K, V).

Les mémes arguments, avec un peu plus de calculs, permettent de démontrer la
conjecture Cgp(L/K,V) pour toute extension L/K contenue dans Q3. Cette petite
généralisation est importante pour la version équivariante des conjectures de Bloch et
Kato; nous en laissons les détails au lecteur.

Pour terminer cette introduction, remarquons que dans le cas ou V' est ordinaire, ces
résultats étaient déja connus (voir [Per94, BN02, BF04]).

Remerciements : Nous remercions Pierre Colmez pour avoir attiré notre attention sur
ce probleme et nous avoir encouragés au long de notre travail. Nous remercions aussi le

rapporteur pour sa lecture minutieuse du texte qui nous a permis de beaucoup ’améliorer.

1. Représentations potentiellement semi-stables

Dans tout cet article, le corps K est une extension finie de Q, (dans les chapitres 3
et 4, on suppose qu’elle est non-ramifiée). L’anneau des entiers de K est noté Ok et son
corps résiduel kg est de cardinal gx. On fixe une fois pour toutes une suite compatible de
racines primitives p"-iemes de 'unité ¢ = ({pn)n>0 €t pour n > 1, on pose K,, = K((n)
ainsi que Ko = U,>1/,. La notation K, désigne le sous-corps maximal non-ramifié de

K.
On pose :

Gk = Gal(Q,/K)  Hx =Gal(Q,/Kx)
T, =Gal(Ky/K,) G, = Gal(K,/K)
et A = Z,[[I']] est 'algebre d'Iwasawa de I'. Profitons-en pour remarquer que le caractere

cyclotomique x envoie I dans Z et que cette application est un isomorphisme si K est

non-ramifié sur Q,.
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L’objet de ce chapitre est de donner quelques rappels, sur la théorie de Hodge p-adique,

la théorie des (¢, I')-modules, la cohomologie galoisienne et I’exponentielle de Bloch-Kato.

1.1. Théorie de Hodge p-adique

Dans ce paragraphe, on rappelle quelques unes des constructions de Fontaine (voir
[Fon94a, Fon94b]) qui sont utilisées dans la suite de cet article. On note o le Frobenius
arithmétique absolu agissant sur Q.

Soient Beis, Byt et Bgr les anneaux de périodes p-adiques construits par Fontaine (voir
[Fon94a] par exemple). Le corps Bqr = B [1/t] est une Q,-algebre qui contient Q,, et
qui est munie d’'une action de G ainsi que d’une filtration décroissante exhaustive et
séparée par des Fil'Bgr = t'Bl;. Remarquons que l'uniformisante ¢ = log[e] dépend
du choix de ¢ = ({n)n>0 que l'on a fait ci-dessus. L’anneau By, est une Q,-algebre
qui contient Q;r et qui est munie d’une action de Gk ainsi que d'un endomorphisme ¢
commutant a l'action de G et o-semi-linéaire et d’un opérateur de monodromie N :
B — By qui commute & I'action de G et vérifie N o p = ppo N. Enfin, By, = BY=.
On a donc Bis C By et de plus on a une injection Qp ®@qur Bst — Bur.

Pour toute représentation p-adique V' de G, on pose DX, (V) = (Bar ®q, V)%, ce
qui fait que D5 (V) est un K-espace vectoriel filtré de dimension finie. S’il n’y a pas
de confusion possible quant au corps K, on écrit plus simplement Dgg(V'). De manieére

analogue on pose :

K
Dcris

(V) = (Beris ®q, V)GK et Dpst(v) = liLQ(Bst ®q, V)GLv
L/K
K

ou L parcourt I'ensemble des extensions finies de K, ce qui fait de D, (V') un Ky-espace
vectoriel muni d’une action o-semi-linéaire de ¢ et de Dyg (V) un Kj"-espace vectoriel
muni des opérateurs ¢ et N vérifiants N oy = ppo N. Comme ci-dessus, on écrit Des(V)

s’il n’y a pas de confusion possible. On a :

dimy, DX

cris

(V) < dimgar Dyt (V) < dimg D (V) < dimgq, V-

On dit que V est cristalline (resp. potentiellement semi-stable, resp. de de Rham) si
dimg, D5 (V) = dimq, V' (resp. si dimga Dyt (V) = dimg, V, resp. si dimg Df(V) =

cris

dimQP V) .

Si V' est une représentation de de Rham, on pose :
hi(V) = dimg (FiI'D5L (V) /Fil' ' DI (V).
La décomposition de Hodge-Tate de V s'écrit alors C, ®q, V ~ @,ezC,p(—i)"") ot C,

est le complété p-adique de Qp. Les opposés des entiers i tels que h; (V') # 0 sont les poids
de Hodge-Tate de V. On pose tg(V) = >, 4 ihi(V).
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1.2. Modules de Wach et (p,I')-modules

Soit K/Q, une extension finie que l'on suppose ici non-ramifiée. On note Et =
@(OQP / p(’)ap) I'anneau construit par Fontaine (voir [Fon91] par exemple, cet anneau
s’y appelle R), E = Frac(E™) son corps des fractions et W(E) Panneau des vecteurs de
Witt & coefficients dans E. On pose X = [¢] — 1, avec £ = (G )n>0, Afe = Ok[[X]] et on
note Ak le complété p-adique de AL [1/X]. Les anneaux A} et Ak sont munis d’un Fro-
benius ¢ et d'une action de I' = Gal(K«/K), donnés par les formules p(X) = (1+X)P—1
et y(X)=(1+X)X —1Ipouryel,ouy: I — Z) est le caractere cyclotomique. Soit
B le complété p-adique de I'extension maximale non-ramifiée du corps Bx = Q, ®z, Ax
dans W (E). On pose A = BNW(E), Bt = BNW(EM)[1/p] et AT = ANW(E'). Tous
ces anneaux sont munis d’une action de G et d’un Frobenius . Enfin, on a A = Afx,

Un (¢, ')-module est un module libre de rang fini sur A muni d’un Frobenius semi-
linéaire o et d’une action continue et semi-linéaire de I' commutant avec ¢. Dans [Fon91],

Fontaine a défini un foncteur :
D:T+— D(T) = (A®gz, T)"s,

qui fournit une équivalence entre la catégorie des Z,-représentations de Gk et la catégorie

des (p,I')-modules étales. Le foncteur :
M — (A QAx M>(P:1

est un quasi-inverse de D. De méme, le foncteur D : V — (B ®q, V)% donne une
équivalence entre la catégorie des représentations p-adiques de G et la catégorie des
(¢,T')-modules étales sur Bx = Q, ®z, Axk.

Si V' est une représentation cristalline et 1" un réseau de V stable sous 'action de G,
alors un résultat de Colmez [Col99a] dit qu’il existe une base de D(7T') dans laquelle les
matrices de ¢ et de v € " sont a coefficients dans Aj.. Plus précisement, on a le résultat
suivant (cf. la proposition II.1.1 et le théoreme I11.3.1 de [Ber04)) :

Proposition 1.2.1. — 51V est une représentation cristalline dont les opposés des poids
de Hodge-Tate sont 0 =1y <1y < --- < 1rg = h, alors il existe un unique sous A}-module
N(T) de D™(T) = (A" ®gz, T)"x, stable par ¢ et qui satisfait les conditions suivantes :

(1) N(T) est un Aj-module libre de rang d = dim(V') et contient une base de D(T)
sur Ay ;

(2) laction de T' préserve N(T) et elle est triviale sur N(T)/XN(T) ;

(3) X"DH(T) c N(T).
De plus, on a ¢"N(T) C p*N(T), ot g = p(X)/X et o*N(T') est le Af.-module engendré
par o(N(T)).
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On pose alors N(V) = By, ®,+ N(T) ot By = Q, ®z, Aj et cette définition ne
dépend pas du choix de T'.

Soit B, x 'ensemble des séries formelles f(X) = .2 apX*, avec a, € K et telles

+
rig,

de Bézout [Laz62] et de plus il admet la théorie des diviseurs élémentaires; il est aussi

que f(X) converge sur le disque unité ouvert {z € C, | |z[, < 1}. L’anneau B}, , est
muni d’actions de ¢ et de I' et on a un plongement ™" : B{f,  — Ky[[t]] C By qui

envoie X sur (,n exp (t/p™) — 1.

Proposition 1.2.2. — SiV est une représentation cristalline dont les opposés des poids
de Hodge-Tate sont 0 =11 <19 < ... < 1rg=h, alors Des(V) ~ (B;’[&K DAt N(T))"
et :

t\" t\"
Bl o N Bl o D)) = | () v0i(5) |
Démonstration. — Voir [Ber04, prop I11.4]. O

1.3. Cohomologie galoisienne

Rappelons maintenant comment on peut calculer la cohomologie galoisienne des
représentations p-adiques a partir des (¢, I')-modules. On suppose toujours que K/Q,
est non-ramifiée, on pose I',, = Gal(K,,/K,,), on fixe un générateur topologique 7, de T’y
et on pose 7y, = W " Si T est une représentation Z,-adique de G, on note C, ,, (K, T)
le complexe :

0— D(T) L D(T) @ D(T) % D(T) — 0,
ou les applications f et g sont définies par f(z) = ((¢ — 1)z, (v, — 1)z) et g(y,2) =
(Y = Dy = (¢ = 1)z,

Dans [Her98], Herr a montré que les groupes de cohomologie H*(C, .,

(K,,T)) s’iden-
tifient canoniquement aux groupes de cohomologie galoisienne H*(K,,T) (voir [Ben0O0,
prop 1.3.2] ou bien [CC99, prop 1.4.1] ou encore [Ber03, prop 1.8] pour une description
explicite de cet isomorphisme quand i = 1).
Enfin, on peut aussi retrouver la cohomologie d’Iwasawa :
H (K,T)= lim HY(K,,T),
COT Iy, / Ky
en utilisant les (¢, I')-modules. Pour cela, on utilise I'opérateur ¢ : B — B qui est défini

par la formule :
I _
bla)= ¢ H(Trp/pm)(2))-

L’opérateur ¢ commute a ’action de G et on a Yoy = id. La cohomologie du complexe :

D(T) 2=5 D(T)
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s’identifie canoniquement & la cohomologie d’'Twasawa de T', ¢’est-a-dire que Hf, (K, T) ~
D(T)¥=! et que HZ (K, T) ~D(T)/(v»—1) (voir [CC99, §11.3]). Donnons une description
explicite du premier isomorphisme. Si o € D(T)¥=!, alors (¢ — 1)a € D(T)¥=° et comme
7 — 1 est inversible sur D(T)¥=Y (cf. [Her98] ou [CC99, prop 1.5.1]), il existe =, € D(T)
vérifiant (v, —1)x, = (p—1)a. Les cl(z,, ) € H(C

om (FKn, T)) forment alors un systeme
compatible d’éléments de H'(K,,T).

1.4. L’exponentielle de Bloch-Kato

Dans cette section, K désigne une extension finie quelconque de Q,. On note Kj la
sous-extension non ramifiée maximale de K. Soit V' une représentation de de Rham de
Gk . Bloch et Kato ont défini (voir [BK90, §4]) la partie exponentielle (resp. parties finie
et géométrique) de H'(K, V') en posant :

HYK,V)=ker(H(K,V) — H'(K,B?, ®q, V)),
Hi(K,V)=ker(H'(K,V) — H'(K,Bais ®q, V)),
Hgl(K, V) =ker(H'(K,V) —» H'(K,Bar ®q, V)).

La dualité locale fournit un accouplement (-, )y : H'(K,V)x H'(K,V*(1)) — Q, pour
lequel 'orthogonal de HY (K, V') est H, (K, V*(1)) et celui de H (K, V) est H(K,V*(1)).
L’espace tangent de V' sur K est par définition le quotient :

ty (K) = D (V)/FI'DL (V).

Les anneaux Bg;s et Bgr sont reliés par 'inclusion B.;s C Bgr mais aussi et surtout

par les suites exactes fondamentales :

0— Q, — B % Bar/Fil’Bag — 0,

cris

0— QP - BCI"iS i Bcris SP) BdR/FﬂOBdR — 07

ot a(z) = 2 mod Fil’Bgg et 8(z) = ((1—¢)z,z mod Fil’Bgg). En prenant les produits
tensoriels de ces suites par V et les invariants sous 'action de G, on obtient des suites

exactes longues de cohomologie qui nous donnent les deux suites exactes :

(141) 0— HO(K; V) - Dcris(v)w:1 - tV(K) - Hel(K7 V) - 0’

(1.4.2) 0 — H(K,V) = Deis(V) = Deis (V) @ tv(K) — H}(K, V) — 0.

L’application de connexion expy x : ty(K) — H'(K,V) dans la premiere suite s’appelle
Pexponentielle de Bloch et Kato. L'exponentielle duale exp}, . : H'(K, V) — Fil’DJ; (V)

est définie par la formule :

Tricjq,lexpy (), ylv = (@, expy. )k (¥))v,
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ot [+, -]y : DR (V) x DI (V*(1)) — K est la dualité canonique. On vérifie facilement que
ker(expy i) = H (K, V).

Lemme 1.4.1. — On a des isomorphismes canoniques :
Dcris(v) ~ H}(K7 V)
$2:€ . —
P (=)D (V) HI(K, V)

. HYK,V) . .
eXvag/f: Hjlc(K, V) - Dcris(v)w_p .

Avant de montrer ce lemme, montrons un lemme technique qui est sans-doute bien

connu.

Lemme 1.4.2. — Si W est un Ky-espace vectoriel de dimension finie muni d’un iso-
morphisme o-semi-linéaire , alors lapplication qui d tout f € Homyg, (W, Ko)?=! associe

Tri,/q,(f) fournit un isomorphisme :

HomKo (VVv K0)¢:1 = Home(W/(l - SO)W7 Qp)

Démonstration. — La forme bilinéaire « trace » de Ky x Ky dans Q, qui a (x,y) associe
Trg,/q,(zy) induit un isomorphisme K, ~ Homgq, (Ko, Qp). On en déduit que 'applica-

tion :
Homg, (W, K¢) — Homq, (W, Q,)
[ TrKo/Qp(f)

est un isomorphisme de Q,-espaces vectoriels. De plus, elle est compatible avec I'action

de ¢ car :

Trre/q,(0f) (@) = Ty, (9f(¢717) = Triyq, f (¢ (@) = (¢(Trky/q,f))(@).
Comme Homgq, (W, Q,)¥=" = Homq, (W/(1 — ¢)W,Q,), on en déduit le lemme. O
Démonstration du lemme 1.4.1. — On remarque que la suite (1.4.1) s’injecte dans

(1.4.2), d’ott on obtient le premier isomorphisme. D’autre part, en utilisant la dualité

locale et le lemme 1.4.2, on obtient :

HY(K,V) _ (Hi(KV*(1))\" DoV (1) \" - .
H}(K,VF(H;(KV*(U)) —(<1—¢>Dcris<w<1>)) = Dens (V)7

et le lemme est démontré. O

On pose maintenant L;(K, V) = detq, H'(K,V) Qq, detéi H}(K,V). La suite exacte
(1.4.2) fournit alors un isomorphisme canonique iy : Lf(K, V) ~ detéi ty(K). Soit T un
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Z,-réseau de V stable sous l'action de Gk et soit w une base de detq, ty(K). On note
H}(K,T) I'image inverse de H(K,V) dans H'(K,T) et I'on pose :

Li(K,T) = detg, H'(K,T) ®g, detz, H;(K,T).

Lemme 1.4.3. — On a des suites exactes :
Hl (K7 V) * * * * * 2
0 — m — Deis(V*(1))" @ 5y (K) — Deis(V*(1))" — HY(K,V) — 0,
HYK,V) 0 Deis(V)
0 — = — FI'Di(V) — —= — (VY1) — 0
H;(K, V) (1 =p'9 ")Dais(V)
Démonstration. — 11 suffit de dualiser les suites exactes (1.4.1) et (1.4.2) en remplacant
V par V*(1) et d’utiliser la dualité locale et les isomorphismes t7.. ;) (K) ~ Fil’DX (V)
et (DcriS(V*(l))¢:1)* ~ Deris(V) /(1 — p_ISO_I)DcriS(V)- [
Définition 1.4.4. — On appelle nombre de Tamagawa, et on note Tam(}(,w(T), I"unique

puissance de p telle que iy (Ly(K,T)) = Z,Tamj ,(T)w™", ot w™ est la base duale de w
(voir [BK90, Per95]).

Ces nombres interviennent dans la formulation de la conjecture Cgp(K, V') (conjecture
2.5.3 ci-dessous).

2. Déterminants et constantes locales

L’objet de ce chapitre est d’énoncer la conjecture Crp(L/K, V). On commence par des
rappels sur la théorie des déterminants généralisés, puis on passe en revue la construction
des constantes locales, pour les représentations de Weil-Deligne tout d’abord, et pour les

représentations potentiellement semi-stables ensuite.

2.1. Déterminants généralisés

Dans le reste de cet article, nous avons besoin de la construction de déterminants sur
des anneaux tels que Z,|G] ou Q,[G], pour un groupe abélien fini G, ou encore Z,[[X]] et
Q, ®z, Z,[[X]]. Nous commencons donc par quelques rappels, tirés de [KM76, Del87,
BFO01], sur le formalisme tres général des déterminants.

Soit A un anneau commutatif unitaire. On note M(A) la catégorie des A-modules et
P(A) la sous-catégorie de M(A) formée des modules projectifs de type fini.

On appelle catégorie de Picard une catégorie &2 dont toute fleche est un isomorphisme,
munie d’'un foncteur X : # x ¥ — & et d'une contrainte d’associativité pour X. On peut
déduire de ces axiomes ’existence d'un objet unité 14, unique a isomorphisme pres. Tout

objet X de & admet un inverse X ! tel que X X X! ~ 145. On dit qu'une catégorie de
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Picard & est commutative si elle est munie d’'une contrainte de commutativité compatible
a la contrainte d’associativité.

Soit (P(A),is) la catégorie dont les objets sont ceux de P(A) et dont les fleches sont
les isomorphismes. On appelle foncteur déterminant un foncteur det : (P(A),is) — &

vérifiant les propriétés suivantes :

(1) Pour toute suite exacte 0 — P’ — P — P” — 0, on a un isomorphisme fonctoriel :
det(P) ~ det(P’) X det(P”).

(2) Pour toute suite exacte 0 — P < @ — 0, application det(a) coincide avec le
CcOmpose :

det(P) ~ det(0) X det(Q) ~ det(Q),

et de méme det(a)™! coincide avec le composé :
det(Q) ~ det(P) X det(0) ~ det(P).

B)SiP=P&P'etsi0—>P —-P—P'—-0e0— P — P— P — 0sont les

suites exactes naturelles, alors le diagramme :

det(P)

T

det(P') X det(P") det(P") X det(P')

est commutatif.
(4) Pour tout module projectif P muni d'une filtration P > P’ D> P” D {0}, le
diagramme :

det(P) e det(P’) X det(P/P’)

! !

det(P”) K det(P/P") —— det(P”) X det(P'/P") X det(P/P’)
est commutatif.

Soit K(A) = K(M(A)) la catégorie des complexes de A-modules. On dit qu’un mor-
phisme de complexes f : M*®* — N*® est un quasi-isomorphisme si pour tout 4, 'application
H'(M?®) — H'(N°®) est un isomorphisme. La catégorie dérivée D(A) = D(K(A)) est la
localisation de K(A) par rapport aux quasi-isomorphismes.

On dit qu'un objet M* de D(A) est parfait s’il existe un complexe borné de A modules
projectifs de type fini : P* = (--- — P4y — P, — P,_; — --+) quasi-isomorphe a M®.
Soit DP(A) la sous-catégorie de D(A) formée des objets parfaits. Pour tout objet M* de

DP(A), on fixe un complexe P* vérifiant les conditions ci-dessus et 1'on pose :

det(M®) = Rz det(P;) V.
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On obtient ainsi une extension du foncteur det, unique a équivalence pres, a un foncteur
(encore noté det) :

det : (DP(A), qis) — Z.
Si les modules de cohomologie H*(M?®) sont parfaits en toutes dimensions, on a alors un

isomorphisme fonctoriel :
det(M®) ~ Rz det(H (M*))D",

Dans [Del87], Deligne construit une catégorie de Picard commutative ¥ (A) et un
foncteur déterminant universel [-]4 : (P(A),is) — ¥/(A) tel que tout foncteur déterminant
det s’écrit comme le composé de [-] 4 avec un foncteur additif ¥ (A) — £2. On en déduit en
particulier un foncteur [-]4 : (DP(A), qis) — #(A). La proposition ci-dessous rassemble

]

quelques propriétés du foncteur [-] 4.

Proposition 2.1.1. — Si f : A — B est un morphisme d’anneaux, alors le foncteur
« extension des scalaires » [*M = B @4 M induit des foncteurs Lf* : D?(A) — DP(B)
et f*:V(A) — ¥V (B), et les foncteurs [-|Jp o Lf* et f*o[]a: (DP(A),qis) — ¥ (B) sont
quasi-isomorphes.

St on suppose de plus que B est projectif de type fini sur A, alors la restriction des
scalaires induit des foncteurs f, : DP(B) — DP(A) et f. : ¥ (B) — V' (A), et les foncteurs
feollg et []ao fu: (DP(B),qis) — ¥ (A) sont quasi-isomorphes.

Démonstration. — Voir [Del87, section 4.11]. [

On note Z(A) la catégorie des A-modules inversibles gradués. Un objet de &(A)
s'identifie & une paire (X, a) ou X est un A-module inversible et a : Spec(A) — Z est
une fonction localement constante. Une fleche f : (X, a) — (Y, 3) n’existe que si o = f3,

auquel cas c’est un isomorphisme. On munit &(A) d’un produit tensoriel en posant
(X,0)® (Y,B) = (X ®@aY,a+0).
Munie de la contrainte de commutativité donnée par la regle de Koszul :
P:XR®Y YR, X
Yy =(-)"yeu,

la catégorie Z(A) est alors une catégorie de Picard commutative. On identifie I'opposé
(X, )" d'un élément (X, o) & (X*, —a) ot X* = Homu(X, A).

Si P est un A-module projectif de type fini, alors le rang de P est une fonction loca-
lement constante rgp : Spec(A) — Z et on définit le déterminant de Knudsen-Mumford

det4(P) en posant :
det4(P) = (A"P,rgp) € Ob(Z(A4)).
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Remarquons que la propriété universelle du foncteur [-]4 donne un foncteur additif
V(A) — P(A) qui n'est pas, en général, une équivalence de catégories.

Dans cet article nous n’utilisons que les déterminants sur des produits finis d’anneaux
locaux. Dans ce cas les catégories ¥ (A) et Z(A) sont équivalentes par [Del87, sec-
tion 4.13] et la construction de Knudsen-Mumford fournit donc un foncteur déterminant
universel. Les anneaux typiques auquels nous allons appliquer la théorie précedente sont :

(1) A= Q,[G] ou bien A =Z,[G], ou G est un groupe abélien fini.

(2) A= 2,[[X]) ou bien A = Q, @7, Z,[[X]].

Proposition 2.1.2. — Si A est un anneau local régulier de dimension n, alors :

(1) Tout A-module de type fini M admet une résolution projective P* : 0 — P, —

-— Py — M — 0 avec m < n.

(2) Si Q(A) est l’anneau total des fractions de A, et si M est un A-module de torsion,
alors le produit tensoriel de P*® par Q(A) donne une suite exacte 0 — Q(A) ®4 P, —

- — Q(A) ®4 Py — 0. On en déduit une injection canonique i, : dety(M) —
detga)(Q(A) @4 P*) ~ Q(A) et limage de deta(M) dans Q(A) ne dépend pas du choix

de P* et coincide avec l'idéal fractionnaire de M.

Démonstration. — La premiere assertion est un théoreme classique de Serre (voir par
exemple [Mat92, §19]). Pour la deuxieme voir [KM76, théoreme 3. O
Exzemple 2.1.3. — En particulier, considérons 'anneau A = Z,[[X]] qui est local

régulier de dimension 2 et soit M un A-module de type fini et de torsion. Il existe alors

une suite exacte :
0 — (fini) » M — & A/f;A — (fini) — 0,
ol les f; sont des polynomes distingués. On a alors det 4 (M) = car4(M) ' Aot cary (M) =

[T, fi est le polynome caractéristique de M.

Remarque 2.1.4. — L’approche de Deligne a été généralisée aux anneaux non-com-
mutatifs par Burns et Flach, voir [BF01].

Pour terminer, rappelons deux lemmes purement techniques qui nous serviront dans la

suite. Le lemme suivant sera utilisé dans la preuve du lemme 2.4.4.

Lemme 2.1.5. — Soient K/F une extension cyclique de degré f et o un générateur
de Gal(K/F). Soient W un K-espace vectoriel de dimension finie d et « : W — W un

isomorphisme o-semi-linéaire. On a alors :

detp(a | W) = (=)D dety(af | W).
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Démonstration. — Soit wy, . .., wg une base de W sur K et soit o* : W — W ’application
K-linéaire définie par a*(w;) = a(w;) pour tout ¢ = 1,...,d. Si A, est la matrice de «
dans la base {w;}i=1.. 4, alors la matrice de o/ dans la méme base est AA? - -A"ffl,

d’ou :
detK(af | W) = NK/F(detA) = NK/F(detK(a* | W)) = detF(a* | W)

D’autre part, si ¢ est un générateur de K sur Fo], alors {07 (c)w; fogj<r—11<i<a €St une
base de W sur F'. La formule :

a(o! (c)w;) = oM ()a(wi) = a” (0 (c)wi)

montre que la matrice de a dans cette base s’obtient en permutant les colonnes de la

matrice de o*. On en déduit facilement que :
detp(a | W) = (=1)Y"Yedetp(a* | W)
et donc que :
detp(a | W) = (=) Didetyg(af | W),
ce qui montre le lemme. O
Soient maintenant K un corps de caractéristique 0 , G un groupe abélien fini et M
un K[GJ]-module. On note X (G) le groupe des caracteres de G et on fixe une extension

E de K contenant les valeurs de tous les éléments de X (G). Sin € X(G), on note e,
I'idempotent habituel :

€y = ﬁ% > 17 9)g-

geG
Soit Mp = E®gk M et soit M, = e,(Mg) = {m € Mg | g(m) = n(g)m pour tout g € G}.
On a alors une décomposition canonique :
Mp = ©yex )My
T — @nex(g)en(x).

Si M est libre de rang fini 7 sur K[G] et si {m;};—1__, est une base de M, alors on
pose m = Aj_ym; € detgig M et m, = Al_e;(m;). On a alors m, = e,(m) ce qui nous
donne un isomorphisme :

(detgie) ME), ~ detp(M,).

Le lemme ci-dessous est alors évident.

Lemme 2.1.6. — Soient M et N deuz K[G]-modules libres de rang fini et soit :

[+ detgio M @k(g) det g N — KI[G]
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un homomorphisme de K[G]-modules. Pour tous m € detgjg M, n € detgig N, on a
alors :
flment) = Z fn(my, ® ﬁ;l)en,
neEX(G)

ot fp:detg M, ® det ' N, — E désigne la n-composante de f.

2.2. Déterminants de la cohomologie galoisienne

Soit K une extension finie de Q,. On note M(Gk) la catégorie des Z,-représentations
de Gk, c’est-a-dire la catégorie des Z,-modules (pas nécessairement de type fini) munis
d’une action linéaire et continue de Gg. Si L est une extension finie de K on a les
foncteurs habituels : Resy x : M(Gk) — M(Gyr) et Indy/x : M(GL) — M(Gg), ce
dernier foncteur étant donné par la formule Ind;/x M = Z,[Gk] ®z,q,) M.

Supposons maintenant L abélien sur K et posons G = Gal(L/K). On note ¢ : Z,[G] —
Z,|G] linvolution g — ¢~'. Si M € M(Gk), on note (pour simplifier) Ind; xM le
Z,|Gk]-module Indy k(Resy/xk M). Le module Ind; kM a alors une structure naturelle
de Z,[G]-module donnée par la formule g(c ® m) = og~' ® g(m), ot g désigne I'image

de g € Gk dans G, et on a des isomorphismes canoniques :

MY ~ (Indp/ e M)9%, m— Zg ® m;

Indg k(M) ~ (Z,[G] ®z, M)", c@m— 7 ®c(m).

Soit M(Gx)™ la sous-catégorie de M(Gx ) dont les objets sont les limites inductives de
Z,|G ]-modules de type fini sur Z,,. Pour tout M € M(G )™, on note C*(G g, Indy, M)
le complexe des cochaines continues de G a valeurs dans Indy, /K(M ). On obtient ainsi
un foncteur de M(G g )™ dans D(Z,[G]) qui & M associe C*(G, Indy kM) et qui induit
un foncteur exact :

RI(L,-) : D(M(Gk)™) — D(Z,[G]).
Le lemme de Shapiro donne un isomorphisme R‘T'(L, M) ~ H*(L, M).
Proposition 2.2.1. — Si L/ K est une extension abélienne finie et si M est un Z,|G k|-
module qui est de type fini sur Z,, alors :

(1) RI(L, M) € D*(Z,[G)) ;

(2) side plus M est de Zy,-torsion, alors detz o RI'(L, M) = detE;[G](IndL/QpM) dans
Q(Z,[G))-

Démonstration. — Voir [Kat93c| et [BF96]. O

Pour terminer ce paragraphe, faisons le lien entre les constructions ci-dessus et la théorie

d’Iwasawa des représentations p-adiques. Rappelons que 'on a fixé un systeme compatible
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(Cpn)n>0 de racines primitives p™-iemes de l'unité et posé K, = K((n) et Koo = Up>1 K.
Soient G, = Gal(K,/K), Hx = Gal(Q,/Kx), I' = Gal(K»/K), I, = Gal(K/K,) et
enfin A = Z,[[I'] I'algebre d’Iwasawa de I'.

Si T est une Z,-représentation de G, alors le module induit Ind__ /x(7') est isomorphe
a (A®z, T')" et on pose RI't (K, T) = RI'(K,Indk_ k(7). La proposition suivante est
un cas particulier d'un résultat de Nekovar (voir [Nek02, prop 8.4.22]).

Proposition 2.2.2. — (1) On a des isomorphismes canoniques Rl (K, T) =~
Hi (K, T).
(2) Dans la catégorie D(Z,]|G,]), on a un isomorphisme canonique :
Z,G,] @K R (K, T) ~ RI(K,,T).
(3) On a une suite spectrale dégénérée :
EY = H(Keo/Ky, HL,(K,T)) = H7Y(K,,T),
qut donne lieu a des suites exactes :

0— H. (K,T)r, — H(K,,T) — H.I'(K,T)"™ — 0.

Remarque 2.2.3. — La proposition 2.2.2 donne une approche unifiée des isomor-
phismes et suites exactes bien connus en théorie d’Iwasawa locale.
(1) On a HY (K,T) = 0 ce qui fournit un isomorphisme : H(K,,T) = H{, (K, T)".
(2) Par la dualité locale, on a un isomorphisme H? (K,T) ~ H°(K.,V*(1)/T*(1))"
ol " signifie le dual de Pontryagin. En particulier, HZ (K, T) est un A-module de type fini

de torsion. Pour j = 2, la suite exacte (3) de la proposition 2.2.2 donne un isomorphisme :
Hi (K, T)r, ~ HK,, T)
qui est le dual de I'isomorphisme évident :
H°(K,,,V*(1)/T*(1)) =~ H (K, V*(1)/T"(1))".

(3) Comme le groupe I' est de dimension cohomologique 1, on a une suite exacte

« inflation - restriction » :
0 — HYT,, (V*(1)/T*(1))"%) — HY(K,,V*(1)/T*(1)) — H (K, V*(1)/T*(1))"™ — 0.

En dualisant cette suite exacte, on obtient une suite exacte (voir la proposition 3.2.1 de
[Per94)) :

0— H{ (K,T)r, — H'(K,,T) — HYT,,(V*(1)/T*(1))")» - 0.
Comme :

H (T, HO (Koo, V(1) /T (1)) = HO(T,, HO(Koo, V(1) /T (1)) = HE, (K, T)™,
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on obtient une suite exacte :
0— H (K,T), — H(K,,T) — H: (K,T)'" — 0,

qui coincide avec la suite (3) de la proposition 2.2.2 pour j = 1.
(4) Si (V*)Hx =0, alors HZ (K, T) est fini et on a :

¢Hy, (K, 7)™ = tH} (K, T)p, = $H"(K,, V*(1)/T*(1)).

(5) Dans [Per92, §2], Perrin-Riou montre que H} (K,T) est un A-module de rang
: m . L’application d’inflation :
K : Q) dim(V). L’application d’inflati

(T")p, =~ HY(T,, T"%) — H'(K,,T)
induit une injection :
THx ~ lim HY(T,,, TH%) — H} (K, T),
(_

qui identifie THx avec la A-torsion de HE (K, T).

2.3. Constantes locales des représentations de Weil-Deligne

L’objet de ce paragraphe est de fournir des rappels sur la théorie des constantes locales,
telle qu’elle est développée dans [Del73], auquel nous renvoyons pour plus de détails. Le
corps K est toujours une extension finie de Q,. On fixe une uniformisante 7x de K et
on note | - |x la norme de K normalisée par |7x|x = ¢ ot qx est le cardinal du corps
résiduel ki de K.

On note K™ l'extension maximale non-ramifiée de K et Frg le Frobenius géométrique
de K™. Le groupe de Weil Wi de K est par définition le sous-groupe de Gi formé des
g € Gk tels que la restriction de g a K™ soit une puissance entiere de Fryx. On a donc

une suite exacte :

0= Ix =W SZ—0,

ou l'application v est définie par la formule w g = Fr%(w).

Soit E un corps de caractéristique 0 et contenant toutes les racines de 'unité d’ordre
une puissance de p et d’ordre p— 1. On fixe une mesure de Haar px sur K et un caractere
additif continu ¢ : K — E* (le corps E étant muni de la topologie discrete). Comme
est continu, il est trivial sur un sous-groupe ouvert de K et 'on définit son conducteur
n(¢) comme étant le plus grand entier n tel que ¢ est trivial sur 7" Ok.

La théorie de Langlands et Deligne (voir [Del73]) associe a toute représentation F-

linéaire V' de W une constante €(V, v, ug) vérifiant les propriétés suivantes :
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(1) Si V est de dimension 1, alors e(V,,uk) coincide avec la constante locale

« abélienne » définie par la théorie de Tate (dans [Tat67]). Plus précisement, l'iso-

morphisme de réciprocité O : KX — W& permet de voir V comme un quasi-

caractere n : K* — E*. On note a(n) le conducteur de n et on fixe ¢ € O vérifiant

vi(c) = a(n) +n(y). Si n est non-ramifié, alors on a :

5(777@11,/”{) = w/o d:uKa

lc|k

et si n est ramifié, alors on a :

i) = 3 /{ @ [t

neZ ¢ 10k
(2) Pour toute suite exacte de représentations 0 — V' — V — V” — 0, on a
eV o, ux) = (V' 0, e )e(V" 4, ).
(3) Pour tout a € K*, onac(V,9,aur) = a®™Ve(V, 9, ug) et si m, dénote la fonction
x +— ax, alors e(V, 9 o mg, g ) = det(V)(a)|a| g™ Ve(V, ¥, ux).
(4) Si L est une extension finie de K, alors il existe une constante A(L/K, 1, up, px) €

E telle que pour toute représentation V' de W, on ait :

8(IndL/K(V)7 wa /JJK) = )\(L/Kv 1/1, L, /*LK)dimV‘g(V’ 1/} o TrL/Ka uL)

(5) Soient wy : K* — E* le quasi-caractere donné par la formule wy(a) = |a|x et pj

la mesure duale de pux relativement a . On a alors :
eV, ug)e(V* @ wi,pom_q, uj) = 1.
(6) Pour une représentation non-ramifiée W, on a :
e(V @ W, b, ) = det(W) (ml ")V, puge) W,

ou a(V) est le conducteur d’Artin de V.

Rappelons que l'on a fixé un systeme compatible ((yn),>0 de racines de 'unité. On note
o 'unique caractere additif de Q, vérifiant ¢y(1/p") = (» et on pose g = Vo Trg/q, -
On normalise la mesure f1x en imposant px(Of) = 1. Soit enfin (-, ) : K*xK* — {£1}

le symbole de Hilbert. Le lemme suivant est bien connu des experts.

Lemme 2.3.1. — Si L/K est une extension finie, alors :

ML/ K, Y5, poy i) = £(=1, dL/K)}(/2|dL/K|£7K¢Qp}/2’

ou dr i est le discriminant de L/K.

Démonstration. — Montrons d’abord que pour tout ¢ € K* on a :

det(IndL/K[l])(a) = (CL, dL/K)K-
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Comme (a,dp/k)x = (w/dL/K)eK(“)/w/dL/K, il suffit de montrer que 'application de
Kummer K* — H'(K,{£1}) envoie dp,x sur det(Indy/k[1]). Soit Gk /G = {¢:GL | i =
1,...,n} une décomposition de G en classes de G. Le groupe G agit sur G /Gy, ce

qui fournit un homomorphisme p : Gx — S,,. Soit ¢, : S, — {£1} la signature. Si a € L

\/ dr/k = H(Qi(a) — gj(a)),

1<j

est tel que L = K(«), alors :

et on voit que l'image de dp,x dans H'(K,{£1}) coincide avec &, o p. D’autre part, il
résulte directement de la définition de Indy k(1] que &, o p = det(Indy k[1]), d’ou la
formule voulue.

Passons maintenant a la démonstration du lemme. Les formules (3) et (5), appliquées

a la représentation réguliere Indy, k(1] donnent :

5(IndL/K[1]a Ve, NK)g(IndL/K[l] ®wy, g om_q, ig) = |dK|;[LIK]_

Comme par ailleurs a(Indy k(1)) = vi(d k) (voir par exemple [Ser68, chap IV, prop.
4]) et n(Vk) = vx(Zk/q,), on a :

e(Indp/ k(1] ® wi, YK o m_1, px) = |dp|p det(Indy /x [1])(=1)e(Indy /k [1], Vi, pixc)-
On a |dpl, = |dnx 55 dic |5 et det(Ind [1]) (1) = (=1, dpx) i, don :
e(Indp k1], Y, px) = £(—1, dL/K)}(/Q‘dL/K‘Z[aK:QpV2|dL’;1'

Comme &([1], ¢, puz) = |d|, ", on en déduit le lemme. O

Remarque 2.3.2. — 1l est facile de voir que si L/K est une extension non-ramifiée de

degré f, alors N(L/K, 1, pip, pirc) = (—1)=Hn®),

Supposons maintenant que K est une extension non-ramifiée de Q, de degré f, et
notons X (G,,) le groupe des caracteres de G,, = Gal(K,,/K) a valeurs dans E. Rappelons
que pour tout € X(G,,), on note e, 'idempotent habituel. On définit la somme de Gauss

7(n) en posant 7(n) = > . 0 (9)9(Gr) = BGren (), ot k = a(n) est le conducteur
de 7.

Lemme 2.3.3. — Pour tout caractére n € X(G,), on a :
‘5(777 Q/}KV ll’K) = (_1>(f*1)a(7’])7_(77)f

Démonstration. — Pour simplifier les notations, on note 1y la mesure de Haar sur Q,.

Comme K/Q, est non-ramifiée, les groupes de Galois des extensions Q,((n)/Q, et K,/ K
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sont isomorphes et 1 peut étre vu comme la restriction Resg/q,n d'un caractere 7 :
Gal(Qp(¢n)/Qp) — E£. Comme A(K/Qp, Yo, fix, pto) = 1, on a

€<777 wKa ,LLK) = 5(IndK/Qp777 %7 /,60)8(Il’ldK/Qp[1] ® ﬁ? w07 /’LO) = (_1>(f71)a(17)8(777 w()a /L(J)f
Si on suppose que n = a(n), alors I'application composée Q) — GaI(ng/Qp) — G, ~
(Z/p"Z)* envoie u € Z) sur u mod p” et p sur 1, ce qui fait que :

e o o) =p" Y. (142w G = > W) G = 7).
uw€Zy /14+p"Zy, w€Zy /14p"Zy,

Le cas général s’en déduit. O]

On appelle représentation du groupe de Weil-Deligne un couple (p, N) formé d’une
représentation p : Wx — Autg(V) du groupe de Weil Wx et d’'un endomorphisme
nilpotent N : V — V vérifiant p(w) ' Np(w) = q}}(w)N (voir [Del73, §8]). On pose alors :

e(V, ¥, i) = €(p, Vi, puxc ) det(=Fre | VIr j(VIK)N=0),

2.4. Constantes locales des représentations potentiellement semi-stables

Pour plus de détails, voir [FP94, chapitre I, §1.3]. On garde les notations et les
conventions des paragraphes précédents. En particulier, K est toujours une extension
finie de Q, et K{ est son sous-corps maximal non-ramifi¢, dont le degré sur Q, est
f = [Ko : Q). Rappelons que l'on a défini ci-dessus un caractere additif ¢k a valeurs
dans Q,((p~) = Un>0Qp(¢or) en posant Y (a/p") = ;:K/Qp(a). On fixe une extension
abélienne finie L/K et on pose toujours G = Gal(L/K).

Le lemme suivant est laissé en exercice au lecteur.

Lemme 2.4.1. — Si L/K est une extension finie et si V' est une représentation p-adique
de Gy, alors DYy (Indy V) ~ D5 (V) et Dpst(Indy xV) ~ Indy Dyt (V).

Si V' est une représentation potentiellement semi-stable de G, alors la représentation
Ind/xV ~ (Qu[G] ®q, V)" est bien-sir elle aussi potentiellement semi-stable et D =
Do (Indz xV) est un K§"[G]-module muni d’une action naturelle Frg-semi-linéaire de
Wi. On munit D d'une action linéaire de Wk, p : Wi — Autgmg(D) en posant
(p(w))(d) = we™@)(d) on I'application v est celle définie au paragraphe 2.3. Le module
D est muni d'un opérateur de monodromie N vérifiant N o ¢ = pp o N ce qui fait que
p(w) ' Np(w) = q;((w) et que (p, N) est une représentation du groupe de Weil-Deligne.

On pose alors :
8('[//‘[(7 V) - €<D7¢K7 /’LK> - 8(p7 ¢K7 ,U/K) det(—FI'K | DIK/<_DIK)N:0)‘

Il est facile de voir (cf [FP94, remarque 1.3.3]) que la représentation p est Q,-rationnelle,
d’ou l'on tire que e(L/K, V) € Q,((y)[G].
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Si E est un corps contenant K™ ainsi que les valeurs des caracteres de G, alors on a :
E[G] = EBWGX(G)EW ou E77 = enE,

et le module D se décompose sur £ en produit de ses n-composantes : Dg = ®yex(q)Dy-

On appelle 7y le caractere trivial. On déduit de la décomposition ci-dessus que

e(L/K. V) =3 exc) €Dy, Vi, i), avee e(Dy, Yrey, pixc) € Ey.
Si V est une représentation potentiellement semi-stable de G, alors par le lemme 2.4.1

ci-dessus, D?R” (Indg;q,(V)) ~ Di (V) et on a donc un isomorphisme canonique :
compy.r/q, : Bar ®q, Indz/q,V ~ Bar ®q, D (V).
On en déduit un homomorphisme :
av,i/x : detg) o(Dgp(V)) @ detq,a)(Indr/q, V) — Q,[G] ®q, Bar.

On voit que detq, ¢ (Ind;/q,V) est une Q,[G]-représentation de de Rham de rang 1
et de poids r = —[K : Qplty(V) et il existe donc une extension abélienne finie K'/Q}"
telle que la restriction de detq,¢(Ind;/q,V) & Ggs soit isomorphe a Qp[G](r). On en
déduit donc une application oy 1/ : detéi[G](DdLR(V)) ® detq, ¢ (Indy/q,V) — K'[G],
donnée par la formule ay,/x = t™"ay 1k, ou t = logle] € Bgr est 'uniformisante de
Bl associée & &€ = ((pn)n>0-

Soit & I’élément de Gal(ng/ Q,) qui opere trivialement sur les racines p"-iemes de
I'unité et dont la restriction a Q) est égale a o, et soit ay,r/x = detq, () (Indz/q,V)(7) €
2,(G)"

Définition 2.4.2. — On pose : Z,[Glyx = {z € ZET[G] | o(x) = ay/kr} et
Qu[Glv.r/x = Qp @z, Zp[Glv,1/k-

Le module Z,[G]yv,/k est alors libre de rang 1 sur Z,[G] (voir [Kat93b]). Posons
o G-, siiso0
W’ S17x U,

et T*(V) = [[ep I* (i) VIEQ0] - Soit aussi

1€Z

Bv,Lk = )\(K/Qp)fdimvrwv)g([f/f(» V)AOCV,L/K’

ou AMK/Qyp) = MK /Qp, o, ik, to) est la constante définie dans le paragraphe 2.3.

Lemme 2.4.3. — L’application By, k induit un isomorphisme :

By + det i) (D (V) @ detq, 6 (Indzq, V) — QulGly, -
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Démonstration. — On note x : Gx — 7, le caractere cyclotomique. Si on pose D =
Dy (Ind/k (V) = (Qp[G] ®q, Dpst(V)), alors on a (voir le paragraphe 2.3) :

)\(K/Qp)dimv5(D7 VK, fixc)
g(IndK/QpDa 77Z)0) MO)

€ Q,[G].
Pour tout g € Gq,, on a :

g(g(IHdK/QpDa ¢07M0)> = E(IndK/QpDa 1/)0 o mx (9)» /4L0)
detQpG](IndL/Qp P5t< ))( (g))E(IHdK/QpD7wO7MO)7

D’autre part, si z € detéi[a} (Dir(V)) ® detq,)(Ind/q,V), alors :

)
g(av,x(z)) = x""(g9) detq,(IndL/q,V)(9)av,L/k (2)
= detq,(¢)(Indz/q, Dpst(V))(9) v,z /i (2).

On en déduit le lemme. O

On donne maintenant une formule explicite pour l'application By g,k pour les
représentations absolument cristallines, formule qui est utilisée dans la suite. On suppose

donc que K est non-ramifiée, et on écrit comme ci-dessus f = [K : Q,], qx = p/ et

d=dimV.
Lemme 2.4.4. — Si 'V est une représentation cristalline de Gk, alors :
€<D777 wK,m MK) = det(@ ‘ Dcris(‘/))a(n)T(nil)fd & 6:7.

Démonstration. — Comme D = Dy (Indg, /kV) = (K™[G,] @k Deis(V))", on a D, =
e%sz Rk Deis(V). L’action naturelle du groupe de Weil sur Ds(V) est triviale ce qui
fait que 'action linéarisée p est non-ramifiée et est donnée par la formule p(Fry) = /.
D’autre part, G'x opere sur e; par le caractere n~t. Comme K/Q, est non-ramifiée, on a
n(vg) = 0 et la formule (6) du paragraphe 2.3 appliquée a V' = e%Q;b et W = Des(V)
nous donne :
E(Dna 'QZ)m MK) = 5(77_17 ¢Ka ,uK)d detK(SOf | Dcris(v))a(n) ® 6;7'

Par le lemme 2.1.5, on a detx (¢/ | Deis(V)) = (=1)F D4 det(p | Deis(V)) et par le
lemme 2.3.3, on a e(n~, ¥, pr) = (=1)FDe 7 (=1 On en déduit le lemme. O

Soit z, = ¢ + Gz + - - + (pn et soit R, le Og[G)]-réseau de K,, engendré par x,. On
fixe un Og-réseau M de Dgis(V) et T un réseau de V' et on pose M, = R, Qp, M.
La restriction de Indg/q,(V) a Gk est manifestement cristalline ce qui implique que la

restriction de detq, (Indg/q,(V')) a Gk est isomorphe a Q,(r). Pour L = K, I'application

ay,r Kk $écrit donc :

av i : detg Dip(V) @ detq, (Indk/q,(V)) — Q;".
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Pour simplifier les notations, on note ay x (M, T) I'image de detii M ® detz,(Indg/q,T)

et on pose :
ﬁV,Kn/K(Ma T) = ﬁV,Kn/K(detii[Gn}(Mn) X detzP[Gn](IndKn/KT)).

Proposition 2.4.5. — Si'V est une représentation cristalline de Gy et T un réseau de

V', alors :

ﬂmmewaWWQ“<2ﬁmwuxamrmﬂ+«wﬂ&%»”ﬂMfy
n#1

Démonstration. — Si G est un groupe abélien fini et M un G-module, alors on a un
isomorphisme canonique M ~ (M ® Z[G]")“ qui envoie m € M sur > geq g(m) @ gt
En particulier, si M est un Q,[G]-module et E une extension finie de Q, contenant les
valeurs des caracteres de GG, alors apres extension des scalaires on obtient un isomorphisme
Mg ~ (Mp®pE[G]')¢ qui envoie e, (m) sur e, (m)®§Ge,, pour touslesm € M, n € X(G).

Si V est une représentation cristalline, alors l'isomorphisme entre D?R”(IndKn /Q,(V))
et Dfﬁ (V') peut étre explicité comme suit. Le plongement canonique Beis ®q, Qp((pn) —

Bgr induit un homomorphisme naturel :

(:[IldK/Qp (V) ®Qp BCriS) ®Qp (Qp<€jﬂ") ®Qp Qp [GTL]L) - ((IndK/QP (V) ®Qp QP[G”Z]L) ®Qp BdR'

Le théoreme de Hilbert 90 (H'(Gal(K/Q,), GLy(K)) = {1}) et le fait que K/Q, est non

ramifiée nous donnent Deyis(Indg g, (V)) ~ Dais(V). Comme Indg,q, (V) ®q, QplGnl* =~

Indg, /q,(V) et (Qup(érn) ®q, QplGn])“™ =~ Qu((n), on en déduit I'isomorphisme voulu :
Dt (V) = Dess(V) ©q, Qp(Gr) = D (Indr, q, (V).

Soient compe;, : Bais ®q, Indk/q, (V) = Beis ®q, Dais(V) et compy g, /q, : Bdr ®q,
Indg, /x (V) = Bar ®q, fog(V) les isomorphismes de comparaison. On a un isomor-
phisme :

(Q[Gnl" ®q, Qu(G)" @, Bar = Q,[Gul' @q, Bar
(z®@y)®z— 2@ (y2)

et compy ., /q, s’écrit comme le composé :

Bur ®q, (Indg/q, (V) ®q, QplGnal") = Bar ® (Q,[Gal* ®q, Qp(Gr))“™ ® Indg/q, (V)
= Bar ® (Qp[Gh]' ®q, Qp((n))™ ®q, Daris(V) ~ Bar ®q, Dig (V).

comp

L’isomorphisme (Qp(Gr) ®q, Qp[Grnl")™ =~ Qp((pr) envoie 1Gre,(z,) ® el sur e,(y),
et donc pour tous v € Indg/q,(V), n € X(G,) on a:

cris

1

(2.4.1) compy i, /q, (V@ €,) = (ComPpy(v)ey (Tn)) ® 1Gnen(wn)
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Si v est une base de detz, Indg,q,(T), alors v peut étre vue comme une base de
detz, ¢, (Indk, /q, (1)) =~ Z,[G,]* ®z, detz, Indk/q, (T') et pour tout n € X(G,), on note
U, = €, ®0 sa n-composante. Soit m = Am; une base de detz, M. On pose 3; = 2, @m; €

M,, et on note 3 = AfB; la base de detz,q,) M, associée. La formule (2.4.1) nous donne

alors :

vosialy ) = avalii 07 (o)

Si k = a(n) # 0, alors e,(z,) = e,(¢r). On a une formule bien connue pour les sommes

de Gauss : 7(n)7(n~") = pn(c), olt ¢ est la conjugaison complexe ¢ : (n — (' et donc
L/ (4Gnen(xn)) = p~"T(n~")n(c).

Comme K/Q, est non ramifiée, on a A(K,Q,) = 1 et la formule démontrée dans le

lemme 2.4.4 donne :

By iyt @Ty) = () g T* (V) i (" @ B) det( | Deris (V) 7.

Sin = no est le caractere trivial, alors e, (z,) = (1—p)~" d'ott 1/(§Grey, (z,)) = —p*™"

et on obtient :
~_ ~ 1—n)d+x
Byt (Bt @ T) = (—1) o) gl ™0 (V).

de77 = cfden, le lemme 2.1.6 donne :

Comme n(c)’
5V,KH/K(B71 ® )

= T (V) g™ (Z det( | Dens(V)) ™M, + (—1)qujrl<€no> avk(m™ ®7),

n#No

et comme ¢/? est une unité de Z,[G,], la proposition est démontrée. O]

2.5. La conjecture Cgp(L/K,V)

On commence ce paragraphe par la définition de la droite d’Euler-Poincaré. Rappelons

que V' est une représentation p-adique de Gk, que L est une extension abélienne finie de

K et que l'on a posé G = Gal(L/K).
Définition 2.5.1. — La droite d’Euler-Poincaré Agp(L/K,V) de V est définie par la
formule suivante :
AEP(L/K, V) = detQp[G] RF(L, V) & detQP[G} (IIldL/QpV>
~ ®f:0(detQP[G] Hi(L, V)>(_1)i & detQP[G](IndL/QPV).

Si T est un Z,-réseau de V', alors Indy,q, 7" = Indx/q,(Z,[G] ®z, T)" et RT'(L,T') sont
parfaits sur Z,[G], et par la proposition 2.2.1 le sous-Z,|G]-module de Agp(L/K,V) :

AEP(L/K, T) = detzp[G] RF(L, T) (9 detzp[g](IDdL/QpT)
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ne dépend pas du choix de 7" et définit donc un Z,[G]-réseau canonique de Agp(L/K, V).
Revenons aux constructions du paragraphe 1.4. Par le lemme 1.4.3, la suite duale de
la suite (1.4.2) s’ecrit :

0— H(L,V*(1))* — D

cris

(V)" @ tye)(L) — D:

cris

(V1) — HQ(L, V) —0,

et en composant cette suite avec la suite (1.4.2), on obtient une suite exacte de Q,[G]-

modules :

(2.5.1) 0— HL,V) — D (V)@ ty(L) — H'(L,V)

(V) — Dg

cris

En utilisant la suite exacte 0 — ¢7..4y(L) — DiR(V) — ty(L) — 0, on en déduit des
isomorphismes canoniques :

(2.5.2) 8y 15 © detqye) Dir(V) © detq, e RO(L, V) = Q,[G],

(2.5.3) App(L/K,V) = detg o (Dir(V)) ® detq,g)(IndL/q, V).

En composant le dernier isomorphisme avec I’application By, on obtient une triviali-

sation canonique de la droite d’Euler-Poincaré :
5V,L/K : AEP(L/K> V) = Qp[G]V,L/K-

Nous pouvons maintenant enfin énoncer les conjectures Cgp(L/K,V) et Crp(K,V)
(voir [FP94, Per95, Kat93b]).

Conjecture 2.5.2 (Crpp(L/K,V)). — SiV = Q, ®z, T est une représentation poten-
tiellement semi-stable de Gk et si L/K est une extension abélienne finie, alors ’applica-

tion Oy, ik envoie App(L/K,T) sur Zy|Glv,1/k-

Si L = K, alors on peut reformuler cette conjecture en termes des nombres de Tama-
gawa locaux (voir [FP94] et la définition 1.4.4 ci-dessus). Soit w € detq, DIR(V) une
base vérifiant w ~ w; ' ® w; avec w; € detq, tyv(K) et wy € detq, ty+1)(K). Soit wr une

base de Indg/q, (T) et soit ay,x(w,T) = avk(w™ ® wr).

Conjecture 2.5.3 (Crp(K,V)). — SiV = Q, ®z, T est une représentation potentiel-
lement semi-stable de Gk, alors :
Tam?(w1 (T)

Tamy,, (T%(1))

(]./VJ((CU, T)

—|d dim V/2 r*

p
La proposition suivante rassemble quelques propriétés fonctorielles de la conjecture
Crp(L/K, V).

Proposition 2.5.4. — (1) Les conjectures Cgp(L/K,V) et Cgp(L/K,V*(1)) sont

équivalentes.
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(2) Si0—- V"=V = V" — 0 est une suite ezacte de représentations potentiellement
semi-stables et si la conjecture Cgp est vraie pour deux des représentations V', V et V",
alors elle est vraie pour la troisieme.

(3) Si M/K est une extension de K contenue dans L et si Crp(L/K,V) est vraie,
alors les conjectures Cep(L/M, V) et Cgp(M/K,V) le sont aussi.

(4) Si la conjecture Crp(L/K,V) est vraie, alors pour tout caractére n € X(G), la
congecture Cyp(K,V(n)) est vraie.

Démonstration. — La démonstration se fait comme dans [Per95, C.2.9], en utilisant en

plus les remarques suivantes :

(1) La dualité locale donne un isomorphisme detz ¢ RHomgz, (RI'(L,T),Z,) ~
detz, o RT'(L, T*(1)).

(2) Pour le triangle exact RI'(L,T") — RI'(L,T) — RI'(L,T7") — RI'(L,T")[1], on a
un isomorphisme fonctoriel dety o) RI(L, T) = detz, ¢ RT(L, T') ® detg, ) RT(L, T")
(voir [KM76, proposition 7]).

(3) Sion pose H = Gal(L/M) et Dy = Dpge(Indp V) et Dijx = Dpse(Indy/x V),
alors pour tout n € X(H) on a :

)\(M/K)dimVE(DL/M,m Ui, i) = €(Indagy x (Drynin)s Vi 1)
= H E(DL/K,ﬁ,¢ﬁ7MK)-

nexX(G)
i

On en déduit que la restriction transforme By, x en By, et le fait que Crp(L/K,V)
implique Cgp(L/M, V) résulte maintenant de la proposition 2.1.1. La deuxiéme implica-
tion est analogue : on voit facilement que la projection de Q,[G| sur Q,[G/H] transforme
BV,L/K €n 5V,M/K-

(4) Soit £ un corps contenant toutes les valeurs des caracteres n € X (G) et soit V(n) =
E(n) ®q, V. Si on note A(G) l'ordre maximal de E[G], alors on a des isomorphismes

canoniques :
A(G) @7, RT(L,T) = RI(K, A(G) ®z, T) = @yexRI(K,T(n)).

Sila conjecture Cgp(L/K, V') est vraie, alors 'application éy,/x envoie Agp(K, A(G)®z,
T) sur A(G)v,yx = A(G)®z,(61Zp|Glv,L/ Kk - En décomposant cet isomorphisme caractere
par caractere, on en déduit les conjectures Cgp(K,V (1)) pour tous les caracteres n €

X(G).
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3. L’exponentielle de Perrin-Riou

Dans tout ce chapitre, on suppose que K est une extension non-ramifiée de Q,. On
commence par des rappels et des compléments sur I’exponentielle de Perrin-Riou, ce qui
nous permet d’énoncer la conjecture Cry (K /K, V). Dans le chapitre suivant, on montre
que Chy (Ko /K, V) est équivalente a Cgp(K, /K, V) pour tout n > 1 et finalement, on
démontre la conjecture Cry (Ko /K, V).

3.1. Rappels et compléments

L’objet de ce paragraphe est de rappeler la construction et certaines propriétés de
I’exponentielle de Perrin-Riou, tout d’abord telle qu’elle a été définie par Perrin-Riou
elle-méme dans [Per94], puis ensuite (dans le paragraphe suivant) telle qu’elle a été faite
par I'un d’entre nous dans [Ben00].

Rappelons que K,, = K((pn), que Koo = U1K, que I' = Gal(K/K) et que G,, =
Gal(K,/K) ~T'/I',. On fixe un générateur topologique v, de I'; et on pose 7,, = vfn_l ce
qui fait de v, un générateur topologique de I',,. Si on note Ag le sous-groupe de torsion
deT',alorson al' >~ Ag xT'y et A = Z,[Ag] ®z, Z,[[I'1]]. On définit une action de I' sur
K[[X]] par la formule :

g(X) = (1+ X9 -1,

ot x : I' — Z est le caractere cyclotomique. On munit par ailleurs K[[X]] d'un Frobenius

et d’un opérateur différentiel 0 en posant :
+o00 ' +00 '
(Y wX) = alp(X), onp(X)=(1+X) -1,
i=0 i=0

a:(1+X)diX.

On vérifie facilement que 0o ¢ = pp 0 0. Soit ¢ : K[[X]] — K|[[X]] 'opérateur défini par
la formule :
BI0) = 2™ (Z FE+X) - 1)) ,
¢r=1
qui est compatible avec la définition du paragraphe 1.3. Il est classique que Ok [[X]]¥=° =
{f € Ok[[X]] | ¥(f) = 0} est un Og|[[[']]-module libre engendré par 1 + X.

On note H I'ensemble des séries formelles f(X) € Q,[[X]] qui convergent sur le disque
unité ouvert, c’est-a-dire {z € C,,|z|, < 1}, et I'on pose H(I'y) = {f(71 — 1), f € H} et
H(I') = Q,[Ak] ®q, H(I'1). Pour tout A-module N, I'homomorphisme naturel N — Np,
se prolonge en une application H(I') ®y N — Q, ®z, Nr,.

Si V est une représentation cristalline de G, alors on pose D(V) = Ok[[X]]¥=° ®o0,
D.is(V). Pour tout k € Z, on définit une application Ay : D(V) — Deys(V)/(1 —
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") Deis (V) par la formule Ay (f) = (0% f)(0) mod (1 — p*¢)Deis(V). Si on écrit A =
Brezly, alors pour tout f € D(V)2=0 T'équation (1 — ¢)F(X) = f(X) a une solution
dans H(V) = H ®q, Deis(V) et on en déduit une application :
E%/,n : D<V)A:0 - Dfﬁ (V)/DcriS(V)SD:1=
=0 @e) " (F)(Gr — 1),

Dans [Per94|, Perrin-Riou a démontré le résultat suivant.

Théoréme 3.1.1. — Sih est un entier tel que Fil”"DX (V) = DX, (V), alors pour tout
i € Z vérifiant i +h > 1, il existe un A-homomorphisme (appelé exponentielle €élargie, ou
exponentielle de Perrin-Riou) :

Expf g 1 DV (1))~ — H(D) @4 (Hy, (K, T(0)) /T ()%,
vérifiant les propriétés suivantes :

(1) Le diagramme ci-dessous est commutatif :

EXP?/(i),h
—_—

D(V(i)2=" H(T) @ (Hiy, (K, T(i)) /T (1))
E“E/(i),nl lprT(i),n
h+i—1)! expy (;
DI V(i) e (K, V(@) H (T, V (05,
(2) Soit ey =e ' @t le générateur de Deis(Qp(—1)) associé au choix de € et soit :

Twiyx - HL (K, V(i) — HL (K, V(i + k)

Vapplication définie par Twi ;) (x) = 2 @ €®*. On a alors :

Exp;(i+1)7h+1 = _Twi/(z’),l © EXp;:/(i)JZ o (a & 61).

(3) Si
log(71)

Em - - y
log x(m1)

alors Expi(i),hu = EhEXp%/(z‘),h'

On déduit de ce théoreme plusieurs formules qui nous sont utiles. Tout d’abord, en
itérant (2), on obtient :
Expf/(imﬂ = (—1)"TW§/71. o EXp;h o (8i ® €;).

Soit I(I') 'anneau total des fractions de H(I") (il suffit en fait d’inverser les ¢;). Le (3)
permet de définir pour tout h € Z :

Expy, : D(V)2=" — K(T) @4 (HL, (K, T)/T"<).
En particulier, si Fil’Dis(V) = Deis(V), alors on dispose de 'application :
Expi, : D(V)20 — H(T) @4 (Hy, (K, T)/T"%),
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qui est telle que pour tout ¢ > 1, si I'on pose EEﬁ?f = E (i © (07" ® e_;), alors le
diagramme ci-dessous commute :

£ £
va’ioExpvyO

D(V)A=0(i) H(T) @4 (Hiy (K, T(0))/T(i)")

Ei})nEJ( J{PFT(i),n

—1)%(i—1)expy(5). i, ) )
D (v (1)) —TERVOS g (i) HY(T,, V(i) ).

Rappelons a présent quelques résultats techniques concernant I'application =, et qui

sont démontrés dans [Per94, §3.4]. L’homomorphisme A donne lieu a une suite exacte

courte :

qui induit une suite exacte :

Deris (V) Desis(V)
(1= ¢)Dais(V) (1 = ¢)Deris(V)
La deuxicme floche de cette suite est donnée par la formule d — d ® (7 — (1 + X) si
d=d mod (1 - ¢)Deas(V).

L’application Z5,, se factorise par (7, — 1)D(V)*=? et on note :

(3.1.1)  0— — (D)2, = D(V)p, —

n

— 0.

=i (D)), = DI (V) /Do (V)7
la fleche qui s’en déduit. Soit :
Expyy, « (D(V)* ), — (Qp ®z, Hyy (K, T)/T")r,
Iapplication déduite de Expy,,.

Proposition 3.1.2. — (1) La suite :

1

0 — Dcms(V)/(l - (p)DCI‘IS(V> — ker E;:/’n i) DCI‘iS(V><P:p_ N 0

Y

ot f(a(X)) = «a(0), est exacte.

(2) L’application o — Trg, /i (o) induit un isomorphisme :
coker(Z5,,,) = Denis(V)/(1 = p~ ™) D (V).
(3) On a une suite exacte :
(3.1.2) 0 — ker(Z;,) — ker(ExpS,, ,) — Fil’DXr (V) /10
— Dais(V)/(1 = ™07 )Dais (V) — (V*(1)9%)* — 0,

dont les trois derniers termes sont obtenus en dualisant la suite exacte (1.4.1) (voir le
lemme 1.4.3).
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Démonstration. — Voir [Per94, 3.4.4-3.4.5]. Remarquons néanmoins que dans [Per94],
Perrin-Riou utilise une autre normalisation de 'isomorphisme (2), a savoir a — (1 —
©)Trg, /(@) (mod (1 — p~'p 1) Deis(V)). Comme l'opérateur 1 — ¢ coincide avec la
multiplication par 1 — 1/p sur (1 — p~1p 1) Des(V), cela ne change pas les énoncés. Le

choix que nous faisons dans ce texte semble plus naturel (voir le paragraphe 4.3). O

3.2. L’application exponentielle et les (p,I')-modules

Nous rappelons maintenant la construction de 'exponentielle en termes de (¢, T')-
modules qu’a donnée 1'un d’entre nous (dans [Ben00]). On suppose désormais que V
est une représentation cristalline de G qui est positive, c’est-a-dire que les opposés des
poids de Hodge-Tate de V' sont 0 = r; < ry < --- < rg = h. On fixe un Z,-réseau 1" de
V stable par Gk, et on définit un Og-réseau M de D;(V) par :

M = {f(X) € (B, x ®a+ N(T))" | (0) € N(T)/XN(T)}.

La proposition V.1 de [Ber04] nous dit que le déterminant de l'isomorphisme de com-
paraison Bqr ®q, Indg/q,V =~ Bar ®q, Dis(V), calculé dans des bases de T et de
M, appartient a @]X(mt“Jr“*"d, c’est-a-dire que dans les notations de la section 2.4, on a
ay (M, T) € OF...

L’anneau Ok|[[X]] est muni comme ci-dessus des opérateurs ¢ et 0 = (1 + X)d/dX,
et on pose D(T) = Ok[[X]]¥"° @0, M, ot M est le réseau de Deis(V) que I'on vient de
définir.

Pour des raisons techniques, on remplace le complexe C, ., (K,,T) par le complexe
0 "(Cypr, (K, T)) de (¢,T')-modules sur Ak, = ¢ "(Ag), complexe qui est isomorphe
a C, (K, T). On pose X, = [¢/7"] — 1.

Supposons d’abord que V#% = () et rappelons que dans cet article, p # 2. Soit nq, ..., ng
une base de N(T) et soit m = .0 a;(X) @ ny, avec a;,(X) € B, x, un élément de
M. Si v €T, alors un petit calcul qui utilise les congruences y(n;) = n; mod XN(T)
montre que si 'on pose ¢, = Hle(xj (7) — 1) pour un générateur topologique v de I'
et pour tout k > 1, alors a;(X) appartiennent & 'anneau A% = AL[[X* /¢y, k > 0]]. Si
a = f(z) @ m € D(T), alors on pose Ej,(f) @m =" (a;(X)Exn(f)) @ ns, ol :

Balf) = U=RE=h) Tk aiongeigp(x,)).

i
J=1

On tronque les séries a;(X )/t modulo X et on note a;Fy ,(f) les séries que 'on obtient

ainsi. Soit :

d
Erkn(a) =Y 1 ® a;Ey,(f) @ .
=1
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On vérifie que Erpn(a) € ¢ "(D(T(k))) et on définit Fry () € o ™(D(T'(k))) par :

(1= @) Frpn(@) = (1 = m)Erpn(a),

ce qui fait que (Erpn(a), Frin(a)) définit une classe de cohomologie dans l'espace

HY(¢™™(C,n, (K, T(k)))). En composant avec l'isomorphisme :
H' (67 (Co, (B T(R))) = H(K, T(R)),
on obtient un homomorphisme :
Q% pn : D(T) — HY(K,, T(k)).
Revenons maintenant au cas général (on ne suppose plus que V& = () et posons :
H(T) = {a € Ok[[X]]®@o, M | ¢(a) = a}.

Rappelons que pour tout j € Z on a défini un homomorphisme A; : D(V) —
Deis(V)/(1 — p?0)Deyis (V) par la formule A;(f) = 87 £(0) (mod (1 — p?¢)Des(V)). U

petit calcul montre qu’on a une suite exacte :

=

0 — M?=! — H(T) =% D(T)2=" — 0,

(voir par exemple [Ben00, §54.1.2 - 4.1.3]) et la méme construction qu’avant fournit un

homomorphisme :
St + H(T) — H'(K,, T(k))

qui s’inscrit dans un diagramme :

EE

H(T)  —5 HY(K,, T(k))
e |
D(T)A=0 —— HYK,,T(k)/HT,,T(k)¥x).
En particulier, si V5 =0, alors on a :
Srkm(@) = Q7 ((1 = p)a).

Les résultats suivants sont démontrés dans [Ben00, théoremes 4.3 et 5.1.2].

Proposition 3.2.1. — Si V est une représentation positive vérifiant VIE = 0 et si
a € D(T), alors :

(1) Pour tousk>1etn>1, ona:

Q%,k,n(a) = (_1)k(k - 1! eXpV(k),Kn(Fk(Cp” - 1)),

ot Fy,(X) est une solution de l’équation (1—p)Fy, = (0 *®e_1.)(a) et e_y est le générateur
de Deis(Qyp(k)) associé a e.
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(2) Plus généralement, pour tous k € Z etn =1, on a :

Q;k,n((gp ® U)_n(a)) = prV(k),n © TW‘\g/,k © EXp;O(Q)'
(3) Soit (-, -)rym : H'(K,, T(k)) x H'(K,, T*(1—k)) = Q, Uaccouplement fourni par

la dualité locale. On a alors
(QET,k,n(OO’ QeT*(—h),h—kH,n(ﬁ))T(k),n =

(—1)kpnh H(k —m)Trg,q,res (% [8%04()(”), (01 @ €fh)ﬁ(Xn)] dX, ) |

1+ X,

m=1

Remarque 3.2.2. — (1) Cette proposition entraine la loi de réciprocité de Perrin-
Riou (le théoreme 4.1.1 ci-dessous);
(2) rappelons qu'une représentation cristalline W telle que W = WHK est néces-

sairement de la forme W = @;czQ,(i)%, voir [Per94, lemme 3.4.3].

Proposition 3.2.3. — Si'V na pas de sous-quotient isomorphe @ Q,(m), avec m € Z,
alors pour tout k ¢ [1,h], application QF k1 induit un isomorphisme
~ * =1
D(T)(k)r, = (¢"N(T)(k))p; " — Hp (K, T(k))r, .
La démonstration de cette proposition fait 'objet du reste de ce paragraphe. Pour

o . e O
simplifier la notation on pose Q%., = Q% ;.

Lemme 3.2.4. — Le A-module (p*N(T))¥=! est libre de rang d = dim(V') et pour tout
k & [1,h], Uapplication Q.. induit une injection :

3
QT,k

D(T)(k)r, = (¢"N(T)(k)y — Hy, (K, T(k))r,.

Démonstration. — Rappelons que A C W(E) et soit A”? lensemble des r =
> o PMlzk] € A tels que 7y € mg pour tout & > 0. On a une suite exacte scindée
0 — A" - At S W(kyk) — 0. Si D*%T) = (A>° ®z, T)"x, alors on a une suite
exacte :

0 — D7) —» DN(T) S (W(kk) ®z, T)"< — 0.

Comme la restriction de 1 & W (kg) coincide avec ¢ =1, on a (W (kg) ®z, T)V=")Hx =
THrx = (0 par hypothese , d’on DH(T)¥=! = D>9(T)¥=!. Comme T est positive, on a
©*(N(T)) € N(T) € DT(T), don (p*N(T))¥=! € D>YT)¥=!. L'opérateur 1 — ¢ est
inversible sur D>%(T'), d’inverse >0 ¢’ et un petit calcul montre qu’il donne lieu & un

isomorphisme :

(¢"N(T)"™ = (&"N(T))"".
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Pour montrer que le A-module (¢*N(7T))¥=!

est libre de rang d = dimV, il reste
enfin & remarquer que (*N(7))¥=Y est un A-module libre engendré par les éléments
o(n;) ® (14 X), ou ny,...,ng est une base de N(7).

Posons maintenant o = f@m € D(T), o m = 3.0 a;(X)@n,; € (Brig.ic Dat N(T))"
et f € Og[[X]]¥=°. La proposition 3.1.3 de [Ben00] montre que I'on a alors :

(1 —=m)érn(a) = (1 =) (Era(f) @ m @ )

1_2# FX) @m@ ™ mod X,Qyl[Xi]] @4+ N(T)(k)

= Zai(O)l_;f—Wf(Xl) ®@n; ®e®  mod X;N(T)(k)

ce qui fait que (1 —71)Erk(a) € Ak, ®5+ N(T)(k). D'autre part, soit ¢y I'opérateur 1
agissant sur Ag,. Comme 11 (077 f(X1)) = 0 et o1 (X™x) = X" (x), on a ¢y (Erp(a)) =
0 et donc (1 —7)érk(a) € (Ak, @4+ N(T)(k))¥»=° d’ou :

1

Frale) =1 —¢) 7 (1 = n)érpla) € (AL, @+ N(T) (k)"

et la formule o — ¢(Fry(a)) définit un homomorphisme D(T)(k) — (p*N(T)(k))¢=

qui induit un diagramme commutatif :

D(T)(k)r, — (¢"N(T)(k))t,"

|

HIIW(K7 T(k>>F1

I3
QT,k

HY(Ky, T (k).

Le (3) de la proposition 3.2.1 entraine I'injectivité de 7., pour k ¢ [1,h] et I'ap-
o, — (@*N(T)(k))=" est donc injective. D’autre part, D(T)(k)

Iy

plication D(T')(k

et (¢*N(T)(k))¥=' sont des A-modules libres de méme rang, donc D(T)(k)r, et
(gp*N(T)(k:))?1 " sont des Z,-modules libres de méme rang et D(T)(k)r, est un réseau de
(@*N(T)(k)){=". On en déduit que Vapplication (*N(T)(k))p" — Hi (K, T(k))r, est

injective et le lemme est démontré. O]

Remarque 3.2.5. — On donnera plus bas une autre preuve de l'injectivité de I'appli-
cation (gp*N(T)(k:))ﬁ:l — H{ (K, T(k))r, (voir Proposition 4.4.2).

Lemme 3.2.6. — (1) Si f(X1), g(X1) € A%, alors pour tout k € Z etn >0, on a :

es (Ek,l( f)t"g(Xl)liX)l(I) ~0 mod (w%)
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(2) Sim® feDT) et Be(e*N(T(=h))¥=1(h —k—1), alors :
dX I (k
res <Ek,1(f)[m, cp—l(ﬁ)]V(k)l +)1(1) =0 mod (phw(—)h)) 5
ot h est le dernier saut de la filtration de Hodge de Dar(V') et ot on a I'*(k)/T*(k—n) =
(k—1)x---x (k—n), méme si k <0.

Démonstration. — On commence par montrer le (1). Si 0y = (14+X;)d/d X}, alors 0, = p0

o <h(X1)) QX)) h(X))

et on a :

tn i —np tn—‘rl :

On en déduit que :

eS(h(Xl) dX, ): 1 es(alh(Xl) e )

1+ X, np 1+ X,

np
et par récurrence on obtient la formule :

h(X1) dX, 1 O h(X,) dX,
res = res .
tn 1+X1 (n— 1)!]9"71 X 1—|—X1

On applique cette formule au calcul du résidu :

res (Ek’l(f)[m, N CHII 1C—ZI—X)1(1> .

La série L} ; est définie par :

Bty = Y U )

j=1
Sin > 7, on a évidemment :

A=R@=R) - G=h=1) oy dX)
res( " PO (X))t 9(X1)1+X1)

_ pj*1(1 — k)2 —k)---(j—k — 1)res <t”j3jf(X1)9(X1)1iX;(1> =0.

(n+1—k)x--x(j—1—k) ) 8L
(jfnflf! €Z,dou:

ros ((LEHE=R U2 B2 D s g o615 ) -
LK@=k (G—k=Dp (P07 f(Xy
G—n—Dprt ( X
et on en déduit la congruence (1) du lemme.

Sin<j—1,ona

)9(X1)) dX, )
14+X,)/)°

Montrons maintenant le (2) ; rappelons qu’on a posé ¢; = (x(v) —1) -+ (x(7)? — 1), ot
7y est un générateur topologique de I'. On a X =exp(t) — 1 =t +#2/2! + .-+, d’ol :

(3.2.1) XTHh =gty

81, ,854+h 20

tsittsitn
(s14+ 1) (sj5n + 1)1
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Comme m € M et ¢ (8) € Af, ®,4+ N(T*(—h)), on a:

_ = bi(X1) X7
3.2.2 ! =Xty L
322 g ) = X4 3P

pour des éléments b;(X;) € Aj, . Comme p # 2, en utilisant la congruence (1) du lemme
et les congruences évidentes p*/(s+1)! =0 mod p et p*/cs =0 mod p pour tout s > 1,

on montre que :

51+t sin dX, (k)
E b;j(X =0 d (ph—r-"—
res( ka0 1)(sl+1)!---(sj+h+1)!cj1+X1) o (p T<(k—h))’
et la congruence (2) découle maintenant des formules (3.2.1) et (3.2.2). O

Proposition 3.2.7. — Soient (-, )ru) : H' (K1, T(k)) x HY(K,,T*(1 — k)) — Z,, l'ac-
couplement fourni par la dualité locale, « € D(T)(k), B € (¢*N(T*(=h)))¥= 1 (h — k +
1) et cl(B) € HY(K,, T*(1 — k)) la classe de cohomologie associée a (3 wvia linjection
(@*N(T*(=h)))¥= h —k+1) — HL (K, T*(1 — k)) suivie de la projection. On a alors :
) I (k
(@l d(B)ray =0 mod ().
Démonstration. — Soit A € o~ H{(D(T*(1—k))¥=°) une solution de I'équation (y; —1)A =
¢ '(p — 1)B. La formule du cup-produit en termes de (¢,T')-modules (voir [Her01,

proposition 4.4]) s’écrit :

(71 (), l(8)) vy = —cl ((Erwl(e), o (Dviey — [eFrala), Alvw) -

Pour calculer cette classe, on reprend les arguments de la preuve du théoreme 5.1.2 de
[Ben00]. En termes de (¢, I')-modules, I'isomorphisme canonique H?*(K,,,Z,(1)) ~ Z,
est donné par la formule (voir [Ben00, théoreme 2.2.6)) :

TRy, : H*(¢7"(Co, (K. Zy(1)))) = Zy

7

(cl(h(Xp) @) = M) |

—p—TrK/Q (resh

log X (7n) ’ 1+ X,
Sia = fem € Ok[[X]]"°®o, M, alors il existe y tel que E7x(a) = Ey1(f)@m+(p—1)y,
Frp(a) = Fre(e) + (1 =y)y et (¢ = D Fri(a) = (n = D(Ep(f) @ m).

On en déduit que :

(7 k() cl(B))rw) =

Trr/q, (Tes([%ET,k(f) @m, o (B)lvy — [ePrr(), Alve) s ) ~

log x(71) 1+
Comme 91 (A) =0, on a Y ([pFri(a), Alyr)) = 0, d’'ou (cf. [Ben00, lemme 2.2.2.1]) :

dx
res ([@FT,k(a),A]V(k)l - )1(1) -0




THEORIE D’TWASAWA DES REPRESENTATIONS CRISTALLINES II 37

D’autre part, comme (3 — 1)Ex1(f) € Q,[[X1]] le (2) du lemme 3.2.6 nous donne :

res <[71ET,k<f>®m,W<ﬁ”V<k> = ):

1+ X,
_ dX, (k)
E ! = d (ph—i"").
res <[ k(f) ®@m, @ (ﬁ)]V(k>1+X1> 0 mo <p P*(k—h))
m
Démonstration de la proposition 3.2.3. — La (3) de la proposition 3.2.2 nous donne :

detz, (QET,k(D(T)(k)Fl)> QET*(—h),l-i-h—k(D(T*(_h))(1 +h— k)Fl))T(k)

_ ph F*(l{?) [K13Qp]dz
T(k — h) P

ou d = dim(V). Par ailleurs, la proposition 3.2.7 donne 'inclusion :
detz, (¢ NTIEDE, Uy n DT (R +h = R)))

C ph F*(k) [K13Qp]d Z .
Tk — h) »

Comme linclusion D(T)(k)r, — ((p*N(T)(k))#l:1 est déja établie, on en déduit que
D(T)(k)r, — (@*N(T)(k))?lzl et la proposition 3.2.3 est démontrée. O

Corollaire 3.2.8. — Si k ¢ [1,h], alors :

DT+ (e NTRDE] [DT (1= k)ET (N (1) (1= )

F*(k) [K1:Qp] dim(V)
~('ram) |
Démonstration. — Soit H (K, T(k)) = H (K1, T(k))/H' (K1, T(k))tor. Comme par hy-
pothese V(k)9% =0, on a HY(K1, T(k))or ~ H°(K1,V (k)/T(k)). Soit

0 — Hy (K, T(k))r, — H'(K,T(k)) — Hp, (K, T(k))"" — 0

la suite exacte de la proposition 2.2.2. Comme V n’a pas de sous-quotient isomorphe a
Q,(m), on a V*(1 — k)x = 0 et donc HE (K, T(k)) est fini et on a tHE (K, T(k))'" =
tHO(Ky, V*(1 —k)/T*(1 — k)) (voir le (4) de la remarque 2.2.3). On en déduit :

[Hiu (K, T(R))ry : (0" N(T) (k)5 ] =
gHO (K, V (k) /T (K))
THO(Ky, V(1 — k)/T*(1 — k))

[H' (K, T(k)) : (¢"N(T) (k)L
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d’ou :

[Hiy (K, T(k))r, + (0" N(T) (k)i [ Hiy (K, T (1= ), < (@ N(T*(=h)) (h+1—=k))} ]
= [H' (K1, T(K)) : (¢"N(T) ()P H Ky, T (1= k)« (@"N(T*(=h)) (h+1—k))p .
Par la proposition 3.2.3, ce produit est égal au déterminant :

detz, (7, (D(T) (k) ), Q- (ny 1 1n k(DT (=h)) (L + h = k)r,)) 1

qui est égal a (p"I™*(k)/T*(k — h))KuQldm(V) " Te corollaire résulte alors du fait que
D(T(k))*=" = H}, (K, T(k)). a

4. La conjecture Cr, (K. /K,V)

Dans ce chapitre, on énonce la conjecture Cr, (K, /K, V) puis on montre qu’elle est

équivalente Cgp(K,/K,V) pour tout n > 1 et finalement, on démontre la conjecture

Crw(Koo /K, V).

4.1. Enoncé de la conjecture

Dans ce paragraphe, on énonce la conjecture Cr, (Ko /K, V) (c’est la conjecture que
Perrin-Riou appelle dz,(V')). On commence par des rappels et des compléments sur la loi
de réciprocité explicite.

Soit (v, ) @ HY (K, T) x HY(K,,T*(1)) — Z, I'accouplement fourni par la dualité

locale. On définit une application bilinéaire :
<’7 '>T : Hllw(K7 T) X Hllw(K’ T*(l))L - A?
en imposant que pour tout n > 1, on ait :

<x7y>T = Z (T_lxna yn)T,nT mod (’Yn - ]-)

TEGH

Par linéarité, on obtient un accouplement :
(o hv + K(T) @4 Hyy, (K, T) x K(T') @4 Hy, (K, T*(1))" — K(T).

D’autre part, en posant (1 + X) * (1 4+ X) = 1+ X, on étend la dualité canonique
DI (V) x DX (V*(1)) — K en une forme A-bilinéaire :

*p) : D(V) x D(V(1)) = K @0, Ox|[X]]"™".

Le théoreme suivant est la loi de réciprocité de Perrin-Riou (la conjecture Rec(V') de
[Per94)).
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Théoréme 4.1.1. — Si V' est une représentation cristalline de Gy, alors pour tout h

on a .
(Expy () Expie ) 1-n(9))v (1 + X) = (=1)" " Trgq, (f *p(v) 9)-

On dispose de plusieurs démonstrations de ce résultat : voir [Col98, KKT96, Ben00,
Ber03]. On note Aq, 'anneau Q, ®z, A, et on pose :

APR(KOO/K, V) = detAQP RFIW(K, V) X detAQP D(V)
~ Ly (detag, Hiy (K, V)V @ detag, D(V).
Comme H},(K,T)/TH% est un A-module sans torsion, de rang [K : Q,] dim (V) (voir
le (5) de la remarque 2.2.3), H{,(K,V)/VH% est un Ag,-module libre du méme rang.
Comme HZ (K,V) est un Aq,-module de type fini de torsion, le déterminant de I’appli-

cation exponentielle élargie induit une application :

Soient T'y(V) = Hj>_h(€_j)dimqp Fil/Deris(V) - ot CX/,KOO/K — I‘h(v)ilé(/,Koo/K,h‘ Un petit
calcul montre que I'application 5(/wa/1< : Apr(Koo/K, V) — K(T') ne dépend pas de h,
et le théoreme 4.1.1 entraine le résultat suivant (c’est I'ancienne conjecture éq, (V') de
[Per94)).

Théoréme 4.1.2. — On a6y (Apr(Koo/K,V)) = Aq, .
Démonstration. — Voir le théoreme 3.4.2 et la proposition 3.6.6 de [Per94] . [

Nous allons maintenant donner une version entiere de la conjecture dq, (V) ci-dessus,

c’est la conjecture 0z, (V') de Perrin-Riou. Soient :
AIW(KOO/K) T) = detA RFIW(K, T) ®A detA(IndKoo/QpT)
~ @2 (dety Hi (K, T)) "V @4 deta (Indg, jq,T),

et AIW(KOO/K, V) = AIW(KOO/K, T) ®Zp Qp.

Soit ay,x € Z,; I'élément défini au paragraphe 2.4 et soit :

Avi./k = {fe 6Knr®zp/\ | o(f) =avkf}

On a Indg_/q,(V) ~ (A ®z, Indg/q,(V))" et D(V) ~ A ®z, Duis(V). Comme V' est
cristalline, on a Dys (V) = K™ @k Deis(V) et le lemme 2.4.4 donne ¢(K, V) = 1. L’ap-
plication ay i induit donc par linéarité un homomorphisme :

OV K I detxép D(V) ® detrg, (Indk/q,(V)) = Avik./x ®z, Qp.

En le composant avec ] on obtient une trivialisation canonique :
VKoo /KD

vk ik P Ae(Koo/ K, V) = Avk/k @z, Qp.
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CO’I’LjBCt’U/f’C 413 (CIW(KOO/K, V)) — O’fl a 5V,KOO/K(AIW(KOO/K7 T)) = AV,KOO/K-

Cette conjecture est démontrée dans le paragraphe 4.4, c’est le théoreme 4.4.4.

4.2. Equivalence de Cj, et de Cgp : étude de =

Ce paragraphe et le suivant sont consacrés a la démonstration du théoreme suivant.

Théoréme 4.2.1. — Pour tout n > 1, la conjecture Cry (Ko /K, V) est équivalente a
la conjecture Cgp (K, /K, V).

Afin de montrer le théoreme ci-dessus, nous avons besoin de résultats de descente. La
technique générale de descente des complexes a été développée par Nekovar (voir [Nek02,
§11.6] ainsi que [BG03, lemme 8.1]). Nous avons besoin d’un cas tres particulier de cette
théorie, qui est sans doute bien connu, et qui en tout cas se démontre facilement.

Dans cette section, on pose H = H(I") pour alléger la notation. Si M et N sont deux
‘H-modules libres de méme rang et si f : M — N est un homomorphisme injectif, on
note :

det(f) : detyy M ® det;;' N — H

I’homomorphisme qui s’en déduit. Pour tout n > 0, on a une projection naturelle H —
Q,[G,]. Lalgebre Q,[G,] se décompose en produit de corps Q,[G,] >~ @, E), et on note
p(A) le noyau de la projection H — E). On pose M, = E\®y M, et on note f : My — N,

I’homomorphisme de Ey-modules qui se déduit de f. Le diagramme commutatif :

0 M 2 ap M, —— 0
T
0 N N N, —— 0

donne lieu a des isomorphismes canoniques :
ker(f,) ~ coker(f)'",
coker( f,,) ~ coker(f)r, .
On dit que f est A-semi-simple si la \-composante By de I'application :
By, : ker(f,) < coker(f) — coker(f,)
est un isomorphisme. Dans ce cas on a un isomorphisme canonique :
i detg, My ® detgi Ny ~ detg, ker(f\) ® detgi coker(fy) ~ Ej,

le deuxieme isomorphisme étant induit par By ).

On dit que f est A-admissible si I'image de det(f) s’écrit sous la forme (1 — ~,,)"*hH,
olt h est une unité de Hy(y) et ry = dimpg, (ker fy). On dit que f est admissible si elle est
A-admissible pour tout A et on pose det™(f)y = (1 — ~,,) "> det(f).
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Lemme 4.2.2. — On conserve les hypothéses concernant f : M — N. Si f est \-

admissible, alors f est A-semi-simple et le diagramme suivant est commutatif :

-1 det™(f)x
deth) Mp()\) X deth(A) Np()\) _— Hp(/\)

l l

detE/\ M,\®det;;i NA Zf—/\> E)\.
Démonstration. — Soit Xi,..., X,, € Myy) un relevement d’une base zi,...z,, de

ker fy. Comme M) est un facteur direct de M, on peut choisir X; de telle fagon que

f(X5) = (1 —7,)A; ot A; € Nyny. On fixe un complément X, 4q,..., X, de Xq,..., X,
a une base de M. Soit Yi,...,Y, € Nyu) un relevement d'une base yi,...,y,, de
coker(fy). Les éléments Y;,...,Y, .Y, 11 = f(Xr,41), ..., Y = f(X,,) forment alors une

base de Ny et on a :
det(f)(NZ1 X @ ATLYS) = det (A2, X @ AR Y] = (1= 7)™ detigijr, (Y7 (Ad)),
ce qui montre le lemme. O

En particulier, soit N un Aq,-module de torsion et de type fini; il admet une résolution
projective 0 — P, ER Py — N — 0, ot 1g(F) = 1g(P1). Pour tout A, on note Ay la
localisation de Aq, en p(A). On dit que IV est A\-admissible si f : P, — P, l'est. Dans ce

cas, le lemme 4.2.2 fournit un diagramme commutatif :

det™(f)a
— Ay

l |

det;;i (Nr,), ® detg, (NT), — Ej,

ott la deuxieme ligne est induite par la projection N*™» — N .
On fixe un isomorphisme Z,[[I'1]] ~ Z,[[T]] en envoyant ; sur 1 + 7. On pose :

1 iy
5i:jjA_KZX(g g,

ce qui fait que A = EBf;OQAZ-, ou \; = §,Z,[[I'1]].

Il est clair que 0,(Z,(j)) = 0 si ¢ # j mod (p — 1). Sinon, on a une suite exacte
0 — Z,[[T]] LN Z,|[T)] — Zy(j) — 0, out f; est la multiplication par (x(y1)! — 1) — T,
ce qui fait que dety' Z,(j) = ((x(71)? — 1) = T)A; sii = j mod (p — 1). En particulier,
Q,(7) est admissible.

Proposition 4.2.3. — Si h > 1 est un entier tel que Fil""DX, (V) = DE(V), alors

Uapplication Expy,,, est admissible.
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Nous allons déduire cette proposition du théoreme 4.1.2. Pour alléger les notations,
posons a; = dimg, FiIVDX (V), b; = dimgq, Deis(V)?=* 7 et wi(T) = (1 4+ T)”* — 1. On

commence par un lemme purement technique.

Lemme 4.2.4. — Pour toutn > 1, on a Ty(V) = T3 (V)w,_1(T)* mod w,_(T)% ",
01t T (V) = (b — 1)1 PV log x (3,,)) [ (V)

Démonstration. — Comme :

log(y) _ log(7n)
log x(7)  log x(7n)

=log™! X(Yn)wn-1(T) mod wn_1(T)?,

on a

Tu(V) = +(logx(3) ™ | [T 5% [ena(D)® mod wy (1),

j>—h

J#0
Un calcul facile montre alors que :
(h — 1)1dimap Deris(V) — 4 H % HF i) EQplhin (V)
j>—h >0
J#0

=+ | J] 54| (V)

j>—h

J#0
d’ou le lemme. ]
Démonstration de la proposition 4.2.3. — Il résulte de la suite exacte (3.1.1) que I'image
de : " )
_ _ H, (K, V
detyg, D(V) ™ @ detyg, (IVTK)

dans H(I") est égale a :
bj
v =T(V)detag (V) det/;;p(v*@)HK)* H (det/_\ép Qp(j)> :
jezZ

Fixons un A et notons n le plus petit entier tel que E\ C Q,[G.].

Supposons d’abord que A # A\ (Ag correspond a l'inclusion de Q,, dans Q,[G,]). Alors
detAQp(VHK)7 detAQP(V*(l) K)* et detaq, Qp(j) sont des unités de Hy(y) et v est congru
a:

L5 (V) detag, (V) ety (VF(1)H)" )" [ detag, Qp(i) wn_1(T)™  mod w,_1(T)™*.
JEZ
D’autre part, la suite exacte (3.1.2) nous donne ker(Expy, ;)\ =~ Fil’DX2 (V),, ce qui fait

que dimpg, (ker(Expj;,)r) = ao et Expf,, est bien A-admissible.
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Supposons maintenant que A = \g. Le méme calcul montre alors que v est congru a :
L} (V) detg, (VI /VEx) detjy, (V*(1)"* SV ()9 [ detag, Qp(i) T mod T,
JEZ
ou :
r= dlme (ker(EXp“g/,h,n)Ao)
= dimgq, (Deyis(V)#™") 4 dimq, (Fil’Deyis(V)) — dimg, (V%) + dimg, (V*(1)9%),

et Expy,), est bien A-admissible dans ce cas aussi. ]

Nous allons maintenant calculer le déterminant de l'application =Y, ; ces calculs

généralisent (et corrigent ...) ceux de [Per94, lemme 3.5.7]. Si :
A : D(V) - DcriS<V)/(1 - @)Dcrisaf)

est I'application définie ci-dessus par Ag(a(X)) = @(0) (mod (1 — ¢) Deis(V)), alors la

suite exacte :

_ Deis(V)
0 — D(V)2=0 _, p(v) 2% 0
( ) ( ) (1 - @)DcriS(V)
induit une suite exacte :
Dcris(v) Dcris(v)

— 0.

(421) 0— — (D(V)* ), - D(V)p, —

(1 = ¢)Deis(V) (1 = ¢)Deis(V)
En comparant cette suite avec (3.1.1), on voit facilement que D(V)ﬁ?:o = D(V)§=".

Rappelons que pour 0 < i < p — 2, on note §; les idempotents de Ax = Gal(K;/K).

Lemme 4.2.5. — (1) Le A-module (XZ,[[X]])¥=° est libre de rang 1 engendré par

l’élément :

p—2
z= (T&H—Zdi) (1+X) T=~v-1
i=1
(2) Si Deis(V) ~ (1 — ¢)Deais(V) @ D' est une décomposition de Des(V) en somme

directe, alors :
D(V)>=0 = (Z,[[X]]"™° ®z, (1 = 9)Deis(V)) ® (XZ,[[X]])*™° ®g, D').

Démonstration. — Comme Z,[[X]]¥=" est un A-module libre engendré par (1+ X), tout
F(X) € Z,[[X]]¥=0 s’écrit sous la forme f(X) = 3022 6;9:(T)(1+X), ot g:(T) € Z,[[T]] ~
Z,[[T'1]]. Alors £(0) = go(0), d’ott on obtient que f € (XZ,[[X]])¥=" si et seulement si T
divise go(7). La premiere assertion s’en déduit.

Passons & la deuxieme. Il est clair que pour tout a(X) € (1—¢)Des(V) ®z, Z,[[X]]¥=°
on a a(0) € (1—¢)Deis(V), dott Ag(er) = 0. Si f =d' @ f(X) € D' ®z, Z,[[X]]¥=°, alors
B(0) = d'f(0) € D" et donc Ag(B) = 0 si et seulement si f(0) = 0 d’ou (Z,[[X]]*=° @z,
D")2o=0 = (XZ,[[X]]))¥=° ®z, D’ et le lemme est démontré. O
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Nous pouvons considérer =5, comme un homomorphisme de D(V)20=0 vers I'espace
Ky =1
Dgx (V) /DcriS(V)w :

Lemme 4.2.6. — Pour tout a(X) € D(V)20=Y on a :

Zva(a(X)) =™ (Do @) Fa(Gr — 1) + (1~ ¢>—1a<0>> (mod Dei(V)#).

k=1

Démonstration. — Supposons d’abord que a(X) € D(V)2=Y. Dans ce cas, a(0) € (1 —
©) Deris (V) et 'élément (1—¢) ' a(0) € Deyis (V) /Deis (V)= est bien défini. Soit F(X) €
H @k Deis(V) telle que (1 — ) F(X) = a(X). Pour tout 0 < k<n—1lona:

(0 @) F(Grr —1) = (0 @ 0) T F(Grrs —1) = (p @ 0) a(Grr — 1)
ainsi que (1 — ) F(0) = a(0), ce qui fait que :
= (X)) =p (e @ o) "F(Gn — 1)
=p " (kzn;(sﬂ ®0) Fa(Gr —1) + (1~ 90)_1a(0)> (mod Deys(V)#7H).

Passons maintenant au cas général. Si a(X) € D(V)20=Y alors comme D(V)ﬁ?zo =
D(V)£70, il existe B(X) € D(V)2=0 tel que f(X) = a(X) — B(X) € (yn — 1)D(V)20=0.
Comme Y} (0 ®@¢)*f((r—1)+ (1 —¢)ta(0) =0 (mod Des(V)?=), on obtient :

20, (X)) = Z5,(8(X))
=p" (Z(U ®¢) Fa(Gr — 1)+ (1 - sﬁ)_la(o)> (mod Ders(V)#71).
[

Pour tout cara(fzfére n € X(G,) on note E%/n : D(V)ﬁozo _ Dfi{ﬁ’(v)n/Dcris(V)‘,f:l la
n-composante de =5, D(V)?O DX (V) /Deis(V)#=L. Bien siir, on a Do (V)E=L = 0
si 1) 7 1o.

Corollaire 4.2.7. — Si a = (1 + X) @ d € Z,[[X]]*"° ®z, (1 — ¢)Deis(V)) et si

n € X(G,) est un caractére de conducteur p*, alors :
—e (Oé) _ p_ngp_k(d)en(gpk) s1m 7£ Mo,
o g —p e (L —¢)H(d) sin=np.

Par ailleurs, si 3 = z@d € (XZ,[[X]])¥=°@ D' et si X(G,,) ~ X(Ax)x X(T/T,) est la

décomposition du groupe des caracteres de G, qui correspond a l’isomorphisme canonique
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G, ~ Ak x (I'1/T',,), alors :

N P M (d)en(Gpr) sin ¢ X(Ty/Th),
Evy(B) = P () = D™ (d)ey(Gr)  sim € X(T1/Ta), 1 # 1o,
0 st 1m=".
Démonstration. — Si n # no est un caractére de conducteur p¥, alors e,((m) = 0 si

m # k, d’ou g@m(a) =p " *(d)e,({r). D’autre part, on a :

0 si2<m<n,
eno((pm):{ 1 .

T, sim= 1,
d’ou :
Eve(@) =p (@ (L = p)7 + (1= 9) (D))

1=t

e =P

(1) (L)) (mod D (V7).
prtp —1) .
Ceci montre la premiere assertion; passons a la seconde. Soit n = §;n', ou 1 €

X(Iy/Iy,). Sin ¢ X(I'y/T,,), alors @ # 0, e,(2) = e,(1+ X) et le calcul déja fait ci-dessus
donne Z§,, (8) = p‘”@‘k(d’)en((pk). Sine X(I'1/T), alors e,(2) = e,(1 —1)(14+ X)) =
(1) = D)ey (14 X), dioit 55,(8) = p(n(15) g H(d)ey (G En particulier, si g =
cette formule donne = E¥ (8) = 0 et le corollaire est démontré. O

Le (2) de la proposition 3.1.2 donne une suite exacte :

=, Dgg(V) Deris(V)

422) 00— kerZ;, — D(V)3e" 0.
( ) B von - ( >Fn Dcris(‘/)(p:1 - (1 - p_l(p_1>Dcris(v)
En composant cette suite avec les suites tautologiques :
_ - Deiis(V)

4.2.3) 0 = Deis(V)#™ = Deig(V) —2 Dewio(V) — 0,
(4.2.3) (V) V) (V) 1= ) Dun(V)

-1 —p T Dcris V
(4.2.4) 0 — Deage(V)?™" = Daig(V) 22 Dy (V) — (V) 0

(1 =p o ) Deis(V)

et en utilisant le (1) de la proposition 3.1.2, on obtient un isomorphisme canonique :

Ky detq, e PD(V)EL " @q,fc,) detg) g, Dag (V) =~

B _ Dcns(V)
(detQi[Gn]DcriS(v)(p ' @ detQp[Gn] (1 — 90) crls( )> ?

Deis(V) )

) Dcrls(v> = QP[GH]

(detQp[Gn]Dcris(v)w:p_1 ® detéi[Gn] (1-ple
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Rappelons que 'on note R, le Ok[G,]-module libre engendré par x, = (pn + (-1 +
-+ + (. On fixe un réseau M de Dgis(V) et l'on pose Dy (V) = Ok[[X]]y @ M et
M, = R, ®z, M.

Proposition 4.2.8. — L’isomorphisme Ky, envoie :
Ag=0 -1
detz, ¢, Pu (V5™ Qz,fc,) dety g, 1 Mn

sur le réseau engendré par :

g " () — 1)P00 ey DOV et (o | Dy (V) W+

nF£No
—1

1\ dimay Deris(V)# 7 _ -
(_1)fd <1 _ _) p(l_n)fd+d1me Dcris(v)
p

ot d(n)=1sine X(I') et 6(n) =0 sinon.

6770 )

Démonstration. — Si N = (1 — ¢)Des(V) N M, alors M/N est sans torsion et il existe
N'"C M tel que M = N & N'. Par le lemme 4.2.5, on a :

Dy (V)™ = (Z,[[X]]"™" ®z, N) & (XZ,[[X]))"™° @z, N').

En particulier Dy, (V)20=0 est A-libre et par le lemme 2.1.6, il suffit de démontrer la
proposition caractere par caractere.

On fixe une base (n;) (resp. (n})) de N (resp. N'). Les éléments a; = (1 + X) @ n;
forment une base de Z,[[X]]¥=" ®z, N et les éléments o; = z ® n; forment une base de
(XZ,[[X]])¥=° ®z, N'. On pose :

a = A € dety (Z,[[X]]"™" @z, N),
a' = Aoy € dety ((XZ,[[X])"™ @g, N') |
G=aAd € detyDy (V)2

On pose aussi f; = ©, @ n; et 3 = x, @ nj. Alors (3;) (vesp. (0})) est une base de
R, ®z, N (resp. R,, ®z, N'). On pose :
B = Nif3; € det (R, ®z, N)

ﬂ/ = /\Jﬁé € detA (Rn ®zp N/) s
b=[F NG € dety(R, @z, M).

Soit 7 un caractére non-trivial de G, de conducteur p*. Les suites exactes (1) et (3)

de la proposition 3.1.2 impliquent que la n-composante de =i, est un isomorphisme
S D(V)nAOZO = DE(V), et que Ky, = det(Z5,,). On a e,(8;) = e,(Gpr )i, €,(0)) =
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en(Cpr ). Sim ¢ X(I'1/T,), alors le corollaire 4.2.7 donne :

On en déduit que :

KVW(&” ® b;l) _ p—ndime Dcris(v)detqp (@_k ‘ Dcris(v))-

Sine X(Iy/

=€ 1

;) est un caractere non-trivial, alors encore par le corollaire 4.2.7 on a
(@) =p (1) — 1) (n})ey(Cpr), dot :

K (ZL/?7 ®”Z‘)’;1> _ pfndimqp Deris(V) (n(f}/l) — l)dime DcriS(V)(’o:ldetQp (QO_k | Dcris(v))'

Pour terminer la preuve il reste a étudier le cas 7 = ng. Dans ce cas, le corollaire 4.2.7

donne :

~ 1

S SRR

—e

BV () = 0.

(1—p e (A=) 'n,

Pour simplifier les formules, nous identifions D(V') avec A@D.i5(V') via 'isomorphisme
canonique Z,[[X]]¥=% ~ A qui envoie (1 + X) sur 1. On décompose A en somme directe :
A ~ @ 26,Z,[[T1]], Z,[[T1]] =~ Z,[[T]]. On utilise Visomorphisme 7(Q,[Gy]) = Qo =
Q, pour identifier D(V),, avec De;s(V). En prenant la ng-composante de la suite (4.2.1),
on obtient une suite exacte :

Dais(V)
(1 = ¢)Deis(V)

Si\=Td + Y076 €A, alors D(V)20=0 ~ (A @z, (1 — 9)Deis(V)) @ (A ®7, D),
ce qui permet d’identifier D(V)20=0 avec (1 — ¢)Deys(V) @ D'. La deuxiéme fleche de
la suite (4.2.5) est donnée par la formule d' — e, (v, — 1) ® d' (voir (3.1.1)). Posons
gu(T) = (L +T)"" —1)/T. Alors v, — 1 = 6¢T'g,(T) et comme 5yT = o\, on obtient :

— D(V)2=0 & (1 — 0)Des(V) — 0.

70

(4.2.5) 0—

Eno(n — 1) = Aeyogn(T) = Agn(0)ey, = pn_l/\en()'
On en déduit que la suite (4.2.5) est isomorphe a la suite :
(4.2.6) 0—=D —(1—¢)Dus(V)®d D' — (1 —¢)Deis(V) — 0,

dont les fleches sont données par les formules d' — (0, p"~'d’) et (a,b) — a.
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Les suites exactes (4.2.2), (4.2.5) et la suite (1) de la proposition 3.1.2 s’inserent dans

un diagramme :

(4.2.7) 0 0

Dyis(V 3) Ao=
0 (= R g (POV)E™),, — (1= ¢)Daris(V) —=0

/ (5)
Dcris(V)

0 Dcris(V)Lpzl

(6)

Dcris (V)
(1=p~ 1o~ 1) Deris(V)

dont les fleches sont données par les formules suivantes :

Met (3):  d—d®(y—1)(1+X),
(2) et (4) : a(X) — a(0),
®): I (1= )0 =)' (d) (mod Do (V)7
(6) : d— [K, : K]d.

La commutativité de ce diagramme est immédiate.
Posons n = Ajn; € detz N et n' = /\jn;- € detz, V', ce qui fait que n ® n' est une base
de detz, M. Comme e, (x,) = €,,(¢) = (1—p)~', on agno = (1 — p)~dime, Peris(V) (7 )

et la np-composante de la formule a montrer s’écrit :

(4.2.8) Ky, (G ® @ R))
1

(l_n)fd+d1me Dcris(v)(p:l .

1 dimq,, Deris(V)?=P
) p

=(p-1)' (1—2—9

Fixons des bases m; € deth]W*":1 et my € detzp(M/M“"zl) telles que m; ® my ~

Aop=0

n®n'. Rappelons que Iisomorphisme D(V')

identifie ay,, avec n®@n’. Considérons les
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isomorphismes canoniques :

. Dcris(v)
- det
"9, ((1 — ) Deis(V)

) ® detq, Deris(V) ¥~
202D, detq, Deris(V) © detg Dao(V) % Q,

et

Dy via (4.2.
i2:detQp((1_@)Dcris(v))®detéi( aris(V) ) (127)

Dyis(V)#=1
Deis(V) via (4.2.4)
(1- plSpl)DcriS(V>>
detq, Deris(V) @ detg) Des(V) 4 Q,

detq, Deris(V)*™ " @ detg) (

Par définition, I'application ky,,, s’obtient en trivialisant la suite exacte verticale du
diagramme (4.2.7) via la suite exacte (1) de la proposition 3.1.2 et les suites exactes
tautologiques (4.2.4). En utilisant la commutativité du diagramme (4.2.7) et la suite

(4.2.6) on obtient, grace a la fonctorialité des déterminants :

=1

(4.2.9) KV (&770 ®F® 'ﬁ/)fl) _ p(lfn)dimqp Deris(V)? il(ﬁ/ ® mf1)22<ﬁ ® m;l)

L’isomorphisme 1—¢ : Ds (V) /Deris(V)?= =~ (1= ) Deyis (V') induit un isomorphisme
detq, (%) ~ detq, (1 — ¢)Deis(V) et on note [ : (1 — ¢)my] I'élément de Q,
défini par (1 — p)my = [n: (1 — ¢)ma|n. La définition de ¢; implique alors directement :

(4.2.10) (' @mit) =[n: (1 —p)ms)

Pour calculer i5(7 ® m; '), considérons le diagramme tautologique suivant :
(4.2.11)

0 0

I (5) Dcris \4 (6) Dcris |4

0 — Deris(V)#=" —> (1 = ¢)Deris(V) Dot b 0
[K K] (1_%) T [Kn:K](1—¢) pr [Kn:K]T

R 1_p715071 Dcris Vv

0—— DcriS(V)cp*p ! Dcris(v) Dcris(V) (1_p71<p71()D)Cris(V) 0
1—1
Dcris(‘/)c'oz1 - Dcris(v)So:l
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Ce diagramme fournit un diagramme commutatif :
(4.2.12)

Qp

e

detq, (1~ ¢)Des (V) @ detig) (R ) ~ detq, Daris (V) ® detg! Deris(V)

| . |

1 id _
detq, Deris(V)#77 " @ detq, (7( Derie (V) ) 7 detq, Denis (V)™ @ detg! (7( Deris (V) )

l—p~Tle~1) ~ 1-p~le~1)

Les isomorphismes verticaux de ce diagramme sont induits par les lignes exactes du
diagramme (4.2.11). Par définition, i5 est le composé de ces isomorphismes avec la fleche
inférieure pointillée et 1'isomorphisme id. Les isomorphismes v et p sont induits par
les fleches verticales de (4.2.11) qui envoient la deuxiéme ligne de ce diagramme sur la
premicre. En particulier, on voit tout de suite que p coincide avec la multiplication par
(1-— 1/p)dichris(V)¢=”71. D’autre part, [K,, : K] =p" '(p—1) et on a:

V(M) @ Mg) @ (M @ g) )
— (" (p — 1))map Pers(V)/Deric V)" ot (1 = 1/p | Degse(V)*=1) (1 — ) @ iy -

En utilisant la commutativité de (4.2.12) on en déduit que :

(4.2.13) (1 — @)e @ iy t)
( ! ) dimqy, Deris(V)¢ =7 —dimg, Deris (V)¢ ( Pl ) dimqy, (Deris(V)/Deris (V) #~!

1- 2
p

p—1
Comme iy(n ® my ) = [ : (1 — p)mg] ia((1 — @)y ® My '), en mettant ensemble
(4.2.13), (4.2.10) et (4.2.9) on obtient (4.2.8) ce qui termine la démonstration de la pro-

position 4.2.8. O

Proposition 4.2.9. — L’image de detz ¢, Dy (V)r, ®z,c, deti;[an]Mn dans Q|G

est engendrée par

g™ Y det (¢ | Das(V)) "M ey

n#no

(1—n) fd+n dimq,, Deris(V)#=!

p

. _,.—1
1 dlme Dcris(v)wip
)

+ (—=1)74 (1 — =

p

Démonstration. — 11 suffit de calculer 'image de detzp[gn]DM(V)ﬁ?:()@deti;[cn]DM(V)pn

dans Q,[G,,] caractere par caractere et d’utiliser la proposition 4.2.8.
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Si n € X(I'y) est un caractere non trivial, alors on a D(V)o=" ~ D(V)7*= et la
formule e,A = (1(71) — 1)e, montre que I'image de detDy (V)2°=" ® det "Dy (V), est
engendrée par (1(v;) — 1)3imPens(V)?=" ¢
Supposons maintenant que 7 = 7. Dans la preuve de la proposition 4.2.8, on a vu que

la suite exacte

0 _ Dcris(v)

(1 = ¢)Deis(V)
est isomorphe a la suite :

Dcris(v)
(1 = ¢)Deis(V)

= D(V)pr™" = D(V)y, —

70

0—D'— (1 - SO)DcriS(v) © D' — (1 - SO)DCris(V) S¥) D—D — O,

dont les fleches sont données par d' — (0,p" " 'd'), (a,b) — (a,0) et (x,y) — y (voir
(4.2.6)). On en déduit que I'image de Dy (V)20=" @ det "Dy (V),, est engendrée par

p(l—n) dimq,, Deris (V) #=1 , d’ou la proposition. =

Remarque 4.2.10. — On peut remarquer que les facteurs qui sortent dans cette preuve

_ i . p=1 N . e .
(1=n)dimq, Deris(V)*™" 1 our le caractére trivial) compensent des facteurs qui

(par exemple p
apparaissent dans la preuve de la proposition 4.2.8 (voir (4.2.9)) et qu’on n’a pas besoin,

donc, de les expliciter pour démontrer la proposition 4.2.9.

4.3. Equivalence de (L, et de Cgp : étude de Expf/y,w
Nous passons maintenant a 1’étude de 'application :
Expyy, + (D(V)* ), — Qp @2, (Hy, (K, T)/T")r,

déduite de Expy,,. On suppose partout que i > 1 est un entier tel que Fil_thriS(V) =
Dcris<v)~

Lemme 4.3.1. — Si V est une représentation cristalline, alors :

(1) L’application naturelle de VEx dans HY(T,,, V) est un isomorphisme ;
(2) L’application composée :

.
) XPy Ky,

Ver — HY(K,,V D5z (V)
og~1 n .
coincide avec l'injection VE& Lo xbm), Fil'Diz (V) ;

(3) On a VE< N H)(K,,V) = {0}.

Démonstration. — Comme V est cristalline, on a un isomorphisme V#% ~ &,c7Q, ()%
(voir [Per94, lemme 3.4.3]). La premiere assertion s’en déduit.

Pour montrer la deuxiéme, on remarque que I'application Ulogy : Fil’Dz (V) —
H 1(Kn,FiloBdR ® V) est un isomorphisme et que expy g, coincide avec I'application
composée :

HY(K,,V) — HY(K,,Fil’'Bsqz ® V) = Fil’Dg (V)
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(c’est la formule de Kato, voir [Kat93a, §1.2-1.4]).
Enfin, comme ker(expy . ) = Hy(K,, V), on en déduit le (3). O

Considérons le diagramme commutatif :

A=0 EXp%/,h,n HI1 (K7V)Fn
D(V)F 1 N
n (HIW(K:V)tor)Fn
’ES l J
—V,n
ty (Kn) (h=1)'exPyirn  H (K V)
Dcris(V)‘PZI/VGK VGK )

ou Hl (K,V) = Hj (K,T) ®z, Q, et H, (K, V )ior = V. Par la proposition 2.2.2, la
fleche de droite est injective. Comme la fleche inférieure est injective par définition de

I’application exponentielle, on a un isomorphisme :

. =, _ tv (K,,)
ker(Expy, ,) = ker (:Vm ; D(V)lén 0 Do (V)71 /V0x ) °

La deuxieme suite exacte du lemme 1.4.3 donne un isomorphisme :

Dcris(v)
FilODcriS<V) + (1 - pilwil)DCriS(V)

~ (VH(1)7r)7,

et en quotientant 'isomorphisme (2) de la proposition 3.1.2 par Fil°, on obtient un iso-

morphisme :

~. _ tv (K, Trrn /- N
coker (:an : D(V)?n 0 D (“;;0:1)/‘/@() = (VL))

d’ou la suite exacte courte :

D(V)Ién:o = tv (K,,) Tree, /K

*(1 G \* ‘
- ker(EXp“E/,h,n) Dcris(v)gozl/VGK (V ( ) ) - 0

D’autre part, pour toute représentation p-adique, on a une suite exacte :

OH(M> _ HY(K.,V)

2 I'n
W A, V) Hi (K, V)" =0

(voir la proposition 2.2.2 ou bien [Per94, prop 3.2.1]). On a Vs ~ HYT,, VIx) et
HE (K, V)I'n ~ ((V*(1)Hx)) I ~ (V*(1)9%)*. La fleche HY(K,,,V) — HZ (K, V)™ est
duale de l'application d’inflation V*(1)9% — HY(K,,V*(1)) (voir le (3) de la remarque
2.2.3).



THEORIE D’TWASAWA DES REPRESENTATIONS CRISTALLINES II 53

Proposition 4.3.2. — On a un diagramme commutatif dont les fleches horizontales

sont des isomorphismes :

D(V A=0 EXp“E/’h’
iy "~ Im(Expj, )

ker(Epr/’hm)

Y, (1)
tV(Kn) (h—l)!eva,Kn Hel(Kn,V)-i-VGK
(Deris(V)#=1/VEK) VEK
Trn /K 2)

h—1)og™ ! x(vn
(V*(1)%x)* (h=Dtlog™ x(yn) HE (K, V)

Démonstration. — 11 résulte du théoreme 3.1.1 que le carré (1) du diagramme est com-

mutatif. D’apres le lemme 4.3.1, le diagramme :

(infg,, /K eXPy, K},
S Y (K, V(1)) x HY (K, V)

V*(1)9% x Dz (V)
l(bgl X(7n),id) \L
K % K Tricn/@pl]
Dy (V*(1)) x Dgg (V) Q,

est commutatif, ce qui fait que I’application composée :

DX (V) 2 HY(K,, V) — (V1))

coincide avec 'application :

log—1 n ) Tr
Dl (V) = D (V) = (v (1))

On en déduit que le carré (2) du diagramme commute. I1 est clair que toutes les fleches

horizontales sont des isomorphismes. Comme la colonne de gauche est exacte, la colonne
O

de droite est aussi.

Corollaire 4.3.3. — On a un isomorphisme canonique :

- H (K, V)
coker(Expy;, ,,) =~ HI(K, V)5 Vor:
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Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le lemme du serpent au diagramme :

Hi(Kn V)FVEK V) ——0
He(Bn VIAVEK

)—— Im(EXp;h,n) E—— e

| |

(K
HY(K,,V) H2 K V T = 0.

0— > HWEWr,
VCEK VCEK
O
On note By, ,, : ker(Expy,, ,) — coker(Expy,, ,,) I'application déduite de Expy, .
Proposition 4.3.4. — On a un diagramme commutatif dont les fleches horizontales
sont des isomorphismes :
= HI(Kn,V)
ker =7, , —Hg1 %%
| |
£ Bf/',h,n B
ker(Expy ), ,,) coker(Expy,, )
\LE@,” (2) le’(p;(n,v
FiODXn vy _ (h=Dlog™ x(v)  piopEn (v
VGK V@K
Démonstration. — La commutativité du deuxieme carré est démontrée dans [Per94,

lemme 3.5.9] en utilisant la loi de réciprocité explicite. Remarquons que Perrin-Riou
utilise une autre normalisation pour la fleche au milieu (son ¢, est égal a notre —B§,,, )
ce qui fait apparaitre le signe dans sa formule. Le reste est une conséquence immédiate

de la proposition 4.3.5 ci-dessous. O

Rappelons que dans le lemme 1.4.1, on a construit des isomorphismes :
Dcris(v> ~ H}(KTW V)
CXPvf/e : 1 ’
(1 = ¢)Deais(V) H(K,,V)
H 1(Kn, V) o

—1

eXPyg/f : m Dy (V)77
Proposition 4.3.5. — Le diagramme :

Dcris(v) eV,f/e,n H} (Knvv)
(1*<P)Dcris(v) m
Bi’,h,n HINK,,V)
ker(Zy,,) ———— H‘E(Kmv)

_. -1 ®Vig/fn HY K, V)
DcriS(V) P Hjlc(Kn,V)’



THEORIE D’TWASAWA DES REPRESENTATIONS CRISTALLINES II 55

ot

ev.flen(a) = (h—1)lp™" expy/.(a),
1

v/ sm(b) = (1 . 5)_ (h — 1)log ™" x(1)(expiy )~ (),

est commutatif et ou la colonne de gauche est donnée par le (1) de la proposition 3.1.2.

Démonstration. — Si a € Deis(V)/(1 — ¢)Dais(V), on choisit un élément f(X) € D(V)
vérifiant Af(X) = a et 'on pose g(X) = (7, — 1) f(X) ce qui fait que g(X) est 'image
de a dans ker(_Vm) C D(V)E=0. Soit F(X) € H(V) un élément vérifiant I'équation
(1—p)F(X)= f(X)—a. Sionpose a(X) = (0"®ey) f(X) et A(X) = (0"®ep)F(X),
alors A(X) vérifie (1 — p)A(X) = a(X).
On a Fil"Deis(V(—h)) = Dais(V(—h)) ; soit :
SV yhikn ROV (=h)) = H' (K, V(K))

le systeme d’applications construit dans [Ben00, §4.2-4.3] et dont la construction a été

rappelée au paragraphe 3.2. Posons :

Zhom = (_1>h2%/(—h),h+k:,m((a ® ) "A(X)),

et notons Zj,, son image dans H'(K,,, V(k))/H" (L), V(k)#%). Le théoreme 4.3 de
[Ben00] montre que corg, /i, (Zent1) = Zrn pour tout n > 1 et quil existe s > 0 tel

que la suite :

J .
k=0

converge vers 0 quand m — oo. On vérifie que z,, € (HL, (K,V(k))/V (k)" (par
exemple, on peut utiliser les arguments de [Ben00|, pour montrer que le cup-produit
de Z,, avec les éléments de V*(1 — k)% est nul) et il existe donc un unique élément
z € H(T) ®@a (Hiy, (K, V(k))/V (k)"<) tel que pry g ,,(TWi(2)) = Zkm pour tous k € Z
et m > 1.
L’élément B(X) = (v, — 1)A(X) vérifie (1 — p)B(X) = (0" @ e,)g(X) et on a :
prV(k),m(TW%/,k © EXP%/,h(Q)) = (- 1)h28( )h+km((0 ® o) " B(X)),

et donc (v, — 1)z = Expy,(9) et By, ,(a) = —z2, mod H}(K,,V). D’autre part, le

méme argument que dans [Ben00, §4.4.5] montre que :

2o, = (b= DIp " expy g, (=97 "(a), (0 @ ) " F(Gr — 1)),

oll on note encore expy x, 1'application de connexion dans (1.4.2) :

expy g, : Deis(V) ® tv(K,) — H'(K,, V).
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Comme ¢ agit trivialement sur De.s(V)/(1 — ¢)Deis(V), on en déduit que (b —
Dlp~"expyf.(a) = =20, mod HI(K,, V), dott By, (a) = (h —1)lp~" expy /. (a) ce
qui montre la commutativité du premier carré du diagramme.

Démontrons la commutativité du deuxieme carré. Fixons un entier £ > 1 supérieur a la
longueur de la filtration de Hodge de V*(1) et tel que Fil *Deys(V*(1)) = Des(V*(1)).
Comme Expi,_*l(l)’j = j_lExpi,_*l( 1yj1 €t &5 = —{_j, laloi de réciprocité s’écrit :

k—1

(Exp,(f), Bxpi ) 1 (9)) (1 + X) (H t; > (Hf ) Trx/q,(f *p 9)-

Si f € ker(_vn) alors Expy,(f) = ( — Dz ot z € H(I) ® Hy, (K, V) et
By n(f) = —pry, () mod H!(K,,V). Soient b € Degis(V*(1))/(1 — ©)Deis(V*(1)) et
B(X) € D(V*(1)) un élément vérifiant AB(X) = b. Posons g(X) = (7, — 1)5(X). On a
alors :

Expi-1)4(9) = (0 = Dy,
(Expin(f), Expiei(9)) = (i — 1)z, 9.

D’autre part, par la loi de réciprocité explicite, on a :

(Exp, (), Bxp§ 1 (9)) (1 + X) = <H£> (Hfﬁ) b Triesq, (f+p ),

v N

(z,y") (1 + X) = (Hﬁ ) <1:[ £§> Triq,(f *p B).

Onapry.),(y) € Hi(K,, V*(1))et B;. k(b)) = =Pry=),(y) mod H(K,,V*(1)).
Il est facile de voir que ¢* ver1ﬁe aussi A(g') = b et que By, (b) ne dépend pas du choix
de ¢ d’'ou :
B2y (b) = =Pryey . (y)  mod H(K,,V*(1)).
Comme {y = —10;’;}}”) mod (7, — 1)? et comme le coefficient de (1 + X) dans le
polynéme d’interpolation de Tr/q, (f *p ) modulo (14 X)*" — 1 est égal a :
e, Y (- 1.8 - Dl

C-E.“‘pn
(voir, par exemple, [Per94, prop 4.3.2]), on déduit de la loi de réciprocité la formule

suilvante :

(B By n (0))vise, = L D= 1)

plog x(7n)

Trg)q, Z f(¢—=1),84¢ =Dy

Cell‘p"
Soit F'(X) un élément tel que (1 —¢)F(X) = f(X). Comme é@n(f) =0,ona F(¢n—
1) € Dgis(V)?=1. On peut modifier F(X) par cet élément et on a alors F((n — 1) = 0.
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Comme F(X) vérifie I'équation )., F(C(1+ X) — 1) = pF?(X), on a F((m —1) =0
pour tout 1 < m < n. On en déduit que f((m —1) =0si2<m < net f(G,—1) =
—(F(0)). D’autre part, on a (1 — ¢)F(0) = f(0) et comme f(0) € Deys(V)#=?"", on en
déduit que F(0) = (1 —1/p)'f(0) mod Deys(V)#~!. Comme ., (¢!~ 1) =0, on
obtient :

SUC=1,8C¢ =Dy =D [fC-1).8(C " =Dy

CEppn CEpp
=) [=@(F(0)), 8¢ = Dy + [£(0) + @(F(0)), B(0)]v
CEpp
= [F(0), 0]y
1\ L
~(1-3) vy,
d’ou :

- 1)_ (h= DMk = DYy o 1F(0), bl

p plog x ()

Comme By, (1),h,n(b) = ey=(1),f/en(D), la commutativité du deuxieme carré résulte de la

(B (1), By om0y = (

définition de I'application expy, It O

Démonstration du théoréme 4.2.1. — Soit h > 1 un entier vérifiant Fil_thris(V) =
D..is(V) et soit :

VK /Kb - : Apr(Koo/ K, V) — H(T')

la trivialisation de la droite :
Apr(Kw/K, V) =~ ®?:1(det/\qp Hi, (K, V))(_l)i ®nq, detAQp D(V)

qui a été construite dans le paragraphe 4.1.

Soit n > 1. Comme ¢y = log v,/ log x(7,) = log’;@n) mod (7, — 1)2, le théoreme 4.1.2

implique que I'image de 0y, ;. est contenue dans (1 — ) Ay Fl'Dess(V)(T) et on
pose :

—dimq, Fil®D¢is (V) 5‘/ KooK

{F/,KOC/K,h = (1 - %)
Soit Q,[G,] =~ ®AE) la décomposition de Q,[G,] en somme directe de corps. Par la pro-
position 4.2.3, I'application Expy,;, est admissible et le lemme 4.2.2 fournit un diagramme

commutatif :

le (K,V) det* (Exp%/’h))\
detrg, D(V)2= @ detr (7in) My

(4.3.1) l l

detg, D(V)A=0 @ det; (—jﬁv}f&))A — B
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La fleche inférieure de ce diagramme se décompose en produit des déterminants des

applications :
DV)R™ -~
4.3.2 EXpya i e — Im(Expy
( ) XPVv kA ker(Exp“E/’hj)\) — Im( XpV,h,)\)
(4.3.3) By ker(Expyp 5) — coker (Expy, 5 ).

Comme HZ (K,V) ~ (V*(1)x)* est admissible et comme H2 (K,V)r, ~ H*(K,,V),

le lemme 4.2.2 donne un diagramme :

dety,, Hf, (K, V) — My

(4.3.4) l l

dety HY(K,, V), ® detp, HE (K, V)\" —— E).

Il est clair que H2(K,,V)x = HE(K,V){" = 0si A # X\ et que pour A = )\,
la fleche inférieure de (4.3.4) s’identifie avec le déterminant de l’application iden-
tité : (V*(1)9x)* LN (V*(1)¥x)*. On a des diagrammes du méme type pour les
modules D(V)/D(V)2=0 et HL (K, V)ior =~ V5. En particulier, comme HE (K, V{5 =
HE (K, V)" ~ HY(K,,V), on a un diagramme :

detXé,p Hyy (K, V)ior — Aoy

(4.3.5) l l

detEi(Hllw(Ky V)tor)r @ detp, HO(K,,V)y —— Ej,

ot HO(K,,,V)yx=0si A # \g et H'(K,,,V),, = VOr.

Il résulte du théoreme 4.1.2 que le produit des fleches supérieures des diagrammes
(4.3.1), (4.3.4) et (4.3.5) coincide avec la localisation de 0y, /x, en p(A). En mettant
ces diagrammes ensemble et en utilisant la suite exacte (3) de la proposition 2.2.2, on

obtient un diagramme commutatif :

detAQp D(V) (%9 detAQp RFIW(K, V)
(4.3.6) l
detq,c,) D(V)r, @ detq,a,) RI'(K,, V)  —— Q|G

Nous allons identifier la fleche inférieure de ce diagramme avec l'isomorphisme 6, . K
K n

qui a été défini au paragraphe 2.5. En effet, (5(/7 KoK S€ décompose en le produit des
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déterminants des suites exactes et isomorphismes suivants :
0 — H°(K,,V) — Dgis(V)?=! — ty(K,) — H(K,,V) — 0,
HYK,,V)
. S A
EXPys/e Deis(V)/(1 = ¢)Deris (V) — ma

(4.3.7) CHNK,V) .
expug/f . m ~ Dcris(V)gD p s
Dcris(v>

(1 =p~lo ) Des(V)

Hy(Kn, V)
(voir (1.4.1), lemme 1.4.1 et lemme 1.4.3).

D’autre part, les propositions 4.3.2 et 4.3.4 fournissent un diagramme commutatif :

0— Fil'Dir (V) — — (V1)) =0

(Voir page suivante)
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0 0
| |
e SO ker(Zs, ) 0 0
| | |
coker(Expy,;, ) Bnn ker(Expy, ,,) coim(Expy, ,,) EXPyg im(Exp$;, )
| | | |

. © | |

0 Dcris (V)
1*}7_ 1 (’0—1

VOx — HO(K,V) \

dont les fleches sont données par les formules suivantes :

— (1) est la restriction de By, , a ker(g‘%,’n) ;

lo, n *
~ (2) est (i’f(f)!) eXPY g, ;

— (3) et (4) coincident avec les applications correspondantes dans (4.3.7) ;
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— (5) est (A —1)! eXPvk,,
— (6) est la multiplication par (b — 1)!log™" x(7») composée avec I'isomorphisme cano-
nique (V*(1)%)* ~ HE, (K, V)™

— (7) et (8) sont induites par les isomorphismes de projection HZ (K,V)I —
Hi, (K, V)r, et Hy, (K, V)™ — (Hi (K, V)ior)r,

Sur la deuxieme ligne de ce diagramme, on trouve les isomorphismes (4.3.2) et (4.3.3).
Grace a la proposition 4.3.5, les parties encadrées s’identifient, a multiplication des fleches
par des constantes explicites pres, avec les suites exactes et isomorphismes (4.3.7). Les
fleches en pointillés montrent avec quelles parties de ces suites s’identifient HZ, (K, V), =
H?*(K,V) et H°(K,V). Par fonctorialité des déterminants, on déduit du gros diagramme
le diagramme commutatif ci-dessous :

detQp[Gn] D(V)pn & detQp[Gn} RF(Kn, V) —_— Qp[Gn]

(4.3.8) | |
detq,(c, Dgg (V) @ detq, ) RD (K, V) —— Qy[Gll.
La fleche gauche de (4.3.8) est induite par ky, et par lapplication identité sur
detq,[c,) RI'(K,, V). Par le lemme 4.3.1, 'application composée :

JUR (2)

HK,V) - (HL (K, V)r)r, — VOE

coincide avec la multiplication par ((h — 1)!)~!. D’autre part, le composé :
H2(K,, V) s 12 (K, V)™ — (VF(1)9%)" ~ BX(K,, V)

coincide avec la multiplication par log x(7,)/(h — 1)!. Un petit calcul utilisant les propo-
sitions 4.3.2, 4.3.4 et 4.3.5 montre que la fleche inférieure de (4.3.8) coincide avec 0y, ;¢
multiplié par :

((h — 1)!)dimqp V)(logx( ))—dime Fil® D yis (V)
1) - dime Dcris(v)wzp

1+ [ pmdimap Pens(V)#= (1 -

Par le lemme 4.2.4, on a :
i —dim i1° i *
((h = 1)l)tmas Peris) (log y (,)) ~ e FPelV) — 7 (V)T (V).
On obtient enfin le diagramme suivant, qui résume la descente effectuée :
6*

V,Koo/K,h

Apr(Koo /K, V) B H(D)
(4.3.9) lnv,n@d

detq,(c,) Dait (V) ® detq, i, RO(Ky, V) —— QGy].



62 DENIS BENOIS & LAURENT BERGER

La fleche inférieure de ce diagramme est :

) - 1 - dime Dcris(v)v:p_l
LT (VID(V) | 14 | prmdimay DoV~ <1__)

D — 1] ey 6(/,Kn/K'

Nous pouvons maintenant terminer la preuve du théoreme 4.2.1. En effet, par le
théoreme 4.1.2, 5?/,KOO/K,h envoie dety Dy (V) ® dety RI' (K, T) sur un A-module libre

de la forme :
p—2
(4.3.10) (1 — )~ W FPPe VD, (V) 3™ a4,
=0
ou a; € Qp et A; = Z,[[I'1]]0;.

La conjecture Cry(Koo/K,V) est vraie si et seulement si a; € Z), c'est-a-dire si et
seulement si la projection de H(I') sur Q,[G,] envoie (4.3.10) sur I'; (V)Z,|G,]. La des-
cription explicite de la fleche inférieure de (4.3.9) avec les propositions 2.4.5 et 4.2.9 en-
trainent que cela équivaut a dire que oy, 5 /i envoie detz, (¢, | My, ®detz,q,) RI'(K,,T) sur
By, i (M, T)™! ce qui équivaut & la conjecture Cgp (K, /K, V) et donc Cry(Ko/K, V)
est bien équivalente a Crp(K,,/K,V) et le théoreme 4.2.1 est démontré. O

4.4. Résultats principaux

Dans ce paragraphe, on démontre la conjecture Cry (Ko /K, V). Rappelons que si V' est
une représentation cristalline dont les opposés des poids de Hodge-Tate sont tous positifs,
et si T est un réseau de V, alors le module de Wach N(T') est un A j;-module libre de rang
d = dim(V) (voir la proposition 1.2.1). On pose B} = AL[1/p] et N(V) = N(T)[1/p].

Théoréme 4.4.1. — Si 'V est une représentation cristalline dont les opposés des poids
de Hodge-Tate sont 0 =1r; < ry < --- < rg=h, et qui n’a pas de sous-quotient isomorphe

a Qp(m), alors :
(1) Uapplication ="' induit un isomorphisme :
D(WV)»=t  ~ “k Sk
iy — O (K1t @ Fil"Deis (V).
(¢"N(V))"
(2) On a :
D(TWJZI ) & i iF Doy
dety <—_ _ (detA(Z [A] ®7Z (_k,)))dlme Fi ms(V)‘
o)~ L@n@alez,
Nous montrons ce théoreme un peu plus bas. Si f, g € Z,[[I'1]], on écrit f ~ gsi f et g
sont associées, c¢’est-a-dire s'il existe u € Z,[[I'1]]* tel que f = gu. De méme, sia,b € Z on
écrit a ~,, bsi a et bsont associés dans Z,,. Si M est un A-module de torsion et de type fini,

on note cary (M) son polynome caractéristique. Rappelons que dety (M) = cary (M) 'A.
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Proposition 4.4.2. — Si 'V est une représentation cristalline vérifiant les conditions

du théoreme 4.4.1 ci-dessus, alors :

L induit une injection :

D(V)¥~!

(1) Uapplication ¢~

’iv L= @Zzl(Klt_k KK Fllchms(V))
(e N(V))"!
(2) On a :
D(T)wzl > : di Fil*Dyie (V
carpy | ———rr— (carp(Z,[A] @ Z,(—k)))4may Fil' Des(V)
((@*N(T)W‘l kl;[l g ’
Démonstration. — La proposition 1.2.2 nous dit que :

Bk ®pr N(V) : Bl @k Dais(V)] = [(¢/X)™;.. 5 (£/ X)),
et on en déduit que :

X h
N(V) C (?> B;Eg,K ®K Dcris<v)7

et que le plongement de B, ;- dans K[[t]] donne un isomorphisme K[[t]] ®pr N(V) ~
K[[t]] ®k Deis(V). Rappelons que 'on pose ¢ = ¢(X)/X. Comme ¢"N(T) C ¢*(N(T))
(voir proposition 1.2.1), on a X "N(T") C ¢(X) "¢*(N(T)) d’on :
=1 1 v 1 * v
D) = (ND) = (@)
Comme ¢~ '(1/X) € B}, application ¢ ' induit une injection :

e~ D(1)"™ — Fil’(K1((t)) ®x Denis(V))-
Pour alléger les notations, on pose :
D = Fil’(K,((t)) ®k Deis(V)) = @ ___ (K1t @k Fil"Deyis(V)),
et on définit une filtration croissante de D par des sous-espaces Dy, :

D, = &F (K1t @k Fil"Des(V)).

On a D, = D et D/Dy ~ Kit7™% @k Filchris(V). On définit aussi une filtration sur
(X7"N(V))¥=! par des sous-espaces N (V') en posant :
1, ¥=1
NuV) = (e NOD)
et ¢! induit alors une injection Nj(V) < Dj. Pour montrer que l’application
N,(V)/No(V) — Dp/Dy est injective, il suffit de montrer que les applications
ive @ Np(V)/Ne1 (V) — Kt @ FilchriS(V) sont injectives pour £ = 1,..., h.
Pour cela, soit ny, . ..,ng une base de N(V') sur B} et soit :
1
p(X)*

T = (arp(n1) + -+ + aqp(ng))
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un élément de keriyy. On a alors :

e a)n + -+ ¢ H(ag)na
Xk

et comme nyq,...,ng forment une base de K{[t]] ®x Deis(V), on a a; = 0 mod ¢ dans

€ t_k+1K1HtH @K Deris(V),

B;. Si l'on écrit a; = ¢b; avec b; = Z;io b;; X7, alors la condition ¢ (x) = x s’écrit :

(s (B =t o (B ().

On en déduit que y = Zle 0 1(biy)n; appartient a DcriS(V)‘P:pkfl. Mais il appartient
aussi & Fil"* 'D;s(V) par construction de 4y, donc & V(k — 1)6%(1 — k) = 0. Ceci
montre que iy, est injective. Comme K¢ est isomorphe & K[A] ® Z,(—k) en tant que

[-modules, I'injectivité de iy, implique :

carpg, (((pD—>

D’autre part, comme D(T) est libre sur Ay, le quotient D(T)¥=!/(o*N(T))¥=! n’a pas

de p-torsion et son polynome caractéristique est égal a caryg (D(V)¥='/(¢*N(V))*=").

H cary(Z,[A] ® Z,(—k)))4mar Fil*Deyis (V).
=1

L’assertion (2) s’en déduit. O
Démonstration du théoréme 4.4.1. — Nous démontrons d’abord le (2). Posons :
p—2 _
D(T)¢=!
6 ® fri(n —1) = cary (—_ ;
2 (N
p—2

Z 6; @ gri(n —1) H carp (Z,[Ax| ® Z (—m))dime Fil" Deyis (V) :

olt 0; = Y cn, X '(9)g. Posons aussi fr(y — 1) = T1°22 fra(m — 1) et gr(m — 1) =

f:_og gri(m —1). Comme :

Z,(—m) sii=-m modp—1,
5i(Zy(—m) = {Op .
sinon,
et comme Z,[A] ~ @f:—gzpéi, on voit que pour i = 0,...,p — 2, le Z,[[['1]]-module

0;(Z,]A] ® Z,(—m)) est isomorphe & Z,(—m). Pour i =0,...,p — 2, on a donc :

h
gri(n —1) H mydimay Fi"Dens(V),

m=1

d’ou I'on déduit que :

h
QT,i(X(’Yl)_k —1)~, KQultn (V) H (k — m)dmay Fil"Deris (V)
m=1
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Comme tg (V) +tg(V*(=h)) = hdimg, V et comme :
dimq, Fil"Deis(V) + dimq, Fil' " Deyis(V*) = [K : Q] dimg, V,

on voit que :

« [K1:Qp] dim(V)
(4.4.1) gr(ix(m) ™" — 1)gT*(*h)(X(’V1)k_h_1 —1) ~, (ph F:;}{(ﬁ)@) .

D’autre part, comme :

sik ¢ [l,h],ona:

frix(m) ™ = 1) = [DTEDET = (@ NT) (k).

et le corollaire 3.2.8 donne :

. [1:Qu] dim(V)
(442)  frlx() ™ = Dfrecmx(m)* " = 1)~ (ph—r*r(‘k(ﬁ)h)) '

Comme la divisibilité fr;(y1 —1) | gri(71 — 1) est démontrée dans la proposition 4.4.2,
les formules (4.4.1) et (4.4.2) entrainent :
fr(x(m) ™ = 1) ~p gr(x(n) " = 1)

pour tout k ¢ [1,h] et donc fr(y1 — 1) ~ gr(y1 — 1) et 'assertion (2) est démontrée.

Montrons maintenant le (1). Si on note Y le conoyau de l'injection :

D(V)¥~! h Lk -
——— 7 = G (KT @k Fil'Degs(V),
(e N(V)"!
alors detyg (Y) = Aq, par le (2), don Y = 0 car Aq, est un anneau principal, ce qui
montre le (1). O

Corollaire 4.4.3. — Si k ¢ [1,h], alors le conoyau de lapplication :
Oy : D(T(R)r, — Hiy(Ky, T(R))r,
est isomorphe a :
B (2 (k = m)pZ)[ A ] e 1PtV

En particulier,
h

detz, a0 (V) = pIEI ) T T (k — m)timay P Pers(Z, [A ).

m=1
Nous pouvons maintenant démontrer le résultat principal de cet article.
Théoréme 4.4.4. — Si 'V est une représentation cristalline de Gy, alors :

(1) la conjecture Crw(K/K, V) est vraie;

(2) la conjecture Cgp(L/K, V') est vraie pour toute extension L/ K contenue dans K.
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Démonstration. — Comme la conjecture Chy, (K /K, V) est stable par suites exactes et
comme le cas V = Q,(m) a été démontré dans [Per94, page 143], on peut supposer
que V' n’a pas de sous-quotient fixé par Hy. De plus, Cry (Ko /K, V') est manifestement
stable par twist. Pour fixer les idées, on va donc supposer que V' satisfait aux hypotheses
du théoreme 4.4.1 et on va montrer Cr, (K /K, V') pour k ¢ [1,h]. Sous ces hypotheses,
H} (K, T(k))' =0, le groupe HZ (K, T(k)) est fini et pour n = 1 le diagramme (4.3.6)
du paragraphe 4.3 s’écrit :

(4.4.3) detag, D(V(k)) ® detyy Hi, (K, V (k) H(T)

| |

detq,[ax] D(V(k)r, ® detéi[ﬁx] HIlW<K7 V(k))r, — Qp[AK]'

La premiere ligne de ce diagramme est induite par application Expf, , = (=1)*Twy, 0
Expj, 0 (0" ® e;) et le théoreme 4.1.2 (la conjecture dq, (V) de Perrin-Riou) entraine
que limage de dety D(T'(k)) ® dety RI'(K,T(k)) dans H(I') s’écrit sous la forme
H?Zl(Ek_j)dimeF“jD”is(V) Zf:_g a;\;, ot a; € Q, et A; = Z,[[I'1]]6;. Pour conclure, il
suffit de montrer que a; € Z; pour i =0,...,p—2. Le (2) de la proposition 3.2.1 montre
que la deuxiéme ligne de (4.4.3) est induite par (—1)FQ5,,((c ® )™ 0 (9" @ e;)) et on en
déduit que I'image de detg,ja, D(T(k))r, ® detZ[AK] HE (K, T(k))r, dans Q,[Ak] est
égale a TT7_, (k — j) etV PeV) 57072 0.5,7,,

D’autre part, comme le p-module filtré D,;s(V') est admissible, on a [M : ¢(M)] =
plEQeltr(V) et en comparant avec la formule du corollaire 4.4.3, on obtient que a; € Z; et
la conjecture Chy, (K /K, V) est démontrée.

Le théoreme 4.1.3 et la proposition 2.5.4 montrent enfin que la conjecture Cgp(L/K, V)

est vraie pour toute extension L/K contenue dans K. O

Corollaire 4.4.5. — Si V' est une représentation cristalline de G, alors :

(1) la conjecture Cgp(L, V') est vraie pour toute extension L/K contenue dans Q2P.

(2) la conjecture Crp(K,V (n)) est vraie pour tout caractére de Dirichlet n de T'.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la proposition 2.5.4. m
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