PRESQUE Cp—REPRESENTATIONS ET (o, I')-MODULES
par

Laurent Berger

Résumé. — On associe deux presque Cp-représentations a un (p,I')-module, et on en
calcule les dimensions et les hauteurs. Comme corollaire, on obtient un résultat de pleine
fidélité pour les B.-représentations.

Abstract (Almost C,-representations and (y,I')-modules). — We associate two
almost C-representations to a (¢, I')-module, and we compute their dimensions and heights.
As a corollary, we get a full faithfulness result for B.-representations.
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Introduction

Dans tout cet article, K est une extension finie de Q, (on pourrait sans doute se borner
a supposer que le corps résiduel de K est parfait mais dans [Fon03] on suppose que K/Q,,
est finie et nous faisons de méme par précaution) et on note Gx = Gal(K/K) le groupe
de Galois absolu de K. Afin d’étudier les représentations p-adiques de G g, Fontaine a
introduit un certain nombre d’objets (anneaux de périodes p-adiques, (¢, N)-modules
filtrés, (¢,I")-modules, presque C,-représentations...) et il est toujours intéressant et
fructueux de faire le lien entre ces différents objets. Dans cet article, nous montrons

comment on peut associer a un (g, I')-module deux presque C,-représentations, et nous

Classification mathématique par sujets (2000). — 11F80; 11F85; 11515; 11S20; 11525; 14F30.
Mots clefs. — Théorie de Hodge p-adique; presque C,-représentations; B-paires; (p,I')-modules;
(¢, Gk )-modules; pentes de Frobenius.
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en calculons la dimension et la hauteur. Avant de donner un énoncé précis, nous faisons

a présent quelques rappels pour décrire les objets qui interviennent dans 'article.

Les (¢,')-modules. — Afin de simplifier les notations, nous ne définissons ’anneau de
Robba que pour K = Q, dans 'introduction. On note BL& x I'anneau de Robba, c’est-a-
dire 'anneau des séries formelles f(X) = >, ., ax X ¥ telles que a;, € K et qui convergent
sur une couronne py < |X|, < 1 ou p; < 1 dépend de f. On note BTK le sous-espace de
BLg, i« formé des séries f(X) telles que la suite {ag}rez est bornée ce qui fait que Bl
est un corps muni de la norme de Gauss et dont on note A;( I’anneau des entiers. Ces
anneaux sont tous munis d'un frobenius ¢ défini par (¢f)(X) = f((1+X)? —1) et d'une
action de I' = Gal(K (py)/K) = ZX donnée par (vf)(X) = f((1+ X)X —1).

Un (¢, I')-module est un Biig’ -module libre muni d’un frobenius semi-linéaire ¢ tel
que Mat(p) € GLd(BLg ) et d'une action semi-linéaire de I' continue et commutant
a . On dit qu'un tel objet est étale s’il en existe une base dans laquelle Mat(y) €
GL4(AlL). En combinant des résultats de Fontaine ([Fon90]), Wintenberger ([FW79]
et [Win83]), Cherbonnier et Colmez ([CC98]) et Kedlaya ([Ked05]) on trouve que les
(i, I')-modules étales forment une catégorie qui est naturellement équivalente a celle de
toutes les représentations p-adiques de Gk ce qui explique leur importance.

Les p-modules sur B!

rig,
dégagé une notion de pente et montré que tout p-module sur BL& x admet une filtration

5 ont été étudiés par Kedlaya (voir par exemple [Ked04]) qui a

canonique telle que les gradués sont isoclines de pentes croissantes. Les ¢-modules étales
sont ceux qui sont de pente nulle. Si D est un ¢-module de rang 1, alors il existe une base
de D dans laquelle A = Mat(yp) € K* et la pente de D est alors la valuation de A. Si D
est de rang > 1, alors le degré de D est par définition la pente de det(D).

Les B-paires. — Les B-paires sont des objets introduits dans [Ber08] qui généralisent
les représentations p-adiques, et la catégorie des B-paires est alors équivalente a celle de
tous les (¢, ')-modules sur 'anneau de Robba. Pour définir les B-paires, on utilise les

=
Cris

et que leurs gradués respectifs sont C,[t], C,(t) et {P € C,[t™!] tels que P(0) € Q,}.

On a B, C Bgg et Bj{R C Bgr et ces trois anneaux sont par ailleurs reliés par la « suite

1 . : ,
anneaux B;{R, Bgr et B. =B de Fontaine. Notons que ces trois anneaux sont filtrés

exacte fondamentale » : 0 — Q, — B, — BdR/B;{R — 0.

Si D est un p-module filtré qui provient de la cohomologie d'un schéma X propre et
lisse sur Ok, alors le p-module sous-jacent ne dépend que de la fibre spéciale de X (c’en
est la cohomologie cristalline) alors que la filtration ne dépend que de la fibre générique
(c’est la filtration de Hodge de la cohomologie de de Rham, dans laquelle se plonge la
cohomologie cristalline). Si V = Vo,5(D), alors on voit que B, ®q, V = (Bens ®k, D)¥~"
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ne dépend que de la structure de p-module de D et de plus, les p-modules Dy et Dy sont
isomorphes si et seulement si les Be-représentations B, ®q, Vi et B ®q, V2 le sont (cf. la
proposition 8.2 de [Fon03]). Par ailleurs, Bi; ®q, V = Fil’(Bar ®x, D) et les modules
filtrés K @k, D1 et K ®g, Do sont isomorphes si et seulement si les BjR—représentations
Bji_R ®q, V1 et B:i’_R ®q, V2 le sont.

L’idée sous-jacente a la construction des B-paires est d’isoler les phénomenes liés a la
« fibre spéciale » et a la « fibre générique » en considérant non pas des représentations
p-adiques V, mais des « B-paires » W = (W,, W) ot W, est un Be-module libre muni
d’une action semi-linéaire et continue de G'i et ou W(;FR est un B:{R—réseau stable par G
de Wyr = Bar ®B, We.

Si V est une représentation p-adique, alors W (V) = (B, ®q, V, Bz ®q, V) est une
B-paire et si D est un (¢, N)-module filtré, alors

W(D) = ((Bs ®q, D)#=tN=0 Fil°(Bar ®q, D))

est aussi une B-paire. On sait associer a toute B-paire un (¢, I')-module D(W) sur 'an-
neau de Robba et par le théoreme A de [Ber08] le foncteur qui en résulte est une
équivalence de catégories. De plus, cette équivalence est compatible a celle entre les
représentations p-adiques de G et les (¢, I')-modules étales, via le foncteur V' +— W (V).
Par ailleurs, si on se restreint aux B-paires de la forme W (D), alors on retrouve les
résultats de [Ber04].

Les presque C,-représentations. — Les presque C,-représentations sont des objets
définis et étudiés par Fontaine dans [Fon03]. Ce sont des espaces de Banach X munis
d’une action linéaire et continue de Gy tels qu’il existe d > 0 et des représentations
p-adiques de dimensions finies V; et V5 telles que X/V; = CZ/‘/Q. Les presque C,-
représentations ont une dimension dime(,)(X) (I'entier d ci-dessus) et une hauteur ht(X)
(qui vaut dim(V;) — dim(V%)).

Si I est un groupe formel, alors X = lim F'(mg,) contient V,F' = Q, ®z, lim F[p"]
et on a une suite exacte 0 — V,F — X — tanp(C,) — 0 ce qui fait que X est une
presque C,-représentation, dont la dimension et la hauteur sont celles de F'. Dans le cas

ot F =G,,,onaX= (B

+.)?= et plus généralement, les espaces (B[, )?"=P" sont tous

cris

des presque C,-représentations.

Presque C,-représentations et (¢, [')-modules. — Le résultat principal de cet ar-
ticle est la construction de deux presque C,-représentations X°(W) et X' (W) associées
a une B-paire W ainsi que le calcul de leurs dimensions et de leurs hauteurs. Si D est un
(¢, I')-module, alors le plus grand sous-module de D de pentes < 0 est bien défini, et on

le note D¢ ; on note aussi D~y = D/Dg.
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Si W est une B-paire, alors on pose X%(W) = ker(W, — Wyr/Wji) et XY (W) =
coker(W, — Wyr/W). Le résultat principal de notre article est alors le suivant (voir le

théoreme 3.1 qui donne un résultat plus précis) :

Théoréme A. — Si W est une B-paire, alors X°(W) et X*(W) sont deux presque
C,-représentations. Si de plus D = D(W), alors :

(1) dime(g,) XO(W) = —deg(D<o) et ht(X°(W)) =rg(Do) ;
(2) dime(g,) XHW) = deg(Dso) et ht(XH(W)) = —rg(D>o).

Ce théoreme permet d’associer a un (¢, I')-module D un complexe de longueur 2 de
presque C,-représentations (c’est moralement le complexe [W, — War/WiR]) dont la
dimension et la hauteur sont le degré et le rang de D. L’étude du foncteur qui en résulte
promet d’étre intéressante.

Le deuxieme résultat de cet article est un théoreme de pleine fidélité pour les B.-
représentations. Toute B.-représentation peut étre vue comme le W, d’une B-paire et
en utilisant le théoreme A, on trouve le résultat suivant (c’est le théoreme 4.1), qui
répond par l'affirmative & une question de Fontaine (voir la remarque en bas de la page
375 de [Fon03]). Ce théoreme de pleine fidélité pour les B.-représentations (les fibres
spéciales des B-paires) est I'analogue du théoréme A’ de [Fon03] qui concerne les Bj;-

représentations de longueur finie.

Théoréme B. — Le foncteur d’oubli de la catégorie des Be-représentations de G vers
la catégorie des Qp-espaces vectoriels topologiques avec action linéaire et continue de G

est pleinement fidele.

Le théoreme A est dans le prolongement naturel des calculs de [Ber08]. Notons tou-
tefois que le fait que X°(W) et X' (W) sont des presque C,-représentations ainsi que le
théoreme B s’inscrivent naturellement dans un projet ambitieux ayant pour but de faire
le lien entre B-paires, presque C,-représentations et espaces de Banach-Colmez (Fontaine
et Plit, travail en cours).

La plan de I'article est assez naturel. Dans le §1, on fait quelques rappels et compléments
sur les B-paires, les (¢, G )-modules et les (¢, I')-modules et dans le §2 on fait de méme
pour les presque C,-représentations. Le §3 est consacré a la démonstration du théoreme
A et le §4 a celle du théoreme B.

Remerciements : Les résultats et les techniques de cet article sont directement inspirés
des travaux de Jean-Marc Fontaine et je le remercie pour ses nombreuses explications

patientes et éclairantes.
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1. B-paires, (¢, Gk)-modules et (p,I')-modules

Commencons par faire des rappels tres succints sur les définitions (données dans
[Fon94] par exemple) des divers anneaux de Fontaine que nous utilisons dans cet article.

Rappelons que Et = @xpr Oc, est un anneau de caractéristique p, complet pour la

valuation valg définie par valg(r) = val,(z(?)) et qui contient un élément ¢ tel que ™
est une racine primitive p"-ieme de I'unité. On fixe un tel € dans tout 'article. L’anneau
E = Et[1/(c — 1)] est alors un corps qui contient comme sous-corps dense la cloture
algébrique de F,((e — 1)). On pose AT = W (E*') et A = W(E) ainsi que Bt = AT[1/p]
et B = A[1/p]. L’application 6 : BY — C, qui a Y, p¥lxx] associe Y, o pkx,(co)
est un morphisme d’anneaux surjectif et B, est le complété de B+ pour la topologie
ker(#)-adique, ce qui en fait un espace topologique de Fréchet. On pose X = [g] —1 € A+
et t =log(1+ X) € B}, et on définit B4r par Bqr = Bz [1/1]. Soit p € E* un élément

tel que p® = p. L’anneau B, est I'ensemble des séries > w0 bn([p]/p)" ot by, € BT et

max

b, — 0 quand n — oo ce qui en fait un sous-anneau de B} muni en plus d’un Frobenius

@ qui est injectif, mais pas surjectif. On pose Bt = N0 (B,,) ce qui en fait un

rig

sous-anneau de B sur lequel ¢ est bijectif. Remarquons que 'on travaille souvent avec

max
B.is plutot que By.x mais le fait de préférer B, ne change rien aux résultats et est
plus agréable pour des raisons techniques.

Rappelons que les anneaux B, et Bgqr sont reliés, en plus de I'inclusion B,,.x C Bgr,
par la suite exacte fondamentale 0 — Q, — B¢Z! — Byr/BJ; — 0. Ce sont ces anneaux
que l'on utilise en théorie de Hodge p-adique. Le point de départ de la théorie des (¢, I')-
modules sur I'anneau de Robba est la construction d’anneaux intermédiaires entre B+ et
B. Sir > 0, soit BI" Iensemble des z = > koo PFk] € B tels que valg(zy)+k-pr/(p—1)
tend vers +oo quand k augmente. On pose Bf = UT>0]§T””, c’est le corps des éléments
surconvergents, défini dans [CC98]. L’anneau Eiig = Ur>0]§L’g défini dans [Ber02, §2.3]
;Eg et BT; de fait, on a une suite exacte (d’anneaux et
d’espaces de Fréchet) 0 — BT — ]§;§g & B — ﬁi{; — 0.

Rappelons que K, = W (k)[1/p]; pour 1 < n < +00, on pose K,, = K(yym) et Hr =
Gal(K/Ky) et Ty = Gy /Hg. Si R est un anneau muni d'une action de Gy (c’est le
cas pour tous ceux que nous considérons), on note Rx = RIx. L’anneau ﬁi{; contient
Pensemble des séries f(X) = >, 5, fiX* avec fi € Kj telles que f(X) converge sur

est en quelque sorte la somme de B

{p~'/" < |X| < 1}. Cet anneau est noté BL’;KO. Si K est une extension finie de K, il lui
correspond par la théorie du corps de normes (cf. [FW79] et [Win83]) une extension finie

t,r
Brig,
avec fi, € K} telles que f(X) converge sur {p~'/*" < |Xg| < 1} olt X est un certain

x qui s’identifie (si 7 est assez grand) & 'ensemble des séries f(Xx) = >z fr Xk

¢lément de ]§J}( et K| est la plus grande sous-extension non ramifiée de K, dans K et
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e = [Kw : Ko(ppe)]. On pose Brlg K= r>OBL; , et BIY = BmgKﬁﬁT et Bl = U, oBIY.

nt T alg 4 :
Les anneaux By, et By, ;- concident avec les anneaux I'38.., et D'acon définis dans

[Ked05, §2.2] (cf. en particulier la convention 2.2.16 et la remarque 2.4.13 de [Ked05]).
Rappelons que 'on pose Q1 = ((1+ X)? —1)/X et Q,, = " 1(Q1) pour n > 1 et que
si 7 > 0, alors n(r) est le plus petit entier n tel que p™~ (p — 1) > r. Enfin, l'injection

~ n—1
¢~ : BT — BJ; se prolonge par continuité & ¢,, : Bilg P _, B

Lemme 1.1. — Siz € Bl a la propriété que pour tout n = n(r), on a 0o v,(x) = 0,

rig
alors x €t - BL;

Démonstration. — Par la proposition 2.17 de [Ber02], le noyau de o ¢, : BL; — C, est
engendré par @, et on en déduit que @, divise = quel que soit n > n(r) ce qui fait que

pour tout n = n(r), on peut écrire z = x, - [ (Qm/p). Par le méme argument que

m=n(r)

celui de la démonstration du lemme 4.6 de [Ber02], la suite {2, },,>n(r) converge dans Brlg

et sa limite y vérifie alors z =y - [,y (@n/p). Comme dans BL’g les idéaux engendrés

par ¢ et par [],-, . (@n/p) coincident, on a bien z € ¢ - BL; O

Rappelons qu'un ¢-module sur B! x estun B! -module libre D muni d'un Frobenius

¢ tel que Mat(p) € GLd(BLg,K). Urg; (¢, F)—modile est un p-module muni d’une action
semi-linéaire et continue de I'x qui commute a . Les B-paires sont des objets qui ont
été définis dans [Ber08]. Rappelons qu'une B-paire W = (W,, W) est la donnée d’une
B.-représentation W, et d'un BJ;-réseau Wi, de War = Bgr ®p, W, stable par Gk.
Dans [Ber08]|, nous avons construit une équivalence de catégories entre la catégorie des
B-paires et celle des (¢, I')-modules sur BL& - Nous allons la préciser ci-dessous.
Appelons (¢, G)-module sur ]§Iig la donnée d’un @-module D sur ]A');Lg muni d’une
action de Gk qui est semi-linéaire et continue et qui commute a ¢. On a un foncteur

évident D — D = BT R

vig OB, D de la catégorie des (i, I')-modules sur BL& x vers celle

des (¢, Gi)-modules sur BLg et on peut par ailleurs associer & tout (¢, Gx)-module D

sur Bilg une B-paire W(D) en copiant la recette de la proposition 2.2.6 de [Ber08|,

c’est-a-dire en posant :

W.(D) = (B ng[l/t]@@r D)= et Wi(D) =B ®%,,, D™

pour n > 0. Le théoreme 2.2.7 de [Ber08] s’étend alors immédiatement en le résultat

suivant :

Théoréme 1.2. — Les foncteurs D — D et D — W([N)) réalisent des équivalences de

catégories entre les trois catégories suivantes :

(1) les (@, I")-modules sur BngK,
(2) les (., G )-modules sur B,

rig ’
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(3) les B-paires.

Remarquons que si D(W) est le (¢, I')-module associé & une B-paire W = (W,, W),

alors le (p, I')-module associé & W = (W,, /W) est /D(W).
T

rig
notion de pentes pour ces objets (il a en fait un cadre commun pour I’étude des p-modules

.I.
sur By,

ﬁiig dans cet article).
Sih>1etaeZ,disons quun p-module D sur ]§Lg est isocline de pente a/h si c’est

une somme directe des modules élémentaires M, , définis dans le §4.1 de [Ked05]. On

Kedlaya a étudié dans [Ked05] les ¢-modules sur B! et il a notamment dégagé la

et sur Biig; pour des raisons pratiques, nous travaillons avec des modules sur

peut appliquer le méme raisonnement que dans la démonstration du théoreme 3.2.3 de

[Ber08] pour en déduire que tout ¢-module D sur ]A?;Lg qui est isocline de pente a/h s’écrit

D= fBIig ®q,, Van ot Vo = D#"=P" est un Q,n-espace vectoriel de dimension finie muni
d'un frobenius semi-linéaire vérifiant ¢* = p®. Si de plus D est un (¢, Gk )-module sur
it
Brig’

dans [Ber08, §3.2] (c’est la catégorie dont les objets sont les Q,r-espaces vectoriels V,

alors V, j, est stable par G et donc V,; appartient a la catégorie Rep(a, h) définie

de dimension finie, munis d’une action semi-linéaire de G et d’un frobenius lui aussi
semi-linéaire ¢ : V, , — V, 1, qui commute a G et qui vérifie " =p*) et on a :

T
rig

catégories entre la catégorie Rep(a,h) et celle des (p,Gk)-modules sur ]§I-g qui sont

Proposition 1.3. — Le foncteur V,) — B ®q,, Van Téalise une équivalence de

1,

isoclines de pente a/h.

En ce qui concerne les (¢, Gk )-modules non nécessairement isoclines, Kedlaya a montré
le résultat ci-dessous (voir [Ked05, §4.5]).
T.

rigs @lors il existe une unique filtration

Théoréme 1.4. — Si D est un p-module sur B

0= ]50 C ]51 Cc---C ]5g =D par des sous-p-modules saturés, telle que :

(1) pour tout 1 <1 < ¢, le quotient ]51-/]5@-,1 est isocline ;
(2) si l'on appelle s; la pente de ]5i/15i_1, alors s1 < 89 < +++ < 8.

De plus, cette filtration est scindée (décomposition de Dieudonné-Manin), mais non ca-

noniquement.

Le fait que cette filtration est canonique implique que si D est un (p, Gk )-module
nt
sur B

rig» alors chacun des crans de la filtration est stable par G et est donc aussi un
(¢, Gk )-module. En revanche, il n’est en général pas possible de scinder la filtration de
maniere compatible a l'action de Gk (ceci dit, c’est sans doute possible si D est de de

Rham, voir la décomposition de Dieudonné-Manin de [Col03]).
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Les rationnels sy, - -+ , s, construits dans le théoreme 1.4 sont par définition les pentes
de D. Si s € Q, alors [N)gs et ]5<S, les sous-modules maximaux de D de pentes < s et
< s sont bien définis et ce sont des (¢, Gx)-modules. On note aussi Ds, = D/Dq, et
Do = D/D-...

Pour terminer, nous aurons besoin de la proposition ci-dessous, qui généralise un peu
la proposition 4.1.3 de [Ked05].

Proposition 1.5. — Soit D un (p, Gk )-module sur Bl eth>1etacZ.

rig
(1) Si les pentes de D sont > a/h, alors D?"=P" =0 ;
(2) si les pentes de D sont < a/h, alors D/(¢h — p*) = 0.

Démonstration. — Cela suit du corollaire 4.1.4 de [Ked05] puisque 'on a d’une part
D¢"=r" = Hom (M, p, D) et d’autre part D/(¢h — p®) = Ext' (Mg, D). O

2. Rappels et compléments sur les presque C,-représentations

Soit B(G k) la catégorie dont les objets sont les Q,-espaces de Banach munis d’une
action linéaire et continue de G et dont les morphismes sont les applications linéaires
continues et G'kx-equivariantes, et soit C(Gk) la sous-catégorie de B(G ) constituée des
presque C,-représentations de G définies et étudiées dans [Fon03]. Rappelons qu’une
presque C,-représentation est un espace de Banach X muni d'une action linéaire et
continue de G et tel qu’il existe d > 0 et des représentations p-adiques de dimensions
finies V7 et Vs telles que X/V} = Cg /Va. Nous rappelons ici quelques uns des résultats
concernant les presque C,-représentations qui nous serviront dans la suite de cet article.

Par le théoreme B de [Fon03], la catégorie C(Gf) est une sous-catégorie stricte de
B(Gg) (c’est-a-dire une sous-catégorie strictement pleine, stable par somme directe, et
telle que tout morphisme est strict et a son noyau et son conoyau dans C(Gg)), et
C(Gk) contient toutes les représentations p-adiques de dimension finie et toutes les Bj;-
représentations de longueur finie.

De plus, il existe deux fonctions, la dimension dime(g,) : Ob C(Gk) — Zxg et la
hauteur ht : Ob C(Gx) — Z, qui sont additives et caractérisées par dime(g,)(Cp) =1 et
ht(C,) = 0 et dime(g,)(Q,) = 0 et ht(Q,,) = 1. On a par exemple dime(g,)(Bir/t") = a
et ht(BJ;/t*) = 0. Une presque C,-représentation de dimension et de hauteur nulles est

elle-méme nulle.

Lemme 2.1. — Sih > 1 eta €Z, alors (ﬁiig)“"h:pa est une presque C,-représentation,

qui est de dimension a et de hauteur h si a > 0 et qui est nulle st a < 0.
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Démonstration. — La proposition 2.10 de [Col03] implique que si a > 0, alors on a une
suite exacte :
g h_,a
0— Qppr -ty — (Biig)w P — Bag/t" — 0,
ou t est I'élément construit dans le §2.4 de [Col03] (c’est une période d'un groupe de
Lubin-Tate associé¢ a Q,), et donc (]A?;Lg)wh:pa est bien une presque C,-représentation et

sa dimension se lit sur la suite exacte. O

Proposition 2.2. — Si h,k > 1 et a,b € Z, et si Vo, € Rep(a, h) est de dimension d

sur Qyn, alors (Eiig

et de dimension d - (b — ak/h) et de hauteur dk sinon.

®Q,n Von)? =" est une presque C,-représentation, nulle si a/h > b/k,

Démonstration. — Un calcul immédiat montre que :

bh—ak

®q,, Van)? ' CY = (BL)" " 0q , Van

rig

X = (B!

rig
et le lemme 2.1 montre que Y est une presque C,-représentation, qui est nulle si a/h >
b/k. L’espace Y est muni de 'opérateur ¢ qui est continu et commute a l'action de G.
Comme C(G) est une sous-catégorie pleine de B(G), lespace X = Y #" est lui-méme
un objet de C(Gk).

Observons que si a/h < b/k, alors dimeg,)(Y) = d(bh — ak) et ht(Y) = dkh
par le lemme 2.1 et comme on a un isomorphisme Y ~ Qx ®ka X, on trouve que
dime g, (X) = d(bh — ak)/h et que ht(X) = dk (notons que par la remarque 3.2.2 de
[Ber08], d est divisible par h). O

Proposition 2.3. — Sih > 1 eta € Z, et si Vo, € Rep(a, h) est de dimension d sur
Q,», alors la représentation X*(V, ) définie par :
Bar ®q , Van
X! (Var) = .
Bir @q,, Van + By [1/t] ©q,,, Van)?~

rig
est une presque C,-représentation, nulle si a < 0 et de dimension da/h et de hauteur —d

SIMON.

Démonstration. — Si a < 0 et si £ > 0, alors un petit calcul et la proposition 2.11 de

[Col03] impliquent qu’on a un morceau de suite exacte :

0 — (]§T 2q,, Va’h>e0=1 R (t—el’_S)T

rig rig ®Qph V;l,hyp:l - (t_ZBgR/le_R) ®Qph Va,h;

et on a (t’EBIig ®q, Von)?=! = tié(BIig

premiers termes sont de dimensions —da/h et d - (¢ — a/h) et de hauteurs d et d ce qui

Q. Vavh)wzpl. Par la proposition 2.2, les deux

fait que la fleche de droite est en fait surjective et donc :

le_R ®Qph V;l,h + (t_gfﬁ

rig ©Q, Van)?™ = t_gB:{R ®q,. Va.n-
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On déduit des calculs précédents que si j > 0 vérifie j — a/h > 0, alors pour tout
¢>0,o0na:

By @q , Van + (1Bl ®q , V)™ = 7B @q, Vans

et donc :
t7Big ®q, Van + (B Bl [1/1] ®q,, Van)?™ = Bar ®q, Vo,
ce qui fait que 'application :
tBig ®q,, Vo Bir ®q,;, Van
Bl ®q, Van + (7Bl ®q , Van)?=! le_R ®q,, Van + (Blg1/1] ®q , Van)?=!

rig

est un isomorphisme et que X*'(V, ) s’identifie au conoyau de 'application :

(t B, ®q,, Vo)~ = (7' Bir/Bir) ®q,; Vo

rig
Comme il s’agit d’'un morphisme de presque C,-représentations, ce conoyau est aussi une
presque C,-représentation, et si a < 0, alors on peut prendre j = 0 et X*(V, ;) est nul.

Sia > 1, alors (BIlg ®aq,, Von)?=! =0 et on a la suite exacte :

0— (t/B}; ®q,, Van)?~' = (7 Bir/Bir) ®q,, Var — X' (Van) =0,

rig
ce qui fait que dime(g,) X' (Vo) = dj —d(j —a/h) = da/h et que ht(X1(V, ) = —d. O
Proposition 2.4. — Si 'V est une représentation p-adique de Gg, si S est une presque
C,-représentation de Gk et si E € B(Gk) est une extension de V par S, alors :

(1) E est elle-méme une presque C,-représentation ;
(2) il existe un Qy,-espace vectoriel de dimension finie X C E stable par G qui s’envoie

surjectivement sur V.

Démonstration. — Le (1) suit de la proposition 6.7 de [Fon03]. Par le corollaire du
§5.2 de [Fon03], la suite exacte 0 — S — E — V — 0 est presque scindée ce qui
veut dire qu’il existe une représentation de dimension finie W C S telle que la suite
0— S/W — E/W — V — 0 est scindée, disons par s : V — E/W. Pour montrer le (2),
il suffit de prendre pour X l'image inverse de s(V') dans E. O

3. Les presque C,-représentations associées aux B-paires

Si W est une B-paire, alors on pose X°(W) = W, N Wi, C War et X' (W) =
War/ (W, + Wji). Ces espaces sont donc le noyau et le conoyau de application naturelle

W, — War/ W(;“R. L’objet de ce paragraphe est de montrer le théoreme ci-dessous.

Théoréme 3.1. — Si W est une B-paire, et si D = D(W), alors :
(1) XO(W) ~D#=L et XY(W) ~D/(1—¢);
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(2) XO(W) et X*(W) sont deuz presque C,-représentations ;
(3) dime(g,) X°(W) = — deg(Do) et ht(X°(W)) = rg(D<o) ;
(4) dime(g ) XM (W) = deg(Dso) et ht(X'(W)) = —rg(Dxo).

Avant de pouvoir montrer ce théoreme, nous allons devoir établir quelques résultats
intermédiaires. Dans la suite, il est plus commode de travailler avec des (p, Gk )-modules
sur leg quavec des B-paires et on pose donc X¢(D) = X (W (D)) pour i = 0, 1.

Proposition 8.2. — Si D est un (p, Gx)-module sur Bl . alors X°(D) = D¢=!.

rig’

Démonstration. — C’est 'occasion de rappeler que par la définition donnée dans la pro-

position 2.2.6 de [Ber08], on a W, (D) = (B rlg[l/t]® a D)@— et Wi (D) = B&LR@BW D

pour n>> 0. Si {f;}&, est une base de D et si Yy = Zi:l b; ® f; € W, a la propriété que :

y=¢"(y) = Z ¢~ "(bi) ® 9 "(fi) € Big ®Zy., D

rlg

pour tout n > 0, c’est donc que ¢ "(b;) € BIz pour tout n > 0 et on est donc ramené
a montrer que si b € Bng[l/t] vérifie ¢~ "(b) € Bz pour tout n > 0, alors b € Brlg Si
h > 1 est tel que t"b € Brlg7

tho e t - Bilg ce qui fait que I'on peut diminuer h de 1 et finalement que b € Bllg O

alors 6 o 1, (t"b) = 0 pour tout n > 0 et par le lemme 1.1,

Proposition 8.3. — Si D est un (p, Gx)-module sur B, g alors X (D) =D/(1— ).

Démonstration. — Si I'on a une suite exacte du type 0 — D' — D — D" — 0, alors le

lemme du serpent appliqué au diagramme :

0 —— We(f)’) ) WJR(]S’) N We(ﬁ) P W;R(ﬁ) N We(ﬁll) D Wd+R(]5”) 0

! | |

0o — War(D') - War (D) - War(D") — 0

nous donne une suite exacte :
(3.1) 0— X°(D) — X°(D) — X°(D") — X' (D') — X*(D) — X'(D") — 0.

Si D est isocline de pente < 0, alors les propositions 1.3 et 2.3 montrent que X 1(5) =0.
On déduit du théoréme 1.4 et de la suite exacte 3.1 que si D est un (¢, Gi)-module, alors
Xl(ﬁgo) = 0 et donc que Papplication X*(D) — X*(Dg) est un ismorphisme.

Le lemme du serpent appliqué au diagramme :

0 D’ D D) —— 0

[ e |

0 D’ D D" —— 0
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nous donne une suite exacte :
(3:2) 0— (D)*=" = D*=" — (D")*=" = D'/(1 - ¢) = D/(1 - ) = D"/(1 - ) — 0.

On en déduit comme ci-dessus, en utilisant cette fois le (2) de la proposition 1.5, que si D
est un (¢, G )-module, alors application D/(1—¢) — D<g/(1—) est un isomorphisme.

Il suffit donc de montrer la proposition sous 'hypothese supplémentaire que les pentes
de D sont > 0. La proposition A.4 de [Ked07] nous dit qu’il existe alors deux (¢, Gx)-
modules ISet et M tels que ]5et est étale (c’est-a-~dire isocline de pente nulle) et tels que
I’on a une suite exacte :

0—>f)—>f)et—>M—>0.

En utilisant la proposition 3.2 et les deux suites exactes ci-dessus, ainsi que le fait que
XY(De) = 0 et Do /(1 — ) = 0, on trouve que l'on a :

0 —— XO(D) — XO(Det) —_— XO(M) —_— XI(D) — 0

0 — D —— D) — (W —— Dj(1—) — 0,

ce qui fait que 'on a bien X'(D) ~ D/(1 — ). O

Remarque 3.4. — L’isomorphisme a : D/(1 — ¢) — X(D) peut étre décrit explici-
tement de la maniere suivante (c’est un exercice de « chasse au diagramme » que nous
laissons au lecteur). Par le théoreme 1.4 ci-dessus et le corollaire 1.1.6 de [Ber08], I'ap-
plication 1 — ¢ : D[1/t] — D[1/¢] est surjective et si z € D, il existe donc y € D[1/t]
tel que (1 — @)y = 2. Sin > 0, alors on a ¢ "(y) € War(D) et a(x) est par définition
Pimage de ¢ "(y) dans X*(D).

Vérifions que av est bien définie. Si I'on avait choisi i € D[1/1] tel que (1—¢)y’ = =, alors
y—y' € (D[1/])¥=" et alors o ™(y) et ¢ ™(y) ont méme image modulo W,(D) et donc
a(r) ne dépend pas du choix de y. Ensuite, on a ¢~ (y) — o ™(y) = ¢~ " (1 —p)y =
e~ (z) € W(;“R(IS) et donc a(z) ne dépend pas du choix de n > 0 ce qui fait que «a(x)
est bien défini.

On peut voir directement que « est injective. Si a(z) = 0, ¢’est que pour tout n > 0

on peut écrire " (y) = 2, +wy, avec z, € Wik (D) et w, € W,(D) et donc p"(y —w,) €

Wik (D). On a alors :

"Iy —wair) — 0" (0(y) — plwn)) = "V (@) = (w1 — w,) € WH(D),
ce qui fait (comme o~ (z) € Wi (D)) que wyiy — w, € Wi (D) N W, (D) = D=}
par la proposition 3.2. Quitte a modifier w,,; par un élément de f)“"zl, on peut donc
supposer que w, ne dépend pas de n, ce qui fait qu’il existe w € (]5[1 /t])?=1 tel que
e "(y—w) € WdJrR(ﬁ) pour tout n 3> 0. Si lon écrit y—w = 30, b;® f; avec b; € ﬁlig[l/t]
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comme dans la démonstration de la proposition 3.2, on trouve alors que ¢ "(b;) € BIR
pour tout n > 0 ce qui fait que y —w € D et donc quex=(1—p)ye(l— cp)[N) et donc
que « est injective. En revanche, le fait que « est surjective est moins évident et suit des

calculs sous-jacents a la proposition 2.3.

Proposition 3.5. — Soit D un (¢, Gk )-module sur Bl s sa plus grande pente, k > 1

rig’
etbe Z.

(1) Il existe deuz (@, G )-modules D' et D? sur ﬁiig qui sont isoclines de pente s et
tels que D = (D, @& D')/D? ;
(2) le Qp-espace vectoriel D¥"=F" est une presque C,-représentation.

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur le nombre ¢(D) de pentes
de D. Si £(D) = 1, alors D est isocline de pente s = a/h, et pour montrer le (1) il suffit de
prendre D! = D et D? = 0 et le (2) suit de la proposition 1.3 qui dit que D = ELg@Qph Vh

et de la proposition 2.2 qui dit que Bl ® V)P =P est une presque C,-représentation.
Qph ) p

rig

Sinon, soit s = a/h la plus grande pente de D ce qui fait que I'on a une suite exacte
0— ]5<5 — D — D, — 0 olt E(f)<s) = E(]S) — 1. En prenant les invariants par ¢" — p?,
on trouve :

0—DZ™ — D" = D" = Do /(¢ — p).

Par le (2) de la proposition 1.5, on a D, /(¢" — p*) = 0 par ailleurs, ]Sﬁ];:pa est une
presque C,-représentation par hypothese de récurrence et enfin par la proposition 1.3,
on peut écrire D, = Elig ®q,, Van et alors f)gsoh:pa = Vi est de dimension finie sur Q,.
On peut alors appliquer le (2) de la proposition 2.4 qui nous fournit X C D?"=r" de
dimension finie qui s’envoie surjectivement sur V; ;. Quitte a remplacer X par le Q-
espace vectoriel qu’il engendre, on peut supposer que X est un Qpu-espace vectoriel.
Posons alors D! = ﬁiig
on a une application naturelle : ]5<S ®D! - D qui est surjective. Son noyau D2 s’injecte

®q, X ; il est isocline de pente s = a/h puisque X C D#"=P" ot

dans D* et ses pentes sont donc > s (par le (a) de la proposition 4.5.14 de [Ked05]). Par
ailleurs, le lemme 3.4.3 de [Ked05] appliqué & la suite 0 — D2 — Do, ® D' — D — 0
implique que :

deg(D?) = deg(D<,) + deg(D") — deg(D) = deg(D") — deg(D,) = s - rg(D?),
ce qui fait que D? est nécessairement isocline de pente s, ce qui montre le (1).

Pour montrer le (2), posons r = b/k et considérons la suite exacte :
O—>[N)<T—>]5—>[N)>T—>O.

: : k b e =p® ek =p net=r
En prenant les invariants par ¢® — p°, on trouve 0 — D¢, — D¥ — DZ,7" et

par le (1) de la proposition 1.5, on a ]5‘5;:73 " =0 ce qui fait que 'application naturelle
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]52]:,:13 " D est un isomorphisme. On peut donc supposer que les pentes de D sont

< r. Dans ce cas, le (1) nous donne une suite exacte :
O—>]52—>]5<569]51—>]5—>0,

et en prenant les invariants par gpk — p®, on trouve :

k:

0 — (ﬁz)@k=p” _ f)ﬁ’fg:p” @ (f)l)go P, et ]52/(80k _ pb))

Comme s < 7, le (2) de la proposition 1.1.4 nous dit que D2/(¢* — p?) = 0. Par ailleurs,
(ﬁl)wk:pb et (f)?)SDkZPb et f)f;:p " sont trois presque C,-représentations par hypothese de

, . . = ok—nb A~ , .
récurrence ce qui fait que D¥ = est elle-méme une presque C,-représentation. ]

Démonstration du théoréeme 3.1. — Le (1) fait 'objet des propositions 3.2 et 3.3. Mon-
trons le (2). Le fait que X°(TW) est une presque C,-représentation suit de la proposition
3.2 qui dit que XO(W) = D¥=! et du (2) de la proposition 3.5 appliquée & b/k = 0/1.
Le fait que X' (W) est une presque C,-représentation se démontre par récurrence sur le
nombre de pentes de D. SiD est isocline, alors le résultat suit des propositions 1.3 et 2.3.
Sinon, le (1) de la proposition 3.5 nous fournit une suite exacte 0 — D? — D, & D! —
D — 0 ot D! et D? et f)<3 ont chacun moins de pentes que D ce qui permet de montrer

par récurrence que X'(D) est une presque C,-représentation en utilisant la suite exacte
3.1:

0— X°(D?) — X°(D., ®D") — X°(D) —» X'(D?) — X' (D, ®D') — X'(D) — 0.
Pour montrer le (3), observons que d’une part, ’application X 0(]5@) — X 0(13) est un
isomorphisme et d’autre part si s < 0, alors X 1(]5<s) = 0 et on a donc une suite exacte :
0— X°(D.,) — X°(D) — X°(D,) — 0.

La dimension étant additive sur les suites exactes, on se ramene au cas ol D est isocline,
qui résulte alors de la proposition 1.3 et de la proposition 2.2. Le (4) se démontre exacte-
ment de la méme maniere, en utilisant la proposition 2.3. Ceci termine la démonstration

du théoréme. O

Remarque 3.6. — Notons pour référence les propriétés suivantes de X% et X1 :

(1) les applications X°(D<y) — X°(D) et X*(D) — X' (Dsg) sont des isomorphismes ;
(2) ona X°(D) = 0 si et seulement si les pentes de D sont toutes > 0 et on a X*(D) = 0

si et seulement si les pentes de D sont toutes < 0.

On pourra comparer ces constructions au « complexe fondamental » du §5 de [CF00].
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4. Pleine fidélité pour les B.-représentations

L’objet de ce pararaphe est de démontrer le théoreme suivant, qui répond par 'affir-

mative & une question de Fontaine (voir la remarque en bas de la page 375 de [Fon03]).

Théoréme 4.1. — Le foncteur d’oubli de la catégorie des B.-représentations de Gy
vers la catégorie des Q,-espaces vectoriels topologiques avec action linéaire et continue

de G est pleinement fideéle.

Avant de montrer ce théoreme, définissons la topologie naturelle sur une B.-représen-
tation. Rappelons que si W, est une B.-représentation et que si l’'on pose Wyr = Byr @B,
W, alors (cf. le début du §3.5 de [Fon04]) la Bgg-représentation Wyr admet un BJ;-
réseau Wy stable par Gg. Si j > 0, alors WJ = W, Nt 7W; est, par les résultats du
paragraphe précédent, une presque C,-représentation, et c’est notamment un objet de
B(Gk). Comme on a W, = U;j5W?, la Be-représentation W, est une limite inductive
dénombrable d’espaces de Banach et donc un espace LF. Par ailleurs, si I’on choisit un
BS’R—réseau différent de Wyg, alors comme deux tels réseaux sont commensurables, on
trouve une structure d’espace LF homéomorphe a la premiere et la topologie de W, qui
en résulte ne dépend donc pas du choix de Wj. La topologie d'une B.-représentation est
alors la topologie d’espace LF que I'on a définie ci-dessus. Dans le cas ou W, = B.®q, V/,
on retrouve la définition du début du §8.2 de [Fon03].

Rappelons que si f : E — F est une application linéaire continue d’espaces LF avec
E = Ui E; et F' = Ujx Iy, alors par le théoreme de Baire, pour tout ¢ il existe j tel
que f(E;) C F; et que réciproquement, une collection compatible de telles applications
définit une application continue d’espaces LF. En particulier, si f : W, — X, est un
morphisme de B.-représentations, alors il est nécessairement continu et le foncteur d’oubli
Repg, (Gk) — Reppp(Gk) est bien défini et il est manifestement fidele ce qui fait que pour
montrer le théoreme, il suffit de montrer que toute application continue G g-équivariante

W, — X, est nécessairement B.-linéaire.

Démonstration du théoréeme 4.1. — Si f : W, — X, est une application continue G-
équivariante, alors pour tout i > 0, il existe j tel que f(W, Nt "W) € X. Nt 7 X};.
Quitte & modifier Wi et XJ;, on peut supposer que f(W,NW) C X, N X, et que
les pentes de (W, W) sont < 0. Cette derniére hypothese implique que les pentes de
(W, t7'Wi) sont < —i (rappelons que si D(W) est le (¢, ')-module associé & une B-
paire W = (W,, W), alors le (p,T')-module associé & W = (W,, !Wi) est /D(W)) et

en particulier que si 2 > 0, alors :

dimC(GK)(We N t_iW;_R) — dimC(GK)(We N W;R) =7q- rg(W)
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et ht (W, Nt~ W) = ht(W. N W) par le (3) du théoréme 3.1 ce qui fait que I'on a une

suite exacte :
0= WeN Wi = Went™' Wi — 7 Wik /Wi — 0,

et que si 'on choisit j tel que f(W, Nt W) € X, Nt X, alors f induit une appli-
cation continue et Gg-équivariante fif, : t Wik /Wi — ¢t 7 X$. /X f puisque 'on a un
diagramme :

0 —— W.NWiy —— Went- Wi, —— t7'Wh /Wi —— 0

/| /| |
0 — X.NXji —— XenNt7X; —— t7X R/ Xk
Le théoreme A’ de [Fon03| implique que féjf{ est Bl;-linéaire. On trouve que f induit
une application Bl-linéaire fip : t7'Wi /Wi — Xar/XJi puis en passant a la limite
une application BjR-linéaire : far @ War/ WJR — XdR/XjR. Cette application induit
elle-méme une application B ;-linéaire W3, — X (en passant au duaux) et donc une
application Bggr-linéaire Wyr — Xgr; comme W, C Wyr et X, C X4r on trouve bien

que f est Bg-linéaire. O
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