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Résumé. — Nous généralisons la théorie de Sen & des extensions K, /K dont le groupe de
Galois est un groupe de Lie p-adique de dimension quelconque. Pour cela, nous remplagons
I’espace des vecteurs K-finis de Sen par celui des vecteurs localement analytiques de Schnei-
der et Teitelbaum. On obtient alors un espace vectoriel sur le corps des vecteurs localement
analytiques de K. Nous décrivons ce corps en portant une attention particuliere au cas
d’une extension de Lubin-Tate.

Abstract (Sen theory and locally analytic vectors). — We generalize Sen theory to
extensions K.,/K whose Galois group is a p-adic Lie group of arbitrary dimension. To do
so, we replace Sen’s space of K-finite vectors by Schneider and Teitelbaum’s space of locally
analytic vectors. One then gets a vector space over the field of locally analytic vectors of
K. We describe this field in general and pay a special attention to the case of Lubin-Tate

extensions.
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1. Introduction

1.1. Descente presque étale. — On fixe une cloture algébrique Qp de Q, et on note
C, le complété de Q,, pour la norme p-adique.

Si K est une extension finie® de Q, contenue dans Q,, et si Gx = Gal(Q,/K),
une idée qui s’est avérée fructueuse pour I'étude des représentations p-adiques de G,
est de dévisser Qp en introduisant une extension intermédiaire K C K, C Qp, telle
que K. /K ne soit pas trop compliquée, mais quand méme profondément ramifiée
(voir [CG96]) de telle sorte que Q, /K soit presque étale au sens de Faltings. On note
Hp le groupe Gal(Q,/Ky) et, si K est une extension galoisienne de K, on note 'k le
groupe Gal(K,/K) = Gx/Hg. Le fait que 'extension Qp/Koo est presque étale a pour

conséquence le résultat de descente presque étale suivant (cf. [Sen81]).
Théoréme 1.1. — Sid > 1, alors H'(Hy,GL4(C,)) = {1}.

Remarque 1.2. — (i) D’apres le théoréeme d’Ax-Sen-Tate, CfK est 'adhérence K., de
K, dans C, (autrement dit, c’est le complété de K, pour la norme p-adique). Le th. 1.1
se traduit par le fait que, si X est une C,-représentation semi-linéaire de dimension finie
d de G (par exemple si X = C,®q, V, ou V est une Q,-représentation linéaire de G,
de dimension d), 'application C, ® ko X Hx 5 X est un isomorphisme. En particulier, si
K /K est galoisienne, W = X est une IA(OO—représentation semi-linéaire de dimension d
de I'r. On est donc naturellement amené a étudier les K so-Treprésentations semi-linéaires
de dimension finie de I'x pour associer des invariants aux Q,-représentations linéaires
de G ; c’est exactement ce qu’a fait Sen [Sen81] pour définir les poids de Hodge-Tate

d’une représentation quelconque (cf. rem. 1.4 ci-dessous).

1. Plus généralement, on peut prendre pour K une extension finie de W (k)[1/p] ot k est un corps
parfait de caractéristisque p, et pour C, le complété p-adique de K.
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(ii) On a le méme genre d’énoncé en remplacant C, par Bl; [Fon04] ou par Bf
[CC98, BCO8] ou encore par BY." [Col98, Ber08, FF12| (et K., par les points fixes

cris

par Hy de anneau correspondant).

On peut, par exemple, prendre pour K, une des extensions suivantes :

— Dextension cyclotomique K (pp);

— Dextension de Kummer K( *3/7), ou 7 est une uniformisante de K ;

— la composée K (1,00, *y/m) des deux extensions précédentes

— une extension de type Lubin-Tate, obtenue en rajoutant a K les points de p*°-
torsion d’un groupe de Lubin-Tate associé a une uniformisante d’un sous-corps de K ;

— une extension galoisienne infiniment ramifiée de groupe de Galois un groupe de
Lie p-adique (qui est alors profondément ramifiée, cf. [Sen72] et [CG96]).

Chacun des exemples ci-dessus a son intérét propre :

e [’extension la plus utilisée est ’extension cyclotomique, par exemple dans la théorie
des (¢,T')-modules (cf. [Fon90] et [CC98]), mais pour beaucoup de questions, il semble
naturel d’utiliser d’autres extensions.

e De beaucoup de points de vue, la plus simple serait ’extension de Kummer mais
elle n’est pas galoisienne, ce qui pose de sérieux problemes (elle s’est quand méme révélée
tres utile pour ’étude des représentations semi-stables [Bre98, Kis06, BTR13]) et on
lui préfere parfois [TR11, Carl3] la composée K ({0, *V/T).

e En vue d'une extension de la correspondance de Langlands locale p-adique a
GL2(K), il semble naturel de considérer une extension de Lubin-Tate associée & une uni-
formisante de K [KR09, FX13, Berl14] car cela rend la correspondance pour GL;(K)
completement transparente.

e Enfin, pour des applications a la théorie d’Iwasawa non commutative [Har79,
Coa99, Ven03], le cadre naturel est celui d’une extension de groupe de Galois un groupe
de Lie p-adique arbitraire (ce qui inclut tous les cas précédents a I’exception de 'extension
de Kummer).

Malheureusement, si I' est de dimension > 2, certains outils fondamentaux de la théo-
rie cyclotomique manquent a 'appel (comme 'existence des traces normalisées continues
sur K, de [Tat67]), ce qui rend la théorie nettement plus délicate, et explique qu’elle
soit moins développée. Le but de cet article et de [Ber14] est de suggérer que 'on peut
remplacer ces outils manquants par des éléments de la théorie des représentations de I'k :
le concept de vecteur localement analytique est utilisé dans cet article pour étendre la
théorie de Sen; dans [Berl4|, ce concept permet de définir des invariants palliant le

manque de surconvergence des (¢, I')-modules dans le cas d'une extension de Lubin-Tate.
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Dans tout le reste de l'article, on suppose que K. /K est galoisienne, que I'x =
Gal(K/K) est un groupe de Lie p-adique, et que le sous-groupe d’inertie de Ik est

infini (c’est automatique si dim 'y > 2).

1.2. Vecteurs K-finis. — Soit W une Km—représentation semi-linéaire de dimension
finie de I'k. Si w € W, disons que w est K -fini s’il appartient a un sous K-espace vectoriel
de dimension finie de W qui est stable par I'x. Soit W ensemble des vecteurs K-finis
de W. C’est un sous K.-espace vectoriel de W.

Si dimI' =1, on dispose du résultat suivant de Sen (cf. [Sen81]).

Théoréme 1.3. — On a f(ggl = K et, plus généralement, si W est une Km—représen—
tation semi-linéaire de dimension finie de 'k, l'application Ko R, Wi — W est un

isomorphisme.

Remarque 1.4. — (i) L’algebre de Lie de 'k agit linéairement sur le K.-espace vec-

toriel Win. Cette algébre est de rang 1 sur Z, et, si K,/K est extension cyclotomique,
v—1
Xcycl '7)71
est opérateur de Sen Oge,. Ses valeurs propres sont les poids de Hodge-Tate de W.

(ii) Si W = (C, ®q, V)"* ot V est une Q,-représentation de Gx et Koo/K est
I’extension cyclotomique, on note Dge, (V) 'espace WA et les poids de Hodge-Tate de V

elle admet un générateur canonique V = lim,,_,; . L’opérateur de W ainsi défini

sont, par définition, ceux de W. De plus :

e L’application naturelle C, ®x., Dgen(V) = C, ®q, V' est un isomorphisme de
représentations Cp-semi-linéaires de G.

e Si on étend Og,, par Cy-linéarité a C, @k Dgen(V), alors Oge, commute a 'action

de Gk et on a
Ogen=0
(Cp ®Koo DSen<V>) ’ = CP ®K (CP ®Qp V)GK'

® Ogen, = 0 (ce qui équivaut a ce que V' soit de Hodge-Tate & poids de Hodge-Tate
tous nuls) si et seulement si le sous-groupe d’inertie de G agit a travers un quotient fini
sur V (cf. §5 de [SenT73)).
® Ogen appartient au sous-Cp-espace vectoriel de C, ®q, End(V') engendré par I'al-
gebre de Lie g de 'image de G dans GL(V), et g est le plus petit sous-Q,-espace vectoriel
de End(V') ayant cette propriété (cf. §3.2 de [Sen81]).
(iii) L'espace Dgen(V) du (ii) admet, si n est assez grand, un unique sous-K,-espace
vectoriel Dgenn(V) (avec K, = K(pym)), stable par I'x et tel que l'application natu-
relle Ko ®k, Dgenn(V) — Dgen(V) soit un isomorphisme (il en est alors de méme de

I'application C, ®k, Dsenn(V) = C, ®q, V) ; ce sous-espace est stable par Ogey.
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Le fait que W' n’est pas un objet adapté si dim I'x > 2 avait été observé par Sen lui-
méme. A titre d’exemple, signalons le résultat suivant (prop. 5.3). Soit I un sous-groupe
ouvert de SLo(Z,) et +s les deux poids de Hodge-Tate de la représentation déduite de
Gk — 'k = SLo(Z,).

Proposition 1.5. — Soit T'yx comme ci-dessus, avec s # 0, et soit W wune Keo-
représentation semi-linéaire de dimension finie de 'k .

(i) Si Wi =£ {0}, alors W a un poids de Hodge-Tate qui appartient a s-7Z ;

(ii) Si Wi contient une base de W, alors l'opérateur de Sen de W est semisimple, a

valeurs propres dans s - 4.

1.3. Vecteurs localement analytiques. — L’idée principale de cet article est de rem-
placer W par I'espace des vecteurs localement Q,-analytiques W' dont nous rappelons
maintenant la définition.

Soit G un groupe de Lie p-adique (par exemple '), et soit W un Q,-espace de Banach
qui est une représentation de G. Si w € W, alors suivant le § 7 de [ST03], nous disons que
w est localement Q,-analytique si 'application « orbite » G — W, donnée par g — g(w),
est une fonction localement Q,-analytique sur G. On note W' D'espace des vecteurs
localement Qp-analytiques de W. On a Wi C W' d’aprés un analogue d'un résultat
classique de Cartan (§ V.9 de [Ser06]). Notre premier résultat (th. 3.2), qui montre qu’en

dimension 1 on retombe sur les objets introduits par Sen, est le suivant.

Théoréme 1.6. — SidimI'x =1 et si W est une [A(Oo-représentation semi-linéaire de

dimension finie de Ty, alors Wi = W,

L’analogue du th. 1.3 dans le cas ou ['k est de dimension quelconque est le résultat

suivant (th. 3.4) qui montre que W' est un invariant fin de W.

Théoréme 1.7. — Si Ui est un groupe de Lie p-adique, et si W est une Koo—représen—
tation semi-linéaire de dimension finie de 'k, application naturelle Ko Qpa W — W

est un isomorphisme.

Remarque 1.8. — (i) Le th. 1.7 souléve la question de la description de K la On montre
facilement (lem. 2.5) que IA(CIQ‘) est toujours un corps. Si dimI'x = 1, alors [A(}j; = K, par
le th. 1.6, mais si dimI'x > 2, alors f(}; contient strictement K., (cf. th. 1.9). Nous
calculons explicitement K'® dans les cas « Lubin-Tate » (th. 4.2) et « SLy » (th. 5.5).
(ii) Le th. 1.7 fait écho au résultat de Schneider et Teitelbaum [ST03] selon lequel,

si W est une représentation admissible de I', alors W' est dense dans W. On ne peut
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pas utiliser ce résultat ici car une kw-représentation semi-linéaire de I'x n’est pas une
représentation admissible de I'i. Par exemple, dans le cas de ’extension cyclotomique,
(Ox./ p)T'% contient I'image de % modulo p, pour toute racine de I'unité ¢ d’ordre une

puissance de p, et donc est de dimension infinie sur F,,.

Soit d la dimension de 'k ; il existe alors (§27 de [Sch11]) un groupe analytique G
de dimension d, défini sur Q,, tel que l'on ait I'x = G(Z,). Si n > 1, on note I',, le
groupe G(p"Z,), image de p"g par 'exponentielle (ou g est I'algebre de Lie de 'k et est
un Z,-module libre de rang d), et on note K, le sous-corps K. de K. L’anneau K la est
la limite inductive des K In-an "o 'on a noté K In-an Pensemble des v tels que g — g - v
soit analytique sur I',,, et K In-an ost une K,-algebre de Banach ; on note X, le K,-espace
analytique qu’elle définit. Le résultat suivant (th. 6.1) montre que, apres extension des

scalaires a C,, X,, devient une boule de dimension d — 1.

Théoréme 1.9. — Soit V' une représentation fidele de 'y, et soit H le sous-groupe a

un parametre de G engendré par Uopérateur de Sen de V', vu comme élément de C,®z, g.

Sin > 1, alors X,,(Cp) = H(p"Oc,)\G(p"Oc,).

Remarque 1.10. — (i) La preuve du théoréme montre que H n’est pas trivial, ce qui se
traduit par le fait que Oge, # 0. Comme la seule hypothese que I'on a faite sur 'k est que
son sous-groupe d’inertie est infini, cela fournit une preuve du théoréme de Sen (troisiéme
point du (ii) de la rem. 1.4) selon lequel une représentation de G est de Hodge-Tate a
poids de Hodge-Tate tous nuls si et seulement si le sous-groupe d’inertie de Gk agit a
travers un quotient fini; cette preuve n’utilise pas les résultats de [Sen72|. Par contre,
il n’a pas l'air possible de retrouver, par cette méthode, le résultat plus fin décrivant
I’algebre de Lie de G en termes de Ogep,.

(ii) La méthode permettant de prouver le th. 1.1 peut aussi étre utilisée pour montrer
que si L est une extension galoisienne de K qui n’est pas profondément ramifiée, alors
H'(Gal(L/K),GLy4(L)) = {1}. La non nullité de Og, implique donc que Ko/K est
profondément ramifiée. Autrement dit, on a redémontré, sans utiliser [Sen72], qu'une
extension galoisienne de groupe de Galois un groupe de Lie p-adique est profondément
ramifiée si et seulement si elle est infiniment ramifiée.

(ili) Comme X, est défini sur K,, et que G est défini sur Q,, on dispose d’actions
de Gk, sur X, (C,) et sur G(p"Oc,), mais celles-ci ne sont pas compatibles : il faut
tordre I’application naturelle. Notons v : Gk, — I';, = G(p"Z,) la projection naturelle et
m:G(p"Oc,) — X,,(C,) I'application fournie par le th. 1.9. On a alors

o(m(z)) = w(y(0)o(x)), sizeG@p"Oc,) et oc Gk,.
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Le fait que cette action descende a H(p"Oc,)\G(p"Oc,) est une conséquence de ce que
Ogen commute a Gk, . On remarquera que 'orbite sous Gk, de ’élement neutre de G
est Zariski dense dans X,,(C,) (c’est I'image par m de I',,), ce qui explique que K la —

U@lk In-an goit un corps bien que N,>1 X, (C,) ne soit pas vide.

1.4. Extensions de type Lubin-Tate. — Supposons dans ce qui suit que K., est
I’extension de K engendrée par les points de torsion d’'un &p-module formel, avec FF C K
extension galoisienne finie de Q,. Par la théorie de Lubin-Tate, le groupe I'x s’identifie,
via le caractére de Lubin-Tate y, & un sous-groupe ouvert de & . La théorie des périodes
p-adiques fournit, pour chaque plongement 7 : F' — Qp différent de I'identité, un élément
u; € C) tel que g(u,) = 70 xr(g) - ur. Soit x; = log(u,). Le résultat suivant donne une

bonne idée de ce a quoi ressemble K@ : nous renvoyons au th. 4.2 pour un énoncé plus

o0

précis mais plus technique.

Théoréme 1.11. — L'anneau Koo[{x,},214] est dense dans K2 pour sa topologie na-

turelle.

Si W est une f(oo—représentation semi-linéaire de dimension finie de 'k, alors disons
quun vecteur w € W est localement F-analytique si ’application orbite g — gw est
localement F-analytique sur 'y C @5. On note W2 T'espace des vecteurs de W qui

sont localement F-analytiques. Le th. 1.11 implique que K2 = K_. On a alors (th. 4.11).

Théoréme 1.12. — Si K../K est une extension de Lubin-Tate, et si W est une Koo-
représentation semi-linéaire de dimension finie de 'k, alors IA(clf; Q. W — W est

un isomorphisme.

On peut donc associer & W le K .-espace vectoriel W2 qui est alors muni de 'opé-

rateur différentiel K -linéaire V4. Cet opérateur est semblable & Ogg,.

2. Rappels et compléments

Dans tout cet article, nous utilisons la notation multi-indice. Soit N = Z-q; si ¢ =
(c1,...,cq) et k= (ki,... kq) € N9 alors ¢ = ¢ x -+ x . On pose k! = kil x - - - x kg
et |k| = k1 + - + k4. On note 1; le d-uplet (ky,...,kg) o k; = 0sii # jet kj = 1.
Rappelons qu’un espace LB est un espace vectoriel topologique qui est la limite inductive
d’une suite d’espaces de Banach, et que le théoreme de 1'image ouverte est vrai pour ces
espaces (th. 1.1.17 de [Emell]).
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2.1. Vecteurs localement analytiques. — Nous faisons tout d’abord quelques rap-
pels et compléments sur les vecteurs localement analytiques. Nous renvoyons par exemple
a la monographie [Emel1] pour plus de détails.

Soit G un groupe de Lie p-adique, et soit W un Qp-espace de Banach qui est une
représentation de G. Si w € W, alors suivant le §7 de [STO03], disons que w est lo-
calement Qy-analytique si I'application orbite G — W, donnée par g — g(w), est une
fonction localement Q,-analytique sur G. On note W' 'espace des vecteurs localement
Q,-analytiques de W. Si w € W' il existe donc un sous-groupe compact ouvert H,, de
G, et des coordonnées locales ¢; : H,, — Z, qui donnent lieu a une bijection analytique
entre H,, et ZZ, et une suite {wy bxena de W telle que wi — 0 quand [k| — +00, tels que
h(w) = Ygena ¢(h)kwy si h € H,. Si H est un sous-groupe de G, on note W2n 'espace
des vecteurs de W qui sont globalement analytiques sur H.

Soient G et H deux groupes de Lie p-adiques, et f : G — H un morphisme analy-
tique de groupes. Si W est une représentation de H, on peut aussi voir W comme une

représentation de GG. Le résultat suivant est immédiat.

Lemme 2.1. — Siw € W est un vecteur localement Q,-analytique pour H, alors c’est

un vecteur localement Q,-analytique pour G.

Lemme 2.2. — Soit G un groupe de Lie p-adique, soient W et X deuz Qp-espaces de
Banach, et soit m : W — X wune application linéaire continue. Si f : G — W est une

fonction localement Q,-analytique, alors mo f : G — X est localement Q,-analytique.

Démonstration. — Si f(g) = Skena €(9)* fx, alors o f(g) = Srene ¢(g) 7 (fi)- O

Proposition 2.3. — Soient G un groupe de Lie p-adique, B un G-anneau de Banach, et
W un B-module libre de rang fini, muni d’une action compatible de G. Si le B-module W
admet une base wy, ..., wy telle que g — Mat(g) est une fonction globalement analytique
G — GL4(B) C My(B), alors

(i) WhH-=n = @d B0 .4 si H est un sous-groupe de G ;

(i) Wh = @ B . w;.

Démonstration. — Remarquons que l'isomorphisme W ~ B? fourni par le choix d’une
base de W est un homéomorphisme par le théoréme de I'image ouverte. Le (ii) étant une
conséquence immédiate du (i), il suffit de prouver le (i). L’inclusion de @&, B . w; C
WH-n est évidente ; montrons I'autre inclusion. Si w € W, on peut écrire w = ¢, byw;.
Soit f; : W — B la fonction w + b;. Ecrivons Mat(g) = (mi;(g))i;. Si b € H, alors
h(w) =S4 h(b))m, ;(h)w; et siw € WH2 alors h — f(h(w)) = %L h(b;)m; j(h) est

ij=1
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une fonction globalement analytique H — B par le lem. 2.2. Si Mat(h)™* = (n;;(h))i;,

alors h(b;) = ;l:l fi(h(w))n; ;(h) et on en déduit bien que b; € B7=n, O
On se donne a présent un sous-groupe compact ouvert G de G, tel que si 'on pose
G, = Gﬁ”nil pour n > 1, alors GG, est un sous-groupe de G; et tel qu’il existe des

coordonnées locales ¢; : G1 — Z, telles que ¢(G,) = (p"Z,)? pour tout n > 1. Un tel
sous-groupe existe toujours : il suffit par exemple de se donner un sous-groupe compact
ouvert Gy de G qui est p-valué et saturé (cf. le §23 de [Schll] pour la définition, et le
§ 27 pour Pexistence d'un tel Gy) et de poser G, = G5~ (cf. les §§23 et 26 de ibid).

Siw € W il existe n > 1 tel que w € W1 et on peut écrire g(w) = Y yena () wi
si g € G, olt {wy }kena est une suite de W telle que p™*lwy, — 0. On pose alors ||Jwl|g, =
SUPgend [P - wy||. Cette norme coincide avec la norme déduite de I'inclusion W1 —
¢** (Gp, W) et ne dépend donc pas du choix de coordonnées locales. Par le corollaire 3.3.6
de [Eme11], Pinclusion (W &n-an)Gn-an _y JJ/Gn-an gt yn isomorphisme topologique. Ceci
implique en particulier que si w € W2 alors wy, € W pour tout k € N,

Le lemme ci-dessous est une conséquence immédiate des définitions.

Lemme 2.4. — Siw € W2 qlors
(i) w € WEn=2n pour tout m > n,
(i) wllgn < lwle, sim=n,

(i) [|w|lg,, = l|w| sim > 0.
L’espace W& 2" muni de || - ||g,, est un espace de Banach. On a W% = U, W &n-an

et W' est muni de la topologie de la limite inductive ce qui en fait un espace LB.

Lemme 2.5. — Si W est un anneau, tel que |zy|| < ||z] - ||y|| si z,y € W, alors
(i) WG est un anneau et ||xyl|q, < |zl - |lyla, siz,y € WEan,

(ii) si de plus W est un corps, alors W' est aussi un corps.

Démonstration. — Ecrivons g(z) = Ywend €(9)52x et g(y) = Swend ¢(9)¥y. On a alors
glzy) = 3 c(g)" ( > an%-) :
keNd i+j=k

et sii+j=k, alors [[p"¥a; - y5l] < [[p"as]| - [[p"dlys, ce qui implique le (i).
Pour le (ii), soit w € W21\ {0} avec g(w) = Yyene ¢(g)*wy. On a
1 1 1 1

gw)  w+ Tigeec(@Fwe w1+ Cizr c(g)* - wi/w’

Ceci implique que 1/w € W1 dés que m > n est suffisament grand pour que l'on ait
SUPg£0d Hpmlkl -wi/wl| < 1 de sorte que g(1/w) = Zpo(—l)j(Zk#od c(g) w/w) jw. O



10 LAURENT BERGER & PIERRE COLMEZ

L’algebre de Lie de G, Lie(G) agit sur W',

Lemme 2.6. — Si D € Lie(G) et n > 1, alors D(Wan) C WGnan_ et 4| existe une

constante Cp telle que ||D(z)||a, < Cp|lz||g, six € WEnan,

Démonstration. — L’espace W& 2" est un espace de Banach muni d’une action locale-

ment Q,-analytique de G et le lemme résulte alors de la prop. 3.2 de [ST02]. O]

2.2. L’anneau Bg., et la théorie de Sen. — Nous donnons ici une légere générali-
sation de la construction de 'anneau Bge, de [Col94]. Soit x : Gx — Z un caractére
infiniment ramifié (dans [Col94], x est le caractére cyclotomique). Soit Hx = ker x et
Ky = QfK et T, = {g € Gal(K/K) tels que x(g9) € 1 +p"Z,} et soit K,, = K.».

Soit u une variable et soit Bge, I'ensemble des séries formelles f(u) = 3,50 a;u’ telles
que a; € C, et qui ont un rayon de convergence non nul. Si n > 1, 'anneau Bg,, est
I’ensemble des séries formelles de rayon de convergence p™" de telle sorte que Bge, =

Up>1Bg,,.- On munit Bg,, d'une action de Gk, grace a la formule

Sen
g(>_aw') = gla;)(u+logx(g))"
i>0 i>0
Théoréme 2.7. — On a (B%,, )% = K,,.
Démonstration. — La démonstration est tout a fait analogue a celle du (i) du th. 2

de [Col94] (Iaffirmation correspondante quand x est le caractere cyclotomique). Nous
en rappelons brievement les étapes principales. Par le théoréeme d’Ax-Sen-Tate, on a
Cllx = Ko de telle sorte que si f(u) = Y0 au’ € (BE,, )%, alors a; € K. Le fait que
g(f) = f implique que pour tout i > 0, on a g(a;) = > >0 Git; (“;j)(—log x(g))’. Soient
R, 1 Koo — K, les traces de Tate normalisées pour m > n (cf. le §3.1 de [Tat67]). En
appliquant R, a ’équation précédente, on obtient
o(0n(0) = X Rafors) () (- rown(a))
Jj=0

Le membre de gauche est une fonction de g qui est constante sur I',,, alors que le membre
de droite est une fonction analytique sur I',,. Ces fonctions sont donc constantes sur I',,, ce

qui fait que R,,(ax) = 0 pour tout m > n et k > 1. Ceci implique que f =ag € K,,. O

Si Ko /K est l'extension cyclotomique, on peut utiliser 'anneau Bg,, pour retrou-

ver [Col94| les invariants de Sen des Q,-représentations de Gk (rem. 1.4). Soit V' une
Q,-représentation de dimension finie de G. Si n € N, on note Dg,, ,(V) le K,-espace

vectoriel
Senn(V) = (B, ®q, V)5,
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et on pose Dg., (V) = UpenDgep (V). On peut écrire un élément de Bg,, sous la forme
a® +aWy 4 ... ot les o sont des éléments de C,. Cela permet d’écrire un élément ¢
de D, (V) sous la forme §© +§Mu+-- -, o les 6@ sont des éléments de C, ®q, V. On

a alors le résultat suivant.

Proposition 2.8. — (i) Lapplication § — 0© induit un isomorphisme de K(piy)-
espaces vectoriels de Dg,, (V') sur Dgen(V) et de K, -espaces vectoriels de Dg,, (V') sur

Dgenn(V) sin est assez grand.

(ii) L’isomorphisme inverse est d — 1(d) = e~“Osen . d.

3. Théorie de Sen et vecteurs localement analytiques

Dans ce chapitre, nous montrons comment généraliser la théorie de Sen en considérant

les vecteurs localement analytiques au lieu des vecteurs finis.

3.1. Vecteurs finis et vecteurs localement analytiques. — Soit W une Ko
représentation semi-linéaire de dimension finie de I'. Si w € W, rappelons que l'on
dit que w est K-fini s’il appartient a un sous K-espace vectoriel de dimension finie de W
qui est stable sous I'k. Soit Wi I'ensemble des vecteurs K-finis de W. On a le résultat

suivant dit & Sen [Sen81].

Proposition 3.1. — Sidim['x = 1, et si W est une f(oo-représentation semi-linéaire

de dimension finie de Ik, l'application Ko R, W — W est un isomorphisme.
Nous donnons & présent le lien entre W et les vecteurs localement analytiques de W.

Théoreme 3.2. — SidimI'y =1, et si W est une f(oo—représentatz'on semi-linéaire de

dimension finie de Ty, alors Wi = W,

Démonstration. — Montrons d’abord 1’égalité pour W = KX,. Soient R, : Koo — K, les
traces de Tate normalisées (cf. le §3.1 de [Tat67]), de telle sorte que si x € Ko, alors
x = lim,_, o R,(z). Les applications {R,,},s0 commutent avec I'k. Soit x un vecteur
Q,-analytique pour un sous-groupe I';, C I'x. Si k > 1, alors R, () est un vecteur Q,-
analytique pour I'), et un vecteur constant pour I, x, et c’est donc un vecteur constant
pour I',,. Ceci implique que R,,,x(z) € K,, pour tout k > 1, et donc que = € K,,.

Revenons a présent au cas général. Si w € W alors w vit dans une représentation
Q,-linéaire de dimension finie V,, de I'. Par le théoreme de Cartan (cf. la prop. 3.6.10
de [Emell] ou le § V.9 de [Ser06]), les vecteurs de V,, sont localement Q,-analytiques,
et le lem. 2.2 implique que w € W', On a donc Wi ¢ W,
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Pour montrer l'inclusion dans I’autre sens, fixons une base e1, ..., eq de Wi sur K.

Les e; forment une base de W sur Ko par le théoréme de Sen, et la prop. 2.3 implique
que W = @ K2 .¢;. Comme K2 = K, on a W = Wi, O

Remarque 3.3. — (i) Si 'k et W sont comme ci-dessus, les prop. 2.3 et 3.1 et le th. 3.2

an est un K,-espace vectoriel stable par I',, et

impliquent que pour n assez grand, Wi
tel que W = Ko ®x, W On en déduit que, si W = (C, ®q, V)"¥ ot V est une
Q,-représentation de G, cet espace n'est autre que 'espace Dgen (V) du (iii) de la
rem. 1.4.

(ii) On peut retrouver le module D3 (V') de la méme maniére, comme limite projective

des W, avec W), = (BiR/th) ®q, V)Ix.

3.2. Une généralisation de la théorie de Sen. — Nous donnons maintenant notre
généralisation du théoreme de Sen, quand I'x est un groupe de Lie p-adique de dimension
quelconque, en utilisant W' et non plus W, Rappelons que [A(};Z est un corps par le
(2) du lem. 2.5 (on pourrait généraliser de méme les résultats de Fontaine pour les B{y-

représentations, comme suggéré dans le (ii) de la rem. 3.3).

Théoréme 3.4. — SiW est une K. -représentation semi-linéaire de dimension finie de

'k, alors Uapplication Ko ® Ra W2 — W est un isomorphisme.

Commencgons par montrer que 1’on peut remplacer K par une extension finie. Si L est

une extension finie de K et Lo, = L - K, alors I';, s’identifie a un sous-groupe de I'k.

Lemme 3.5. — Si W est une K. -représentation semi-linéaire de dimension finie de
. . .. . . 7 . . la
Ik, si L/K est une extension galoisienne finie, st Wy, = Ly Qi W, et si W est un

7la . . . . la _ Tla R la
L& -espace vectoriel de dimension finie, alors W* = L2 Ok W,

Démonstration. — L’extension ZA'); / R’é@ est une extension galoisienne finie par la
prop. 2.3. On a W' = (W)GalLe/KR) ot le lemme résulte de la descente étale (cf. par
exemple le §2.2 de [BCO08]). O

Démonstration du th. 3.4. — Solent Lo, = K(pp) et Ax = Gal(Lo /K ). Quitte a
remplacer K par une extension finie, on peut supposer ou bien que L., = K (et donc
Ak = {1}) ou bien que le caractére cyclotomique xcy induit un isomorphisme de Ag
sur 1 + 2p"Z,, avec n > 1.

Soit X = Le, Qg W et Dgey (W) = (X Calllee/Klpe))yfin 1o module de Sen cyclotomique

associé & W. Par la théorie de Sen classique, on a X = Lo, ® K (uyoc) Dgen(W) ce qui fait
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que X' = [}» @K () Dsen(W) par la prop. 2.3. On a donc
W™ = (L2 @k () Dsen(W))25.

Si Ly = Ky (et donc Ag = {1}), cela permet de conclure. Si Ly, # K, nous aurons

besoin du résultat suivant.

Lemme 3.6. — Quitte a remplacer K par une extension finie, on peut trouver z € f/})ao

tel que g(z) = z +10g Xeye(g) pour tout g € Ak.

Admettons le lemme et terminons la démonstration du théoreme. Choisissons zg € Lo
assez proche de z pour que la série exp((zg — 2)Osen) converge vers un opérateur de
El;@K(W)DSen(W). Choisissons aussi une base ey, . . ., eq de Dgen (W) sur K (e ). Quitte
a augmenter K, on peut supposer que zy € K, et que f; = exp((zo — 2)Osen) - €; est
fixe par Ag pour tout i (en effet, f; est tué par Og., et donc fixe par un sous-groupe
ouvert de Ax que l'on peut supposer étre égal & A quitte & augmenter K). On a alors
ﬁ}fo @K (uy00) Dsen(W) = @lef}}; - f; avec f; € W2, et donc

X" = L @) Dsen(W) = L& @10 (LE @cuye0) Dsen(W))2 = LI @y W™

Ceci implique que X = Lo ® £la W' et, en prenant les points fixes sous Ag, que W =
Koo ® g, W, 0

Démonstration du lem. 3.6. — Soit V' une Q,-représentation fidele de I'x, de dimension
finie (si dimV = d, cela équivaut, modulo le choix d'une base de V' & se donner une
injection de 'k dans GL4(Q,)). On peut voir V' comme une représentation de G et il

résulte de I'isomorphisme ci-dessus, appliqué a W = Ko ®q, V, que
f(}g ®qQ, V = (ZA'J]; QK (o0 ) Dsen(V))AK.

L’opérateur Oge, sur Dgen (V) n’est pas nul et, quitte & remplacer K par une extension
finie, on peut supposer que K contient ses valeurs propres. Il y a alors deux cas :

e Og., a une valeur propre non nulle s. En décomposant une base de V' sur une base de
Dgen (V') dans laquelle la matrice de Og,, est sous forme de Jordan, on en déduit I'existence
de 7, € L2 tel que I'on ait Xeye(9)°g(xs) = 5, pour tout g dans un sous-groupe ouvert de
Ak (que l'on peut supposer étre égal a Ag en remplagant K par une extension finie). Si
on écrit x4 sous la forme z2(1+y), avec |y|, < 1 et logz? = 0, alors la série —% log(1+y)
converge dans [A/ffo d’apres le lemme 2.4, et sa somme vérifie les propriétés voulues.

e Toutes les valeurs propres de Og., sont nulles. La décomposition d’une base de V'
comme ci-dessus fournit alors directement un élément tel que g(z) = 2z +10g Xcyc(g) pour

tout ¢ dans un sous-groupe ouvert de Ag. O
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3.3. Remarques sur la théorie de Schneider-Teitelbaum. — D’apres [ST03], si
on se place dans la catégorie des représentations admissibles de I'g, le foncteur IT — 1'% a
de bonnes propriétés : il est exact et IT' est dense dans II. Si on sort du cadre admissible,
la situation est nettement moins agréable, comme on peut le prouver en utilisant le th. 3.2.

Placons-nous dans le cas de l'extension cyclotomique et posons U = (BZ,)¢=?. On a

H'(Hg,U) = 0 par le th. IV.3.1 de [Col98]. La suite exacte 0 — Q,(1) - U — C, = 0

induit, en prenant les points fixes sous 'action de H, la suite exacte
0— Q1) = Ufx - K — HY(Hg,Q,(1)) — 0.

Or (UHr )12 est réduit a Q,(1) (en effet, si x € UMK est localement analytique, son image
dans K. appartient a K, et donc est fixe par un élément v # 1 de 'k, et comme la
valeur propre de v sur Qp(l) n’est pas 1, on peut trouver ' € x + Qp(l) qui est fixe par
7, ce qui implique 2’ € K, et donc 2’ = 0 puisque ¢(2') = pa’). En particulier (U )k
n’est pas dense dans UM% ce qui prouve que la densité de IT'* dans II n’est pas assurée si
on sort du cadre admissible.

Maintenant, H'(Hg, Q,(1)) est une représentation admissible de 'y : son dual est
H' (G, Zp[[FK]][%]), qui est un Zp[[FK]][%]—module libre de rang d = [K : Q,] a des Q,-
espaces de dimension finie prés, et donc H'(Hg, Q,(1)) = ¢°(I'k, Q,)¢ a des Q,-espaces
de dimension finie pres. Cette description prouve que H'(Hy, Q,(1))"™ contient des vec-
teurs non localement constants, contrairement a K. Lexactitude du foncteur W — W'

peut donc étre mise en défaut si on se permet des représentations non admissibles.

4. Calcul de K dans le cas Lubin-Tate

Dans ce chapitre, nous considérons le cas ou K, est engendré par les points de torsion

d’un groupe de Lubin-Tate.

4.1. Extensions de Lubin-Tate. — Soit /' C K tel que l'extension F//Q, est galoi-
sienne finie et soit h = [F' : Q). Soit E 'ensemble des plongements de F' dans Qp. Soit
LT un Or-module formel associé & une uniformisante 7 de O et soit F,, 'extension de
F' engendrée par les points de m-torsion de LT pour n > 1. Soient Hp = Gal(Q,,/Fi) et
[I'r = Gal(F/F). Par la théorie de Lubin-Tate (le th. 2 de [LT65]), I'r est isomorphe a

', via le caractére de Lubin-Tate yp : I'r — Op. Si 7 € E, soit x7. = 7 o xp.

Théoréme 4.1. — Si 7 # 1d, alors il existe un élément u, € Fof) tel que g(u,) =

Xr(9) - ur sig € U'p. Si 7 =1d, alors il n’existe pas de tel élément.
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Démonstration. — Voir le §3.2 de [Fou09] pour le cas 7 # Id et le §3.4 de ibid. pour

7 = Id (remarquons ceci dit que ces résultats remontent a Tate, voir le §4 de [Tat67]). O

Soit G,, = 1+ p" O pour n > 1. On pose F,, = FS¢» (de sorte que F,, = F(LT[7$]) on
e est I'indice de ramification absolu de F'). La fonction log donne lieu & un isomorphisme
analytique de groupes log : G,, — p"OF pour n > 1. Si g € G, soit £(g) = log(g). Si
7 € E, alors on dispose de la « dérivation dans la direction 7 » qui est un élément V., €
F ®q, Lie(I'p). On peut le construire de la maniere suivante (d’apres le §3.1 de [DI13]).
Si W est une F-représentation de G,, et si w € W', alors il existe m > 0 et des éléments
{wic}kenm tels que si g € Gy, alors g(w) = Yyens £(9) wi, o1 £(9)* = [Treg T0l(g)". On
pose alors V. (w) = w;_, la dérivée de w dans la direction du plongement 7. Si k € N¥
et si on pose V¥(w) = [[,ep V¥ (w), alors wy, = V¥(w) /k!.

On dit que w € W™ est F-analytique si 'on a V.(w) = 0 pour tout 7 # Id. Ceci
équivaut a l'existence d’une suite {wy }r=o telle que g(w) = 4= €(9)*wy pour g assez
proche de 1, et donc au fait que 'application orbite g — gw est localement F-analytique

sur I'x. On note W les vecteurs F-analytiques de W.

4.2. Vecteurs localement Q,-analytiques. — Le corps Fgg est un sous-corps de E.
qui contient Fi,. Si F' # Q,, alors les éléments w, du th. 4.1 sont des exemples d’éléments
de [ 12 qui sont localement Q,-analytiques mais pas localement constants. Rappelons que
le choix de log(p) € Q, détermine un morphisme Gal(Q,/Qy)-équivariant log : C, — C,.
Soit alors z, = log(u,), de telle sorte que g(z,;) = =, + log x%(g) si g € I'p. Pour tout
plongement 7 € E\ {Id} et n > 1, soit z,,, un élément de F, tel que ||z, —z, .|| < p™™.
Par le lem. 2.4, il existe r(n) > 1 tel que x,, € F.(») et tel que si m > r(n), alors
z, € FGma ot ||z, — 2, |l = |Tr — Zn.-||. On peut supposer que la suite {r(n)},>1 est
croissante. Soit K,, = K- F,. Sim > r(n) et {ax fxene\0ay est une suite d’éléments de K,
telle que p"*lay — 0 quand [k| — +oo, alors ax(x — x,)¥ — 0 dans KSm4" et donc la
série 3y eneva) ax (X — X, )¥ converge vers un élément de f(g)m‘an. Notons K, {{x —x, }n
Pensemble des sommes de ces séries, de sorte que K, {{x —x,}}, € K¢ ¢ K On a

aussi une inclusion K, m){{x — %, o C Ky {{x — Xnt1 g1

Théoréme 4.2. — L’application Up=1K,m{x — xp}}n — K% est un isomorphisme

d’espaces LB.

Corollaire 4.8. — Six € K2, alors Vig(z) = 0, et donc KE» = K.

(oo

Remarque 4.4. — (i) La description de K la fournie par le th. 4.2 est analogue a ce qui

se passe pour 'anneau local d’un point de Berkovich de type IV.
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(ii) En utilisant une version forte du théoreme d’Ax-Sen-Tate (si L est un sous-corps
de Q,, et si z € C,, vérifie v,(g(x) — ) > N, pour tout g € G, alors il existe a € L tel
que vy(x —a) =2 N —1/(p—1) > N — 1, cf. [LB10]), on peut montrer que r(n) =n + 1.

Remarquons pour commencer que le corps K, est un F.-espace vectoriel de dimension
finie r, et il existe donc n > 0 et des éléments ky, .. ., k. de K, tels que Ko, = ®]_, Fx - k;.
On a alors K, = leﬁoo - k; et donc [A(}f; = ;:113"013 - k; par la prop. 2.3. Afin de décrire
K™ il est donc suffisant de déterminer F'. Nous montrons donc le th. 4.2 pour K = F.
Avant cela, établissons quelques résultats préliminaires.

Soit W une représentation de I'r. Si n > 1, soit W{{T'}},, 'espace vectoriel des séries
formelles >~;- a,TF avec ap € W, et p"™*ap — 0 quand k — +o00. On munit W{T}},
d’une action de G,, par la formule g(T") = T+/{(g), et en faisant agir G,, sur les coefficients.
Comme ((g) € p"OF si g € G, cette action est bien définie.

Si w € W est un vecteur F-analytique sur G,, avec n > 1, alors il existe une suite
{wi k=0 de W, avec p"™w;, — 0 quand k — +oo, telle que g(w) = Yps0l(g9) wy si
g € G,. Soit C(w) I'élément de W{T'}},, donné par C(w) = Y j0(—1) wT".

Lemme 4.5. — Siw € W est F-analytique sur G, alors C(w) € W{T}}¢".

Démonstration. — Si g € G, alors g(C(w)) = Yjs0(—1)*g(wi)(T + £(g))*. Comme
w est F-analytique sur G, wy l'est aussi et on a g(wp) = X5 E(g)jwj+k<k;.“j) avec
w; = V¥(w)/i! pour i > 0. On a donc

9(C(w)) = >_(=1)*g(wi)(T + £(g))"

= g(l)k ;}% Ug) W (k ;r j) H;k T(g)* (f)
=S () ¥ (")

Comme Zﬂg:m_i(—l)e(mf) = (1—1)""" = 0 sauf si m = i, on a finalement g(C(w)) =

Lemme 4.6. — Sin > 1 et m > r(n), alors il existe x, € p"Op_ tel que g(x,) =

Tn + Yrs1a10g X7(9) i g € Grym.

Démonstration. — Si x = 3, 1q 2, alors g(z) = v + X, 414 log X-(g) pour g € G, avec

n = 1. Il suffit alors de prendre x, = = — >> 414 Tnim, POUT M = r(n). O
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Soit y : T'r — ZX le caractére g — x(9) = [Irer X5(9) = Nryjq, (Xr(9)). Soit Foc{{U
I'anneau des séries formelles 37, apU* avec a;, € FOO, et p™a; — 0 quand & — +oo. On

définit une action de G, sur Foo {{U}}, par g(U) = U + log x(g).

Proposition 4.7. — Sim > 1, alors Fy {UNC = F,,.

Démonstration. — Soit BE.  I'anneau dont la construction est rappelée au § 2.2. L’anneau
Fo{UW,, admet de maniére évidente une injection Gal(Q,/ F,)-équivariante dans Bg,,
et la proposition suit du th. 2.7. O
Corollaire 4.8. — L’ensemble des vecteurs F-analytiques de FOGO"‘&“ est F,.

Démonstration. — Soit = € EF. un vecteur F-analytique sur GG,,. Son image C(z) dans

Fw{{T}}n est fixée par G,, par le lem.4.5 appliqué & W = E.. Soit x,, comme dans le
lem.4.6. L’application Fro{{T}}n — Foo{{U}}, donnée par T — U — x,, est bien définie
comme z, € p"0f_, et c’est une bijection G, n-équivariante. En appliquant la prop. 4.7

a image de C(x) dans Fyo{{U W min, on trouve que x € F,4,,. Un vecteur analytique sur

G, et constant sur G,,.,, est constant sur GG,,, et donc x € F},. ]
Démonstration du th. 4.2. — Soit z un élément de FSe*" avec £ > 1, et z, = V¥(2)/k!

si k € N®. Par les lem. 2.6 et 2.4, on a 2, € FOGOZ‘“ pour tout k € NF et il existe une
constante n telle que || zl|lq,, < p™ V¥|z|lq, quel que soit m > £. Si m > max(r(n), )

et i € NP\ alors la série

= (=D)Mx = %) 2 (k; i)

KeNE\{1d}
converge dans ﬁgm-an. Comme g(x; — ) = (¥, — xp,) + 70 l(g) pour g € G, 00 a

kr(x —x,)5 1 sik, >1,

Vel =) = {0 ik, =0

Cette formule, et le fait que

k + i 1 Vk vi P
Yi= Z (_1)|k|(X - Xn)kzkH( K > =3 Z (—1)|k‘(x _ X")k(kl())’

keNE\{Id} b keNBN 1) |
impliquent que V() = 0 pour tout 7 # Id et i € NEWI4} Leg éléments y; sont done des

vecteurs localement F-analytiques de FOGO’"‘”. Ils appartiennent a F,, par le cor. 4.8.
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La formule définissant y; et le fait que || x—x,||¢,, < p~" impliquent que 'on a ||y;|g,, <

p(nfl)li\ |zllG,, et donc que la série > ;cneiay Yi(X — xn)i converge dans FOGOm'an. On a alors

i k+i ;
O R DID DENCII LGt G [
ieNE\{1d} ieNE\{1d} kcNE\{Id}
SIPOIRTEESD S 0
JENE\{1d} k+i=j k
= 20-

On en déduit que z = Y ;cnevaay i(X — x,,)1, et done que 2z € F, {{x — x, }}n.
L’application Up>1 Fp oy {{x — xp }n — [ est une bijection continue entre espaces LB,

et donc un isomorphisme d’espaces LB par le théoreme de I'image ouverte. O

4.3. Vecteurs localement F-analytiques. — Nous supposons toujours que K, est
engendré par les points de torsion d’'un &r-module formel. Soit W12 I'espace des vecteurs
localement F-analytiques d’une f(oo—représentation semi-linéaire W de dimension finie de
I'x. Rappelons que W{{T'}},, est I'espace vectoriel des séries 3 ;-0 wiT* ot p™wy — 0

dans W. Cet espace est muni d’une action de G,, comme au début du §4.2.
Lemme 4.9. — L’application K, 1, @, W{T}H}5» — W{{T}}fj;'“ est injective.

Démonstration. — Si Y7, a;w; est un élément de longueur minimale ayant pour image
0, alors il en est de méme pour >7_; g(a;)w; si g € G, de telle sorte que a; € K, - ay, et

I’application est bien injective. O
Corollaire 4.10. — L’application K, @, WEnanFla o JGnpk-anFla oot insectipe.

Démonstration. — L’application C : W& anFla _ 171071 - donnée comme préeédem-
ment par « — Y poo(—1)* 2, T* envoie W dans W{T}}¢» par le lem. 4.5. Elle est

manifestement injective, et le corollaire suit du lem. 4.9. O

Théoréme 4.11. — Si W est une K -représentation semi-linéaire de dimension finie

de 'k, alors lapplication f(}; R, W2 — W est un isomorphisme.

Démonstration. — Montrons d’abord que K2 @ W — W est injective. Si elle ne
I'est pas, alors soit Y/ _; ay;x; = 0 une relation non triviale de longueur minimale, avec
o; € f(clg et x; € W On peut supposer que a; = 1. Si 7 € E\ {Id}, alors V,(z;) =0
et donc Y7, V. (a;)x; = 0. Cette relation étant plus courte, on a V. (a;) = 0 pour tout
7€ B\ {Id}, et donc «; appartient & KZ%» = K. La relation était donc triviale.
Montrons a présent que K 2 @ WER — W et surjective. L'injectivité implique que

dimg_ W est de dimension finie et donc, par le cor. 4.10, que 'application K., ®,,
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WGm-anFla _y J7Fla oct yn isomorphisme si m > 0. Si z € W& pour £ > 1, alors
les mémes arguments que dans la preuve du th. 4.2 montrent qu’il existe n et m >

max(r(n), () tels que les séries

=y (—DM(x—x,) %0 <k1j i)

keNE\{1d}
convergent dans W2 pour tout i, que y; est localement F-analytique, et que I'on a
z = Yienevaa Ui(x — x,)F dans WO Comme WEmanF1a ogf, de dimension finie sur

K, ceci implique que 2z € K&man @ WEm-anFla of 1o surjectivité en découle. O

Pour terminer, remarquons que W1 peut étre construit & partir de la théorie de Sen
classique associée au caractere X = Np/q,(xr) : ['x — Z). Plus précisément, il existe
un isomorphisme S : W — K ®px DE, (W), qui vérifie S o Vig = 6%, 05. On a
S(x) = exp(aVig)(r) ot o € T 0y est tel que g(a) — a =logx(g)/xr(g) pour g € ',

avec m et n > 0.

4.4. Le cas de ’extension de Kummer. — Sin > 1, soient w € K* pas une racine de
Iunité, w, = w'/?" et K, = K(wn, (), et soit Koy = Up>1K,. Si T = Gal(K/K), on a
une suite exacte 0 — Z, — I'x — Z, 'image de la fleche de droite étant un sous-groupe
ouvert de Z). Soit 7 € Gal(K./K((y~)) un générateur topologique. Si g + c(g) dénote
le cocycle de Kummer associé a w, alors K, est le noyau de g — (ng) 0(19)>. Comme
H' (G, C,(1)) = {0}, il existe o € C,, tel que ¢(g) = g(a)x(g) — a. Ceci implique que
g(a) = a/x(g) + c(g)/x(g), et donc que o € K. Dans des notations analogues a celles

du §4.1, on a le résultat suivant.
Proposition 4.12. — On a K = U1 K.y {{a — an}}n.

Démonstration. — Donnons une idée rapide de la démonstration. Soit x € [A(g)"‘an et
soit V. l'opérateur différentiel associé a 7. Soit y; = > po(—1)F (a0 — am)kVﬁi(x)(k;i)
comme dans la preuve du th. 4.2. Les mémes arguments montrent qu’il existe m > n tel
que y; € KGm2 pour tout i, et que & = ;o0 yile — )’ dans KGm2 On a V,(y;) = 0
et donc y; € KZ(C\],oo)la. On en déduit que y; € K,,, et le résultat. O

5. Calcul de K™ et K* dans le cas SL,

Dans ce chapitre, on s’intéresse a présent au cas ou ['x est isomorphe a un sous-groupe

ouvert de SLy(Z,), de sorte que Lie(I'x) = sly, un Q,-espace vectoriel de dimension 3.
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5.1. Vecteurs finis et poids de Hodge-Tate. — Dans tout ce chapitre, par « repré-
sentation » de sly, on entend représentation Q,-linéaire de dimension finie. Le résultat

suivant est classique.

Proposition 5.1. — Soit V' la représentation standard de sls.
(i) Si X est une représentation irréductible de sly, alors X = Sym* V' avec k >0 ;

(ii) Toute représentation de sly est somme directe de représentations irréductibles ;

Démonstration. — Le (ii) est dans le §6.2 de [Bou60], le (i) dans le §1.3 de [Bou75]. [

Si X est une représentation de 'k, alors par la théorie de Lie, X est aussi muni d'une
action compatible de sly. L’isomorphisme entre I'i et un sous-groupe ouvert de SLy(Z,)
se traduit par l'existence d'un Q,-espace vectoriel V' de dimension 2, sur lequel I'x agit
par des automorphismes de déterminant 1. L’espace V' muni de 'action correspondante
de sly est alors la représentation standard de sl comme ci-dessus.

Comme on a un morphisme G — ['g, une représentation de I'x est aussi une repré-
sentation de G . Les poids de Hodge-Tate de V sont s et —s avec s € Qp. On suppose que
s # 0 (on obtient un exemple de telle représentation en partant d’une forme modulaire
J de poids k£ > 2, non CM et non ordinaire en p, et en tordant la restriction a Gq,(u,,)
de la représentation V; associée & f par (det V;)~*~1/2; on a alors s = %) Les poids
de Hodge-Tate de Sym* V' sont alors {—ks, —(k — 2)s,..., ks} si k > 0.

Corollaire 5.2. — Si X est une représentation de G qui se factorise par Ui, alors

lopérateur de Sen de X est semisimple, a valeurs propres dans s - 7.

Démonstration. — Cela suit des remarques précédentes et de la prop. 5.1. O]
Proposition 5.3. — Soit W une I%m—représentation semi-linéaire de dimension finie
de FK.

(i) St Whn =£ {0}, alors W a un poids de Hodge-Tate qui appartient d s -7 ;
(ii) Si Wi contient une base de W, alors l'opérateur de Sen de W est semisimple, d

valeurs propres dans s - 2.

Démonstration. — Soit x € W, Par la prop. 5.1, il existe une représentation irréductible
Y (z) € Wi de sly telle que Y (x) contient z. Par la prop. 5.1, Y (x) = Sym"* V' pour un
k > 0. Il existe une extension finie L de K tel que Y (x) est stable sous I'action de I'y, et
les poids de Hodge-Tate de Y (x) sont donc dans s - Z.
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Le (i) résulte de ce que I'on a une application non nulle C, ®q, Y (r) = C, ®% W,
et le (ii) de ce que I'on a une application surjective C, ®q, win — C, Qg W et du fait
que Wit = U, cypan Y (2). O

Ecrivons V = Qpe1 @ Qpes de telle sorte que l'action de 'y dans la base (eq, e2) soit
compatible avec I'isomorphisme entre I et un sous-groupe ouvert de SLy(Z,). Les poids
de Hodge-Tate de Sym? V' sont —2s, 0 et 2s, et il existe donc un plongement de Sym? V'
dans C,. Soient
€1 @ ez + e X e 5:€1®€2—€2®61

2 2
les éléments correspondants de C,,, avec Sym?V = Q1 ® Qpza ® Qpy et det V = Q,0,

T =¢€1®e; Tg = €3 ® €3 y=

ce qui fait que § € K* puisque det V est la représentation triviale, étant donné que
I'x C SLy(Z,).

Proposition 5.4. — On a
ffﬁ;l = Brz0(Kx Rq, Sym% V) = K1, 962,9]/(?/2 — T1T2 — 52)~

Démonstration. — Soit z € K fin Par la prop. 5.1, il existe une représentation irréductible
Y(z) ¢ K™ de sl, telle que Y (z) contient z. Par la prop. 5.1, Y () est isomorphe &
Sym" V pour un n > 0. Il existe un sous-groupe ouvert I'y de I' tel que Y (x) est stable
sous l'action de I', et comme il existe une injection Gz-équivariante de Y (z) dans C,,
I'un des poids de Hodge-Tate de Y (z) est nul, et donc n est pair; on pose n = 2k.
Comme Sym? V n’a qu'un seul poids de Hodge-Tate nul, l'injection G-équivariante
Sym* V — C, est unique a multiplication par un ¢élément de L* pres. On a donc o €
Ky ®q, Sym* V| et le résultat s’en déduit en exprimant Sym? V en termes de Sym? V'
et det V. O]

5.2. Vecteurs localement analytiques. — Nous calculons a présent K la Pour i =
1,2, soit {;,}n>1 une suite avec x;, € K telle que ||z; — x;,| < p™™. Soit r(n)
tel que x;,, € K, et tel que si m > r(n), alors z; € Kgm‘a“ et ||z, — zinlla, =
|z; — xi,]|. On peut supposer que la suite {r(n)},>1 est croissante. Si m > r(n), on note
Kn{{x — %, }}n Uespace des séries Ypenz ax(x — x,)¥ avec ay € K, tels que p"¥la — 0.
Les éléments de K, {{x —x, 1}, sont des éléments de K& ¢ K et on a une inclusion
Kr’(n){{x — X ffn C Kr(n+1){{x — Xp 41t

Théoréme 5.5. — L’application Up=1K,m{x — xp}}n — IA(CI,?) est un isomorphisme

d’espaces LB.
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Ezemple 5.6. — On a bien y € Up>1 K, (n){{X — X, }}n, ce que 'on peut voir comme

suit. On a y? = 0% + 2179. Si {y, }n>1 est une suite de K, qui tend vers y, alors

024+ (1 — 210) + T10) (22 — 22) + X2) — Y2
y:in (r1 = 210) + 200) (22 = 020) +72) — 4

Yn
et il suffit de développer et d’utiliser la formule 1+ X = 37, (1£2>X k le résultat
convergeant dans K, {{x — x, }},, pour n > 0.

Soit Log = Koo(ftpe) €t I'y, = Gal(Loo/K). On note V le générateur habituel de I'algebre
de Lie de Gal(K (pp=)/K). Le groupe I', est un groupe de Lie p-adique de dimension 4,
dont l'algebre de Lie est isomorphe a sly @ Q,V. Soient Dy = (9§) € sly et Dy = (J§) €
sly et H=(7,'7) € sly, de sorte que [Dy, Do] = H.

Lemme 5.7 — On a Dl(l’l) = DQ(IQ) = 2y et D1<J]2) = DQ(Il) = 0.

Soient 0y, 0y et J : ilgg — f/}; les opérateurs 9; = 1/2y- D; et J = x1D1 — 29Dy + yH.
On a 0; = d/dx; sur Ly|xy, 23] et J = 4y3 - [01, D). On peut donc voir J comme un

opérateur de « courbure ».
Lemme 5.8. — Il existe z € L tel que J(z) =1 et V(z) = s # 0.

Démonstration. — La représentation V' (s) de G (y,.) existe pour n > 0. Elle a un poids
de Hodge-Tate nul et s’envoie donc dans C,. Si w désigne I'image de e;(s), alors w € L
et J(w) = wd et V(w) = sw. Si z = log(w)/d, alors J(z) =1 et V(z) = s. O

Démonstration du th. 5.5. — Soit {z,},>1 une suite d’éléments de L, telle que z, — z.
Quitte & modifier la définition de (n), on peut supposer que z, € L, et que sim > r(n),
alors z € Lm0 et ||z — zu|la,, = ||z — zn||- Siy € LG pour un ¢ > 1, alors par les
lemmes 2.6 et 2.4, il existe une constante & telle que || J*(y)/k!c, < p" V¥|ylle, quels
que soient £ > g et k > 0. Si ¢ > max(q,r(h)) et i > 0, alors la série

) = S 0He = s S ()

>0 (k+a)\ i

converge dans LG vers un élément qui satisfait ||c;(y)]q, < P Vlyllc,. On a donc
Y =Yis06(y)(z — z)" dans LGean et de plus J(ci(y)) = 0sii > 0.

Si ¢ € LGr* vérifie J(c) = 0, alors 9105(c) = 820;(c). Par les lemmes 2.6 et 2.4, il
existe une constante n telle que ||0%(c)/k!||q,, < p™ V¥|c|q, pour k € N2 et m > (. Si
j € N2 et m > max(¢,r(n)), posons dans LGm-an

)= X (M- x G (K ).

e (k+3)!\ J
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Les mémes arguments que précédemment montrent que ¢ = Y jene a3(c)(x — x, ) dans
LGm=an Par ailleurs, on a D;(aj(c)) = Da(a;(c)) = 0 et donc aussi H(a;z(c)) = 0 puisque
H = [Dy, Ds], ce qui fait qu'il existe m’ > 0 tel que
Gm-an

- KW(/’LPWL)J

la derniere égalité résultant du th. 3.2. Les coefficients a;(c;(y)) appartiennent donc tous

aj(c) € (L2P2)Ema® = Ko (yee)

A Ko (ppm) et dans LG on a
y= > a(ay)x—x)(z—z)"
JEN2ieN
Si 'on suppose a présent que y € K la “alors V(y) = 0. On a par ailleurs
Vi) =s- > i-ac®)x—x(z = 2)""
JENZi>1
ce qui fait que a;j(c;(y)) = 0sii # 0. On a aussi Tri_ (j,m)/Ke (V) = [Koo(ptpm) : Koo] -y
et donc y = Yjenz ¥5(x — xn )} avec 5 = [Koo(ppm) : Kool ™ Tr i (uym )/ 5600 (@5(co(y))), qui
appartient a K,,.
L’application Up1 I {{x — X 1 — K 12 est une bijection continue entre espaces LB,

et donc un isomorphisme d’espaces LB par le théoreme de I'image ouverte. O

6. Structure de K2 dans le cas général

Dans ce chapitre, nous ne faisons pas d’hypothese sur le groupe de Lie I'x. Comme I'g
est un groupe de Lie p-adique compact, de dimension finie, il existe (§27 de [Sch11]) un
groupe analytique G, défini sur Q,, tel que l'on ait I'xr = G(Z,). On note g l'algebre de
Lie de I' ; ¢’est un Z,-module libre de rang la dimension d de I'k.

Sin > 1, on note I',, le groupe G(p"Z,), image de p"g par I'exponentielle, et on note
K, le sous-corps KL de K. L’anneau KT»" est une K,-algébre de Banach; on note
X, le K,-espace analytique qu’elle définit. Nous allons prouver que X,, devient une boule
de dimension d — 1 quand on étend les scalaires a un corps assez gros. Pour énoncer le
résultat précisément, nous allons devoir introduire certains sous-groupes a un parametre
de G. Disons que a € Oc, ®z, g est primitif si (Oc, ®z, §)/Oc,a est sans torsion (et
donc est libre, de rang d — 1, sur 0c¢,). Si a est primitif, on note H, le sous-groupe a un
parametre qu’il définit : sin > 1, alors Hy(p"Oc,) est 'image de p" ¢, par I'application
t — exp(ta).

Théoréme 6.1. — Il existe m € N et a € ﬁkwmpm) ®z, 9, primitif, tel que, sin > 1 et
si L est un sous-corps de C, contenant Ko (puym), alors X, (L) = H,y(p"Op)\G(p"Oy).
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Remarque 6.2. — (i) 1l résulte de la description ci-dessus que, si L est un sous-corps
complet de C, contenant f(oo(,upm), alors X,, ® L est une boule de dimension d — 1 :
si by,...,bg—1 sont tels que a,by,..., by forment une base de 0 ®z, g sur Oy, alors
(, Y1, .-, Ya—1) — exp(za)exp(y1b1) - - - exp(yq—1b4-1) induit un isomorphisme d’espaces
analytiques de B(0, p~")? sur G(p™), et donc (yy, ..., ya—1) — exp(yiby) - - exp(ya_1ba_1)
induit un isomorphisme d’espaces analytiques de By 1(0,p™") sur X,.

(ii) On en déduit que KL»" est un anneau de séries en d — 1 variables. Plus exac-
tement, si L est comme ci-dessus, et si on note L[X7,..., X _1]-0 I'anneau des germes
de fonctions analytiques en 0 (i.e. des séries de rayon de convergence non nul), il existe
un isomorphisme de L[ X7, ..., Xy 1]so sur LYK 12 envoyant le sous-anneau des séries de
rayon de convergence > p~" sur LYK gon‘a“.

(iii) On peut démontrer le résultat précédent a la main, si K, /K est une extension
Lubin-Tate (comme au §4), ou si ' est un sous-groupe ouvert de SLy(Z,) (comme au
§5). Il suffit d’utiliser les th. 4.2 et 5.5 en prenant pour variables X; = 1@ z; —x; ® 1 €
C, @k, K& avec n > 0 et i € B\ {Id} dans le cas Lubin-Tate et i € {1,2} dans le
cas SLy(Z,).

Démonstration du th. 6.1. — Le point de départ de la description de X, est I'identifica-

tion
A > o S Fn
K = 6% (T, Koo) ™ = (Koo, 6" (T, Qy))

Paction de T, sur €*"(T,,, K+) étant donnée par (h - ¢)(g) = h- ¢(h~'g) : dans un sens,
on envoie x € K{on-an sur la fonction ¢, définie par ¢,(9) = ¢ - =, dans l'autre sens
on envoie ¢ sur ¢(1). L’action de I';, sur Rgo"‘an correspond, via cette identification, a
laction (v, @) — v * ¢ sur €**([',,, Km), avec (v * ¢)(g) = ¢(g7). Nous allons appliquer
la théorie de Sen classique, telle qu’elle est présentée dans [Col94] et [BCO8], & la grosse
représentation " (I',,, Q,).

On fixe un plongement de I' dans GLy(Z,), pour un certain N. Si k € N, on note Vj
I'espace des ¢ : I'x — Q,, qui sont la restriction d'un polynéme de degré < k sur My(Z,),
et on note €*#(T'x) la réunion (croissante) des V4. (Contrairement & ce que la notation
suggere, cet espace dépend en général du plongement de I'x dans un GLy(Z,).) Comme
'espace des polynomes de degré < k est stable par GLy(Z,), il I'est a fortiori par 'k, et
chaque Vi peut étre vu comme une représentation de Gi agissant a travers ['.

Si n € N, l'espace ¢*8(I'x) est dense dans (T, Q,) qui est donc son complété
pour la norme induite. On note T}, la boule unité de V}, pour cette norme; c¢’est l'inter-
section de Vj, avec la boule unité (T, Q,)° de €**(T',, Q,). Si a > 1, alors T4, agit
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trivialement sur ¢°*(T',,, Q,)°/p” et donc aussi sur Ty /p®. On choisit a > v,(12p), on choi-
sit m € N assez grand (i.e. m > n(K,,), ou 'entier n(L) est celui utilisé dans le § 4.1
de [BCO8]), et on pose M = K, 44(fm). On note Hyy et I'yy les groupes Gal(Q,,/ Koo (p1pm )
et Gal(Koo(ppm)/M). Alors Hy C Hg et I'yy s’identifie & un sous-groupe d’indice fini de
[, (et méme de ', 4,).

Soit Ag, l'anneau des entiers de Bg,,. On note Ag, ), et Bg,, ), les points fixes de
ces anneaux sous l'action de Hjy;. Comme T}, est fixe par Hg, on a (Age, @z, Ty) M =
(Agen,ir @z, Ti)"™, et les résultats du §3.3 de [BCO8| et le th. 2 de [Col94] impliquent

que, pour tout k£, on a un isomorphisme

Sent @0y (Aden s ®z, Te) ™ = AGy v 2, Tie
L’isomorphisme Bg,, ,; @ (Bg, 1 ®q, Vi) = Bgin 1 ®q, Vi est donc une isométrie, et
de méme pour BE, 3, @ (BE., 1 ®q, Vao)™ = B, 1 ®q, Vic, 81 Voo = €¥8(I'c) muni de
la norme induite par celle de €**(T'n, Q). Posons Do = (BE, 3 ®q, Voo) ™. En passant
aux complétés, on trouve que Bg u® v Do = Bsen M®QP%”‘*“(I‘”, Q,). En prenant les
points fixes sous Paction de I'y;, on en déduit que D (BSenM®Q an(T,,, Qp)) ,

donc que

r A~
BSen M®M (BSen M®Qp ( ns Qp)) " = BsenvM(X)Qp(gan(Fna Qp)

Soit 0, = L @1®1etfy =1® L @1 agissant sur le membre de gauche. Via
I'isomorphisme ci-dessus 0,+6, devient I'opérateur %@1 agissant sur le membre de droite,
et son noyau est donc Km(upm)®Qp<€an(Fn, Q,) = (T, Koo (ptpm)). Sur ce noyau, 6,
(égal & —6;) induit une dérivation D, et on obtient donc, en prenant l'intersection des

noyaux de 6, et 04, la relation
Koo () @0 E™ Ty Koo (pim ) = €™ (T Ko (pipm )P,
Enfin, on peut faire une descente étale de M a K, et obtenir
Koo (ptym )1, 6™ (D, Koo)' = 6" (D, Koo (1)) =",

(Ce résultat est une version de l'identité C,®x (C,®q, V)" = (C,®x, Dsenn(V)) 500,
cf. rem. 1.4.)

Par ailleurs, on peut faire agir I',, trivialement sur Bgen as et Koo (ptpm) et par (y%4)(g) =
o(gy) sur €**(I',,, Q,). Cette action commute a celles de ,, 64 et a 'action précédente de
I',, ; elle commute donc aussi a D. Autrement dit, D est invariante par translation a droite.
Elle est donc de la forme lim; . %((b(et“g) — qﬁ(g)), pour un certain a € Ko (p1ym) @3z, g-

Une comparaison de ce qui se passe pour n et n+ 1 montre que a ne dépend pas de n, et

on peut donc faire descendre I'isomorphisme ci-dessus a Koo (p,m ), ot m est indépendant
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de n, et on peut ensuite étendre les scalaires a tout sous-corps complet L de C,, contenant
IA(OO(M,pm). Soit H, le groupe a un parametre défini par un multiple primitif de a. Le noyau
de D s’identifie aux fonctions analytiques sur G(p" ), constantes modulo multiplication

a gauche par Hy(p" @), ce qui permet de conclure. O

Proposition 6.3. — L’élément a de C, @z, g fourni par le th. 6.1 vérifie a = 0 sur

K2 et n'est autre que l'opérateur Oge, associé a la représentation V.
Démonstration. — 1l s’agit d’un exercice de traduction reposant sur le dictionnaire du

§2.2 et en particulier la prop. 2.8 dont nous reprenons les notations. Soit ¢ € V5. On
peut décomposer ¢ dans une base t(dy),...,t(dy) de Dg,,(V1), ou di,...,dy est une
base de Dgen(V1), sous la forme ¢ = SN auu(d;) avec oy € B, Alors ¢ est tué par
Oy + 04, et on a D(¢) = — S, ai(u(d;)) = L, aze™"Osen - Ogen(d;). De plus, comme
¢ € Vi C C,®q, Vi, il est constant vu comme fonction de u, et donc ¢ = S, ozz(o)di. De
méme, D(¢) est constant comme fonction de u et donc D(¢) = SN, ago)@sen(di). Il en

résulte que D = Oge, sur C, ®q, V1. Le résultat s’en déduit. O

Remarque 6.4. — (i) Comme D # 0 puisqu’il est induit par 1 ® % sur Bsen @ Bsen,
on en déduit que Oge, # 0.
(ii) On a

T (X (Cp), Cp) = Cp®Kn(gan(an Cp)Fn = (gan<G(pnﬁCp)v Cp)DZO-

Si o € G, , action de 0 ®1 au milieu devient 'action standard (o-¢)(x) = o(é(c7(x)))
a gauche, mais a droite cette action standard est tordue par I'action de I';,, et est donnée
par la formule (0% ¢)(x) = 0(@5(0‘1(7(0)_195))), ou l'on anoté v : G — 'k 'application
naturelle (cette formule est celle que 'on a utilisée pour x € I',, = G(p"Z,), auquel cas
o Y (y(o) tz) = v(0) 'z ; elle est donc vraie pour tout = par prolongement analytique).
On en déduit, en notant m : G(p"O¢,) — X,(C,) 'application fournie par le th. 6.1, que

I'on a
o(n(z)) =7n(y(0)o(x)), sizeG(p"Oc,) et o e Gk,.

iii) La formule ci-dessus passe au quotient par H, car D = Og, et Oge, commute a
(i) p q p

Paction de Gk sur C,®z, g C C,®q, End(V1), ce qui se traduit par v(o)o(a)y(o) ! = a,
pour tout o € Gk, (avec 0 = 0 ® 1 sur C, ®q, End(1})).

(iv) On pourra comparer I’élément a a celui qui est fourni par le th. 12 de [Sen81].
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