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INTRODUCTION

Afin d’étudier les représentations p-adiques du groupe de Galois d'un corps local, Fon-
taine a introduit plusieurs outils qui se sont révélés tres utiles. Parmi ces outils, figurent
la théorie de Hodge p-adique (le corps Bygr et ses sous-anneaux) et la théorie des (¢, I')-
modules. Ces deux théories sont en fait étroitement reliées, et l'explicitation de ces liens
a permis de résoudre certains des problemes fondamentaux de la théorie. L’objet de ce
mémoire est de donner un panorama des résultats que j’ai démontrés dans cette direction
ainsi que (dans la plupart des cas) une explication de leur démonstration.

On commence par quelques rappels sur la théorie de Hodge p-adique et sur les (¢, T')-
modules, puis sur la maniére de relier ces deux mondes (éléments surconvergents). Comme
corollaires des idées introduites, on montre le théoreme de monodromie p-adique ainsi que
le théoreme d’admissibilité de Colmez-Fontaine. Dans le deuxieme chapitre, on explique
comment les résultats du chapitre précédent permettent de donner des « formules expli-
cites > pour 'exponentielle de Bloch-Kato et sa duale. Comme corollaires, on donne une
construction de I'exponentielle de Perrin-Riou via les (¢, I')-modules, ainsi que le calcul
des < normes universelles > pour une représentation de de Rham. Dans le troisieme cha-
pitre, on donne une autre application des résultats du premier, cette fois-ci a la théorie
des (¢,I')-modules. On montre que les (¢, ')-modules des représentations cristallines
sont particulierement sympathiques : c’est la théorie des modules de Wach. Comme ap-
plication, on montre qu'une limite de sous-quotients de représentations cristallines (a
poids bornés) est elle-méme cristalline. Ensuite, on calcule la réduction modulo p de cer-
taines représentations locales associées aux formes modulaires. Enfin, on explique com-
ment la théorie des modules de Wach permet de montrer une conjecture de Perrin-Riou
sur I'intégralité de son exponentielle. Dans le dernier chapitre, on mentionne brievement
le programme de Langlands p-adique de Breuil et deux types de résultats obtenus (en

caractéristique nulle, pour les représentations cristabellines, et en caractéristique p).






CHAPITRE 1

THEORIE DE HODGE p-ADIQUE ET
(0,T)-MODULES

L’objet de ce chapitre est de donner quelques rappels sur la théorie de Hodge p-adique
et sur les (¢, ')-modules, puis d’expliquer comment ces deux théories sont reliées. Nous
verrons notamment comment on peut utiliser ces résultats pour montrer le théoreme de

monodromie p-adique ainsi que le théoreme de Colmez-Fontaine.

1.1. Théorie de Hodge p-adique

Soit p un nombre premier, K une extension finie de Q, et Gx = Gal(Q,/K). Une
représentation p-adique de G est un Qp-espace vectoriel V' de dimension finie d, muni
d’une action linéaire et continue de G. La principale stratégie (due a Fontaine, voir
par exemple [Fon94b|) pour étudier les représentations p-adiques de G est de cons-
truire des anneaux de périodes p-adiques, c’est-a-dire des Q,-algebres topologiques B
munies d'une action de G et de structures supplémentaires de telle maniere que si V'
est une représentation p-adique, alors Dp(V) = (B ®q, V)9K est un BY%-module qui
hérite de ces structures, et que le foncteur qui a V' associe D (V') fournisse des invariants
intéressants de V. On dit qu'une représentation p-adique V' de Gk est B-admissible si on
a B®q, V ~ B? en tant que B[Gk]-modules.

Fontaine a construit un certain nombre d’anneaux de périodes p-adiques, dont B,
B, et Bgr. L’anneau B, est muni d’un frobenius ¢, 'anneau By, D Bs est muni
d’'un frobenius ¢ et d'un opérateur de monodromie N tel que By, = BL =0 et enfin
Ianneau Bgr est un corps muni d’une filtration {FilinR}iez. De plus, si I'on pose Ky =
KnN s alors Ky C By et on a une application naturelle injective K @k, By — Bar.
Les représentations admissibles pour ces anneaux sont dites cristallines, semistables ou
de de Rham. Les foncteurs Dg(-) correspondants sont notés Des(+), Dgt () et Dar(-).
Etant données les structures dont sont munies ces anneaux, on voit que si V' est une
représentation p-adique, alors Ds(V') est un ¢-module filtré sur K, Dg (V') est un (¢, N)-
module filtré sur K et Dgr(V') est un K-espace vectoriel filtré.
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Les anneaux B, Bgt et Bgr sont d’ailleurs reliés a la géométrie arithmétique comme
le montre le théoréme de Tsuji (voir [Tsj99, Tsj02], c’est 'ancienne conjecture Cy; de
Fontaine-Jannsen) : si X est un schéma propre sur K qui a réduction semistable, m > 0
et V = HJ (X%, Qp), alors V' est semi-stable et D (V) ~ H .. (X).

Si D est un (@, N)-module filtré sur K, rappelons que l'on dit que D est admissible
si ty(D) = ty(D) et si pour tout sous-objet D' C D, on a tg(D') < tx(D’). On peut
montrer que si V' est une représentation semistable, alors Dy (V') est un (¢, N)-module
filtré admissible, et la réciproque de cette affirmation est le théoreme de Colmez-Fontaine
(cf. [CFO00]) rappelé ci-dessous.

Théoréme 1.1.1. — Si D est un (@, N)-module filtré admissible, alors il existe une

représentation semistable V' telle que Dy (V') ~ D.

Nous verrons plus loin comment on peut démontrer ce théoreme en utilisant des résultat
de Kedlaya concernant les p-modules sur I'anneau de Robba (cf. §1.5). Un autre résultat
important sur lequel nous reviendons est le théoreme de monodromie p-adique. Rappelons
que 'on dit qu’une représentation V' de G est potentiellement semistable s’il existe une
extension finie L de K telle que la restriction de V' a G est semistable. On a alors le
théoreme suivant (cf. [Ber02] et [And02b, Ked04, Meb01}).

Théoréme 1.1.2. — Si'V est une représentation de de Rham, alors V' est potentielle-

ment semistable.

1.2. Les (¢,I')-modules

Comme le montre le théoreme de Tsuji rappelé au paragraphe 1.1, la théorie de Hodge
p-adique se préte bien a I’étude des représentations d’origine géométrique. Pour les autres,
il faut introduire un outil plus flexible : la théorie des (¢, I')-modules. C’est ce qu’a fait
Fontaine dans [Fon90]. Pour simplifier les notations, nous allons rappeler cette théorie
pour les représentations de G avec K = Q.

Sin > 1, soit K, = Qu(n), soit Hx = Gal(Q,/Kx) et soit I' = Gal(K/Q,) qui
est isomorphe a Z via le caractere cyclotomique v + x(7). Soit & le corps des séries
formelles f(X) = "..4 a; X" avec a; € Q, et telles que {a; }icz est borné et a; — 0 quand
1 — —o00. On note O 'anneau des entiers de & pour la topologie p-adique. Remarquons
que Og/p ~ F,((X)). Le corps & est muni d’un frobenius ¢ : f(X) — f((1+ X)? —1) et
d’une action de I' donnée par la formule v : f(X) — f((1 + X)X —1).

Un (¢, I')-module sur & est un &-espace vectoriel D de dimension finie d muni d’un

frobenius ¢ semi-linéaire tel que ¢*(D) = D et d’'une action continue de I' par des
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applications semi-linéaires commutant a ¢. On dit qu'un (¢, [')-module D sur & est étale
sil en existe une base dans laquelle Mat(p) € GL4(O%).
Fontaine a construit dans [Fon90] un anneau B muni d’un frobenius ¢ et d’une action

de Gq, qui est tel que B?~! = Q, et Bf® = & et il a montré le théoréme ci-dessous.

Théoréme 1.2.1. — Le foncteur qui a une représentation V associe le (¢, ")-module
D(V) = (B®va)HQp est une équivalence de catégories de la catégorie des représentations
de Gq, vers la catégorie des (¢,I')-modules étales sur & .

L’inverse de ce foncteur est donné par la formule D — (B ®4 D)?=1.

On peut donc en principe retrouver tous les invariants associés a une représentation V'
a partir de son (¢, I')-module D(V'). La réalisation de cela est le theme principal de ce
mémoire : comment faire le lien entre la théorie des (p, I')-modules et la théorie de Hodge
p-adique.

Notons que le théoreme 1.2.1 ci-dessus est tres flexible, et que 'on a de méme des
équivalences entre Z,-représentations et (¢,I')-modules étales sur O et en particulier

entre F,-représentations et (¢, I')-modules sur F,((X)).

1.3. Eléments surconvergents

La premiere étape pour faire le lien entre la théorie des (¢, I')-modules et la théorie de
Hodge p-adique est de faire le lien entre I’anneau de périodes B et 'anneau de périodes
Bar. Tout élément x € B peut s'écrire z = >, p'lz;] avec x; appartenant & un

certain anneau E et on note (comme dans [CC98]) Bf I'ensemble des z € B tels qu'il

existe n > 0 ayant la propriété que la série > .o~ pi[xg/ "] converge dans Bgg. Ceci
fait de BT un sous-corps de B, qui y est dense pour la topologie p-adique. On a toujours
(BH)#=! = Q, mais (BT)”e = &T ot &7 est 'ensemble des séries formelles f(X) € &
ayant la propriété qu’il existe r < 1 tel que f(X) converge sur la couronne {r < |X|, < 1}.
On définit comme au paragraphe précédent la notion de (¢, T')-module sur & et on a

alors le théoreme ci-dessous, du a Cherbonnier et Colmez (cf. [CC98|).

Théoréme 1.3.1. — Le foncteur DT — & @41 DT est une équivalence de catégories de
la catégorie des (p,T)-modules étales sur &' vers la catégorie des (¢, T')-modules étales

sur &.

En particulier, si V est une représentation p-adique, alors on peut lui associer DT(V)
et on montre que l'on a alors DI(V) = (Bf ®q, V)"er.
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1.4. Des (¢,I')-modules a la théorie de Hodge p-adique

Soit #Z 1'anneau des séries formelles f(X) = >

qu'il existe 7 < 1 tel que f(X) converge sur la couronne {r < |X|, < 1}, ce qui fait

ez i X “avec a; € Q, ayant la propriété

que &' s’identifie au sous-anneau de % formé des séries & coefficients bornés. L’anneau
X est appelé < 'anneau de Robba ». Par exemple, ¢t = log(1 + X) € Z. Posons aussi
Bf =

rig )
en fait Des(V) = (B, [1/t] ®q, V)*. Afin de récupérer Des(V) et Dyt (V) & partir de

DT(V), on construit un anneau ]§I

1

Nj=0¢’(B..); on montre sans mal que si V est une représentation de Gy, alors
¢ qui contient Bf, % et ]§:§g. En particulier, les deux
objets Z[1/t] @4+ DI(V) et Des(V), qui n’ont a priori rien & voir entre eux, vivent tous
les deux dans ]§Iig
quel que soit K, quitte & étendre la définition de &' et Z.

[1/t] ®q, V et on a le théoreme ci-dessous (cf. [Ber02]) qui est valable

Théoréme 1.4.1. — Si'V est une représentation de G, alors Deus(V) = (Z[1/t] @t
DI (V))'x et Dy (V) = (Z[log(X), 1/t] @1 DI(V))''x.

Si de plus V est cristalline, alors Z[1/t] @k, Dexis(V) = Z[1/t] @t DI(V) et si V est
semistable, alors Z[log(X),1/t] @, Ds(V) = Z[log(X), 1/t] @41 DI(V).

La caractérisation des représentations de de Rham est plus délicate, et en utilisant les
résultats de Fontaine sur les B ;-représentations (voir [Fon04a]), on trouve le théoréme
ci-dessous (cf. [Ber02]), ou I'on a posé¢ Vi = log(7y)/log,(x(7)) (c’est I'opérateur qui
donne P'action de I'algebre de Lie de T'x sur Z[1/t] @41 DT(V)).

Théoréme 1.4.2. — Si 'V est une représentation de G, alors V' est de de Rham si et
seulement s’il existe un %Z-module libre Nag (V) C Z[1/t] @+ DI(V), tel que Z[1/t] @4
Nar(V) = Z[1/t] @ 1 DT(V) et tel que Vy(Ngr(V)) C t - Ngr(V).

Si V est de de Rham, on montre alors que Nggr (V') est aussi stable par ¢ et que 'on a
©*(Ngr(V)) = Ngr(V). Par exemple, si V' est cristalline, alors Ngr (V') = Z ®@xy Deris(V)
et si V est semistable, alors Ngr(V) = (Z[log(X)] @z, De(V))¥=0.

Les deux théoremes ci-dessus sont a la base de la démonstration du théoreme de mono-
dromie p-adique, et de la démonstration du théoreme de Colmez-Fontaine via les (¢, I')-

modules. Ces démonstrations sont expliquées dans les trois paragraphes suivants.

1.5. La théorie de Kedlaya pour les y-modules sur &%

Un @-module sur Z est un Z-module M libre de rang fini, muni d'un frobenius ¢
semi-linéaire et tel que ¢*(M) = M. On dit qu’'un tel objet est isocline de pente s = n/q
si et seulement si on peut écrire M = Z R4t MT ot MT est un p-module sur &' qui a

une base dans laquelle Mat(p~"¢9) € GLg(6%). Le p-module M (et la pente!) sont alors
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déterminés par M. Par exemple, M est isocline de pente 0 si et seulement si M est étale.
Le théoreme ci-dessous est du a Kedlaya (cf. [Ked04]).

Théoréme 1.5.1. — Si M est un p-module sur £, alors il existe une unique filtration

0=MyC M, C---C My= M par des sous-p-modules saturés, telle que :
(1) pour tout 1 < i < L, le quotient M;/M;_ est isocline ;
(2) si lon appelle s; la pente de M;/M;_q, alors s; < sg < --+ < s4.

Il faut prendre garde au fait qu’un ¢-module isocline de pente s peut tres bien avoir
des sous-objets saturés de pente > s; ce n’est que la filtration par les pentes croissantes
qui est canonique.

Remarquons pour terminer ce paragraphe que les pentes se comportent comme on le

pense vis-a-vis des opérations @, ®, A, etc.

1.6. Equations différentielles et monodromie p-adique

Une équation différentielle p-adique est un #Z-module M, libre de rang fini, muni d’un
opérateur différentiel 9y, : M — M. On dit que M est munie d’une structure de frobenius
s’il existe ¢ : M — M qui est compatible avec dy;. On appelle extension étale de #Z un
anneau %' de la forme Z' = # @+ (BT)x ot K est une extension finie de Q,. Enfin,
étant donnée une équation différentielle M, on dit que M est :

— triviale, si M = Z @ M=,

— unipotente, si Z[log(X)]® M = Z[log(X)] ® (Z[log(X)] @ M)?=0 ce qui revient
a dire que M est extension successive d’équations triviales ;

— potentiellement triviale ou unipotente s’il existe une extension étale Z’ de Z telle
que Z' Q4 M est triviale ou unipotente.

Le théoreme ci-dessous a été démontré indépendamment par André, Kedlaya et Meb-

khout (cf. [And02b, Ked04, Meb01]).

Théoréme 1.6.1. — Si M est une équation différentielle p-adique munie d’une struc-

ture de frobenius, alors M est potentiellement unipotente.

Tsuzuki avait montré dans [Tsu98b| que si M est isocline, alors M est potentiellement
triviale. Des lors, il suffit de montrer que la filtration par les pentes de M est compatible
a dyr = c’est ce que fait Kedlaya.

Comme corollaire de ce théoreme, on trouve le théoreme de monodromie pour les
représentations p-adiques (théoreme 1.1.2). En effet, si V' est de de Rham, alors on peut
lui associer, par le théoreme 1.4.2, une équation différentielle p-adique Nggr(V') (avec
Oy =t71Vy) qui est C Z[1/t] @t DI(V) et qui est munie d'une structure de frobenius.
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Elle est potentiellement unipotente, ce qui revient a dire qu’il existe une extension finie L
de K telle que si 'on note Z’ I'extension étale de #Z correspondante, alors (%Z'[log(X )] ®4
Nar(V))?=0 est de dimension d. On peut alors appliquer le théoréme 1.4.1 qui entraine

que la restriction de V' a L,, est semistable pour n > 0.

1.7. Construction de (¢,I')-modules et admissibilité

Dans le paragraphe précédent, on a vu comment le théoreme de filtration par les pentes
de Kedlaya implique le théoréeme de monodromie p-adique. Dans ce paragraphe, nous
allons voir qu’il implique aussi le théoreme de Colmez-Fontaine. La premiere étape est la
construction de (¢, I')-modules sur Z a partir de (p, V)-modules filtrés. Encore une fois,
on se place dans la situation K = Q,, pour simplifier les notations mais les résultats sont
valables en général.

Si D est un (¢, N)-module filtré, soit N = (Z[log(X)] @, D)V=". Rappelons que pour
n > 0, il existe des applications ¢, : f(X) = f((m exp(t/p™) — 1), définies sur les sous-
ensembles de Z ou la formule converge, et a valeurs dans F),[t]. On pose M(D) = {y €
N[1/1] tels que ¢,(y) € Fil’(F,[t] ®q, D) pour tout n pour lequel ¢, est définie}. On
montre alors que M(D) est un (¢, I')-module sur Z, de rang d, et que :

Rlog(X),1/t] @ M(D) = Z|log(X), 1/t] ®k, D,

ce qui entraine en particulier que l'action de Lie(I'x) sur M(D)[1/t] est unipotente. On
peut étendre la construction D — M(D) au cas des (¢, N, Gi)-modules filtrés, et on a

alors le théoreme ci-dessous (cf. [Ber04c]).

Théoréme 1.7.1. — Le foncteur D — M(D) de la catégorie des (v, N, G )-modules
filtrés, dans la catégorie des (p,I")-modules M sur Z tels que l'action de Lie(I'x) sur

MI1/t] est potentiellement unipotente, est une équivalence de catégories.

Pour construire I'inverse de ce foncteur, il faut vérifier que si ’on se donne un M comme
ci-dessus, alors il existe D tel que M = M(D). Par hypothese, il existe un (¢, N, Gk)-
module filtré D tel que :

Rlog(X),1/t] ®p M = Z[log(X),1/t] ®k, D,

et il faut voir que M détermine une filtration sur D telle que M ~ M(D). Cette fil-
tration provient des diviseurs élémentaires de l'inclusion généralisée Z|[log(X)] @ M C
Zlog(X)| @ D.

La question se pose alors de déterminer les pentes (au sens du théoreme 1.5.1) de M(D)
en fonction de D. Si D est de dimension 1, alors on vérifie facilement que la pente de
M(D) vaut tn(D) — ty(D) et on en déduit le théoreme ci-dessous (cf. [Ber04c]).
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Théoréme 1.7.2. — Si D est un (p, N, Gg)-module filtré, alors D est admissible si et

seulement si M(D) est isocline de pente 0.

Nous pouvons maintenant donner la démonstration du théoreme 1.1.1 : si D est un
(¢, N)-module filtré admissible, alors par le théoreme 1.7.2 ci-dessus, le (¢, I')-module
M(D) est étale et il lui correspond donc une représentation p-adique V. Il reste alors a

vérifier que V' est semistable et que Dg (V') = D.






CHAPITRE 2

FORMULES EXPLICITES POUR LES
APPLICATIONS « EXPONENTIELLES >

L’objet de ce chapitre est de montrer comment on peut utiliser les résultats du cha-
pitre précédent pour obtenir des descriptions explicites de I’exponentielle de Bloch-Kato
et de sa duale. On commence par en rappeler les définitions puis par expliquer com-
ment calculer la cohomologie galoisienne d’une représentation p-adique a partir de son
(¢, I')-module. Les formules explicites proprement dites sont données au paragraphe 2.3
et comme application de ces formules, on donne une construction de I’exponentielle de
Perrin-Riou via les (¢, [')-modules au paragraphe 2.4. Le dernier paragraphe contient une

application au calcul des normes universelles.

2.1. La suite exacte fondamentale et I’exponentielle de Bloch-Kato
Les anneaux B,;s et Bgr sont reliés par I'inclusion B,;; C Bgr mais aussi par la < suite
exacte fondamentale > :

0—Q, — B%.' = Bar/Bj; — 0.

cris

Si V est une représentation de Gi, on peut tensoriser cette suite exacte fondamentale par
V et prendre les invariants sous I'action de G . L’application de connexion (Bgr/ B;{R@)Qp
V)¢x — HYK,V) s’appelle U'exponentielle de Bloch-Kato (cf. [BK90]) et on la note
expry- Si 'on suppose que V' est de de Rham (ce que nous faisons dans le reste de
ce paragraphe), alors (Bar/Bz ®q, V)% ~ Dgr(V)/Fil’Dar(V) et on obtient donc
Papplication expyy : Dar(V) = H'(K, V). Son noyau contient Fil’Dgr(V') et son image
est le noyau de I'application H'(K,V) — H'(K,B?.' ®q, V), que 'on appelle H! (K, V).
On appelle de maniére analogue H}(K ,V)et H ;(K , V) les noyaux des applications de
HY(K,V) dans H(K, Buis ®q, V) et H'(K, Bag ®q, V).

Si G est un groupe de Lie formel de hauteur finie sur Ok, et si V = Q,®z, T ot T  est le
module de Tate de G, alors V est de de Rham et Dgr (V) /Fil’Dggr (V) s’identifie & I’espace
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tangent tan(G(K)) de G(K). On a alors un diagramme commutatif (cf. [BK90]) :

tan(G(K)) 29 Q®z G(Ok)
| ‘|
Dar(V)/Fil’Dar (V) —=%  HY(K, V),

ol d¢ est 'application de Kummer, I'exponentielle exp,, est I’exponentielle habituelle, et
I'exponentielle expy 1 est celle de Bloch-Kato, ce qui motive la terminologie « exponen-
tielle >.

Le cup-produit U : HY(K,V) x H'(K,V*(1)) = H*(K,Q,(1)) ~ Q, définit une dua-
lité parfaite, que I'on peut utiliser (en dualisant deux fois) pour définir I’exponentielle
duale de Bloch-Kato expy vy HY(K,V) — Fil’Dgr(V). Kato a donné dans [Kat93a]
une formule tres commode pour eXPje - (1)> due nous rappelons a présent. L’application
z — [g — log(x(g))z] est un isomorphisme de Dqr(V) dans H'(K, B4r ®q, V) et l'ex-
ponentielle duale expy .y : HYK,V) — Dgr(V) est la composée de I'application natu-
relle H'(K,V) — H'(K,Bar ®q, V) avec I'inverse de cet isomorphisme. En particulier,
le noyau de expj y. () est H)(K,V).

2.2. Cohomologie galoisienne et (¢, [')-modules

Nous rappelons dans ce paragraphe certains des résultats de Herr (ceux de [Her98]) : le
calcul de la cohomologie d’une représentation V' & partir de son (¢, I')-module DT(V'). On
suppose que le groupe I est procyclique (c’est presque toujours le cas) et on en note v un

générateur topologique. On montre facilement que la cohomologie du complexe suivant :

0 DI(V) — ™ DI(V)@DH(V) — 7 & Di(y) =0
((p=1)z,(v—1)x) (v=Dz—(p—1)y

s’identifie fonctoriellement & celle V' (il suffit essentiellement de vérifier que le H® du
complexe est ~ HY(K,V)). Ceci donne un moyen de construire des cocyles & partir
de Df(V), mais dans les applications il est plus commode de remplacer le complexe ci-
dessus par un autre, ou ¢ est remplacé par un certain opérateur ¢, dont nous donnons a
présent la définition : comme &7 est un p(&1)-espace vectoriel de dimension p, engendré
par (14 X)% (1+ X)!, -+, (1+ X)?! on a DI(V) = @2 (1 + X)'p(DI(V)) ce qui
fait que si y € DT(V), alors il existe yo, - - - , Yp—1 uniquement déterminés tels que y =
SP (1 4 X)ip(y:). On pose alors ¢(y) = yo et on vérifie que ¢ : DI(V) — Df(V)
commute & I'. En utilisant le fait (cf. [CC98]) que 1 —« : DI(V)¥=0 — DI(V)¥=0 est
bijectif, on montre que le complexe :

0= DI(V) — = & DI(V) @ DI(V) — 7 pi(y) =0
(G- (r—1)z) (—D)r—(—1)y
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est quasi-isomorphe au précédent. Ceci nous permet de construire des cocyles dans le
H'(K,V) a partir d’éléments de DY(V)?=" (c’est la construction de [CC99)). Si z € Z,
notons log)(z) = log,(z)/p" ou v = val(log,(z)). Si y € D'(V)¥=!, alors on montre qu’il
existe b € Bt ®q, V tel que (y — 1)(¢ — 1)b = (¢ — 1)y et la formule :

o—1
v—1
définit une application hj,, : DT(V)¥=! — H'(K,V) qui ne dépend pas du choix de v et

hicy (y) = logy(x(7)) |o — y—(oc—1)b

dont le noyau est (1 —~)D'(V)¥='. On montre par ailleurs que I'application hj. s’étend
A (Z @45 DI(V))¥=L (cf. [Ber03)).

Rappelons que la cohomologie d’Iwasawa de V' est définie par Hj,(K,V) = Q, ®z,
H},(K,T) ot T est un réseau de V' stable par G et Hj,(K,T) = lim HY(K,,T) est
la limite projective pour les applications < corestriction ». On voit facilement que 'on a
COTK, 41 /K, © Nk, ., v = P, v et donc que I'on a une application DY(V)*=! — Hp, (K, V).
Le théoreme ci-dessous est du a Fontaine (non-publié ; une démonstration en est donnée

dans [CC99]).

Théoréme 2.2.1. — L application DT(V)¥=! — H} (K,V) définie ci-dessus est un iso-
morphisme. On a aussi un isomorphisme naturel DY(V) /(1 — 1) ~ H? (K,V).

2.3. Formules explicites pour exp et exp*

Dans ce paragraphe, nous donnons des formules explicites pour I'exponentielle de
Bloch-Kato et pour sa duale. On suppose a partir de maintenant que K = Q, (mais
les formules que I'on donne sont valides pour une extension non-ramifiée K de Q,, si I'on
remplace Z et ses sous-anneaux par les anneaux appropriés).

Siy € K,(t) ®k Dais(V), alors on appelle 0y (y) € K, @k Dais(V) le coefficient de
t°. Ensuite, si i € Z, alors on appelle V; Uopérateur donné par log(v)/log,(x (7)) — i
Il ne dépend pas du choix de ~ suffisamment petit et agit sur #Z par V; : f(X) —
log(1 4+ X)(1+ X)df /dX — if(X) ce qui fait que sii > 1, alors V;_y0---V(Z) C t'Z.
Enfin, on note Z* anneau des séries f(X) = > a; X" € Z telles que a; = 0 pour i < —1,
ce qui fait que Z* est 'anneau des fonctions holomorphes sur le disque unité. On a les

formules suivantes pour I'exponentielle de Bloch-Kato (cf. [Ber03]).

Théoréme 2.3.1. — SiV est une représentation cristalline de Gy, si h > 1 est tel que
Fil "Deis (V) = Deis(V) et siy € (Z+ @k Denis(V)) =1, alors :

! 0.0 oyt )P,y (09T (Y)) sin 21,
e (Ve Vol = E0 ”!{epr,V«l—plw1>av<y>> sin=0
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On a aussi les formules ci-dessous pour I'exponentielle duale de Bloch-Kato (cf. [Ber03],

mais ¢’est un cas particulier d'une formule de [CC99)).

Théoréme 2.3.2. — Si'V est une représentation cristalline, et siy € (B2 DT(V))¥=1
est tel que y € (ZT[1/t] @k Deis(V))¥=1), alors :

p"ov(e™"(y)) sin>1,
(1—p e Hov(y) sin=0.

Comme corollaire de ces deux théorémes, on trouve les formules suivantes (cf. [Ber03] ;

eXp}(n,v*u)(h}(n,v(y)) = {

. . :
ici e; est une base de Q,(j) et on s’arrange pour que €; ® e = €;4x)-

Théoréme 2.3.3. — Si V est une représentation cristalline, si h > 1 est tel que
Fil ™" Deis (V) = Denis(V) et siy € (BT @k Denis(V))¥=", alors pour tout j € Z tel que
h+j53>1,0ona:

iy (V100 Vo(y) @ ¢j) = (=1)" 7 (h 4 j — 1)!

o 4Pk, v (PO (T (O @1 e)))  sin >,
expy v (1= p )y (0 7y @t 7e;)) sin =0,

tandis que st h+ 7 <0, alors on a :

exp;(n,v*(l—j)(h}ﬂl,v(j)(vh—l o---0Vy(y)®ej)) =
1 p Oy (M0 y @t ey)) sin>1,
(h =) (L =p e )Ov (0 Ty @t e;) sin=0.
Remarquons que la notation < 97 > est un peu abusive si j > 1, car l'application 0
n’est pas injective, mais on vérifie que cela ne crée pas de probleme dans les formules

ci-dessus.

2.4. L’exponentielle de Perrin-Riou

L’application principale du théoreme 2.3.3 est de donner une construction de 1’expo-
nentielle de Perrin-Riou via les (i, I')-modules. Commengons par rappeler la définition
de cette application < exponentielle de Perrin-Riou > (qui est construite dans [Per94b]).

Soit A = Z,[[I'] 'algebre d'Iwasawa de I' et H(I") = Q,[['ors] ®q, H(T1) ot H(I) =
{f(y1 — 1) avec 71 € I'; et f holomorphe sur le disque unité}. Pour tout k € Z, on
définit une application Ay : Z+ @k Deris (V) = Deris (V) /(1 — pF)Deis (V') par la formule
Ar(f) = (0%f)(0) mod (1 — p*p)Deyis(V). Si on éerit A = Prez Ay, alors pour tout f €
(% @k Daris(V))2=Y, Péquation (1—¢)g(X) = f(X) a une solution dans 2" ®q, Deyis(V)
et on en déduit une application Z,, v : (ZF @ Deris (V)2 = K@ Derig(V) /Denis (V)1
définie par f > p~"g7 " ((n — 1).
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Le résultat principal de Perrin-Riou est la construction, pour une représentation cris-
talline V' de G, d'une famille (indexée par h € Z) d’applications :
Qv s H(T) @q, Dens(V) — H(T) @4 Hy, (K, V)/VIE,

qui interpolent les exponentielles de Bloch-Kato. Plus précisément, si h,j > 0, alors le

diagramme :

(H(T) ®q, Deris(V(4))) H(T) @a Hp, (K, V() /V (5) 1

EH’VU)J( ern,V(j)J/

Kn ®K Dcris(v) M H1<Kn7v<.])>

A=0  Qv(@)n
—

SXPKn,V(5)
est commutatif.
L’application < transformée de Mellin inverse > f(v) — f(7)-(1+X) permet d’identifier
H(T) ®q, Deris(V) avec (Z7)¥=° @k Deyis (V') et 'isomorphisme du théoréme 2.2.1 permet
d’identifier H(I') @ H}, (K, V) et (ZT @+ DI(V))¥= on &7 = Q, ®z, Z,[X]. En

utilisant le théoréme 2.3.3, on montre alors le résultat ci-dessous (cf. [Ber03]).

Théoréme 2.4.1. — Si V' est une représentation cristalline de G et si h > 1 est tel
que Fil™"Dis (V) = Dewis(V), alors Uapplication :

Qv (2770 @k Deis (V)27 — (ZT @4+ DI(V))V=1 )V HE

qui a f € (Z1)""° @k Deis (V)20 associe Vy_10---0Vo((1 —¢)~Lf) est bien définie

et coincide avec ['exponentielle de Perrin-Riou.

Ceci implique de maniere plus ou moins immédiate la loi de reciprocité explicite conjec-
turée par Perrin-Riou et démontrée dans [Col98| par Colmez; voir [Ber03] pour une

démonstration utilisant le théoréme ci-dessus.

2.5. Représentations de de Rham et normes universelles

La derniere application des idées de ce chapitre est le calcul des normes universelles
d’une représentation de de Rham. Soit V' une représentation de Gg ; on a défini au
paragraphe 2.1 I'espace Hgl(K, V) C HYK,V), et si 'on suppose que V est de de Rham
(ce que 'on fait & partir de maintenant), alors H, gl(K , V') paramétrise les extensions de Q,
par V' qui sont elless-mémes de de Rham. Par construction de la cohomologie d’Iwasawa
de V, on a des applications pry. v : Hj,(K,V) = H'(K,,V) et ensemble H},(K,V),
des < normes universelles > est 'ensemble des y € H} (K, V) tels que pour tout n > 0,
on ait pry v (y) € Hy(Ky, V).
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Si Fil'V est la plus grande sous-représentation de V' dont tous les poids de Hodge-Tate
sont > 1, alors Fil'V est de de Rham et on vérifie que H;}, (K, Fil'V), = H},, (K, Fil'V).

Le théoreme ci-dessous (cf. [Ber05a]) avait été conjecturé par Nekovar (cf. [Per00]).

Théoréme 2.5.1. — Si V est une représentation de de Rham, alors H} (K, Fil'V) C

Hi (K,V), et le quotient est un Q,-espace vectoriel de dimension finie.

Nous allons maintenant expliquer la démonstration de ce théoreme (qui est assez proche
de la démonstration proposée dans le cas cristallin par Perrin-Riou dans [Per00]). Par
dévissage, on se ramene a montrer que si k > 0 et si V' est une représentation de de Rham
telle que Fil ™"V = V et Fil' ¥V = 0, alors H},(K,V), est un Q,-espace vectoriel de
dimension finie. Soit Nggr (V') I'équation différentielle associée a V' dans le théoreme 1.4.2.
La composition de ®Q,(k) et de I'inclusion de DT(V (k)) dans Ngr(V (k)) nous donnent
une application de DT(V') dans Nggr(V (k)) et par le théoreme 2.3.2, on a un diagramme
commutatif :

Hi (K,V) —— DN(V)¥71  —— Nar(V (K))
H lh}%v lf»aé(k)f(cpn—n

.
CXP Ry, V(1)

HY (K, V) 22 HY(K,,V) K, ©x Dar(V).

Etant donné que H, ;(Kn, V') est le noyau de eXp;{mV*(l), on déduit du diagramme ci-
dessus que si y € DT(V)¥=!, alors y provient de Hp, (K, V), si et seulement si 0,y €
t-Nar(V (k)) (puisqu’une fonction nulle en tous les (,n» —1 est divisible par log(1+X) = t).

Pour terminer la preuve, on montre que si 'on se donne un I'-module D sur &' et un
(0,T)-module N sur Z tels que DI ¢ N, DInt- N =0, et que si y € DT est tel que
OFy € t- N, alors y est dans le sous-module de Q, ®z, A-torsion de DT : il s’agit d’une
variante du lemme de Wronski. Comme le sous-module de Q,, ®z, A-torsion de Hj, (K, V)

est de dimension finie, on a terminé.



CHAPITRE 3

MODULES DE WACH

Dans tout ce chapitre, on suppose que K est une extension non ramifiée de Q,, et on se
donne une représentation V' de G dont la restriction a K, est cristalline pour un entier

n > 0. On dit qu'une telle représentation est cristabelline.

3.1. Modules de Wach des représentations cristabellines

Dans ce paragraphe, on explique comment les résultats du paragraphe 1.4 peuvent étre
utilisés pour montrer que le (¢, I')-module d’une représentation cristabelline admet une
base dans laquelle les matrices de ¢ et de v € I' sont tres particulieres : c¢’est la théorie
des modules de Wach. Pour simplifier les notations, on suppose que K = Q,,.

Si V' est une représentation cristabelline, alors on définit n(V') = min{n > 0 tels que la
restriction de V' a K, est cristalline} et m(V') = min{m > 1 tels qu’il existe un caractere
fini  de T" tel que la restriction de V- ® n a K, est cristalline}.

Rappelons que pour n > 0, on pose I';, = Gal(K/K,,). Si j > 1, posons Q;(X) =
(1+X)” =1)/((14+X)P ™" —1) ce qui fait que Q;(X) est le polynome minimal de ¢, — 1.
Rappelons par ailleurs que &7 = K ®g,. Ox[X].

Un module de Wach (effectif) est un (¢,I')-module N sur &* (c’est-a-dire un &+-
module libre de rang fini, muni d'un frobenius semi-linéaire et d’une action continue de
I par des applications semi-linéaires et commutant a ), qui vérifie les trois conditions

sulvantes :
(1) il existe n > 0 tel que T',, agit trivialement sur N/ XN ;
(2) ¢ est étale, c’est-a-dire (par exemple) que & @4+ N est un p-module étale ;
(3) il existe m =1 et ty, -+ ,t, = 0 tels que (det p) = (Q1(X)™ -+ Qu(X)™™).

Si N est un module de Wach effectif, alors &7 ®c+ N est un (¢, I')-module étale sur &7

et provient donc d'une représentation V' = V(N). Le théoreme ci-dessous (cf. [Ber0O4a,
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BBO06]) donne quelques propriétés de cette représentation (rappelons que 'on dit qu'une

représentation de Hodge-Tate est effective si ses poids sont < 0).

Théoréme 3.1.1. — Si N est un module de Wach effectif, alors V= V(N) est une
représentation cristabelline effective, et toute représentation cristabelline effective s’ob-

tient ainsi.

Avant d’expliquer la démonstration de ce théoreme, faisons quelques remarques :

— On peut prendre n = n(V) et m = m(V) dans les (1) et (3) de la définition
ci-dessus;;

— Le (p, Gal(K,,/Q,))-module N/XN est naturellement isomorphe & Deys(V) ;

— Si de plus V est cristalline, alors on définit une filtration sur N par la formule
FiVN = {y € N, ¢(y) € Q1(X)'N} et le p-module filtré N/X N est isomorphe &
Dcris<v) )

~On a V(X -N) = V(-1) ce qui permet d’étendre naturellement la notion de
module de Wach et de représentation associée au cas non-effectif.

Passons maintenant a la démonstration du théoreme. Le fait que V(IV) est cristabelline
est dit a Wach (c’est I'un des principaux résultats de [Wac96]). On montre qu'il existe une
section '-équivariante de la projection 27 ®@¢+ N — N/ XN ce qui fait que (2 g+ N )
est de dimension d = dim V' et donc que (Z[1/t] @zt DT(V))I" est aussi de dimension d,
ce qui implique par le théoreme 1.4.1 que la restriction de V' a K, est cristalline. Le fait
que l'on ait en fait pas a inverser ¢t implique par ailleurs que V est effective.

Pour montrer I'implication réciproque, il y a plusieurs étapes. La premiere est de mon-
trer qu’une représentation cristabelline est < de hauteur finie >, c¢’est-a-dire qu’il existe
un (p, I')-module M sur &7 tel que DT(V) = &7 @6+ M. Ceci est démontré dans [Col99),
nous allons voir la démonstration qui se trouve dans [BB06]|. On utilise 'opérateur
du paragraphe 2.2. Cet opérateur a tendance a diminuer les dénominateurs et de fait, on
montre que (Z[1/t] @ Deris(V))¥=! = (271 /t] ©k Deris(V))¥=1. Cherbonnier et Colmez
ont montré dans [CC99] que DT(V)¥=! contient une base de DT(V') sur & et on en déduit
que DT(V) a une base contenue dans DT (V) NZT[1/t] @k Deris(V). Il n’est pas difficile de
montrer que (quitte & modifier légérement cette base), le &*-module qu’elle engendre est
stable par ¢ et T'. On appelle alors D* (V) le plus grand (p, I')-module M sur &% tel que
D'(V) = &T @4+ M. 1l existe alors un anneau BT C B tel que D*(V) = (Bt ®q, V)*
(cf. [Fon90]).

La deuxieme étape est de modifier D (V) pour obtenir un module de Wach. La
construction que nous venons de donner montre que DT(V) C Z7[1/t] ®k Deis(V).

Soit {e;} une base de Deis(V) ce qui fait que tout élément y € DT(V) peut s’écrire
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y = > fi®e; avec f; € ZT[1/t]. On pose alors N = {y € DT (V) tels que l'on a
y = fi®e ou f; n’a pas de pole en 0}. Ceci fait de N un (¢, I')-module sur &+ qui
a la propriété supplémentaire qu'’il existe h > 0 tel que X" - D (V) C N. Le fait que N
satisfait le (1) de la définition suit du fait que si une fonction f € Z*[1/t] n’a pas de pole
en 0, alors v(f) — f a un zéro en 0, et le (2) suit du fait que sous la méme hypothese,
©(f) n’a pas de pole en 0 non plus. On peut montrer (cf. [Ber04a]) qu'un N satisfaisant
X".DH(V) C N ainsi que le (1) de la définition est uniquement déterminé par V, et on
le note alors N(V') : c’est le module de Wach de V.

La troisieme (et derniere) étape consiste a vérifier le (3) et & montrer que 'on peut
prendre m = m(V’). Nous allons montrer que I'on peut prendre m = max(n(V), 1) et il
suffit ensuite de remarquer que N(V(n)) = N(V)(n). Le point crucial est le calcul des

diviseurs élémentaires de U'inclusion Z7 @ Deis (V) C Z7 @4+ N(V'). Ce sont des idéaux

de #* stables par I' et donc engendrés par des éléments 61, --- , 04 tels qu'il existe des
Br.i satisfaisant :
5; = XPos (@(X))ﬁ“, <Q2(X))B”...
p D

Comme T',, agit trivialement sur 27 @ Deis(V)/X et sur ZT @4+ N(V)/X, on voit
que Bo; = 0 pour tout i. Afin de calculer §;,; pour £ > 1, on utilise les applications
< de localisation > ¢, = % : BT — B, (que l'on peut prolonger & Z* par la formule
f(X) = f({rexp(t/p*) —1)). En composant cette application avec 6 : Bl — C,,
on trouve une application 6 o ¢ : N(V)/Qr(X)N(V) = Deen(V) C (C, ®q, V)"* qui
commute a I' et dont on montre qu’elle est injective. Si 'on appelle Ay, - - -, hg les opposés
des poids de Hodge-Tate de V, alors Dy, (V) =~ @L, K (—h;) en tant que représentations
de I, tandis qu’un calcul facile de diviseurs élémentaires montre que N(V')/Qx(X)N(V) ~
@leK k(—Pk,;) en tant que représentations de [ ax(kn(v))- On déduit de cela que si k <
n(V) —1, alors By; € {h1,---,hq} tandis que si k& > n(V), alors Iapplication K., ®Qg,
N(V)/Qr(X)N(V) — Dgen(V) est toujours injective, et donc que fi; = h; pour tout
i. Pour conclure, il faut voir que comme p*(Z% @k Deis(V)) = Z7 @ Dais(V), on a
det o = 01 ---da/p(61---04) ce qui fait que ty = > Bri — Y. Pr—1. et donc que ¢, = 0 des
que k > max(n(V),1) + 1.

3.2. Aspects entiers des représentations cristallines

L’un des avantages de la théorie des modules de Wach est que si N est un tel module,
et si V est la représentation cristabelline qui lui correspond, alors on a une bijection entre
les 0 = Og[X]-réseaux de N stables par ¢ et T et les Z,-réseaux de V stables par Gk.

On appelle N(T") le module de Wach entier associé a un réseau T'. Ceci permet d’aborder
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la théorie entiere des représentations crista(be)llines, notamment dans des situations qui
ne sont pas couvertes par la théorie de Fontaine-Laffaille. On suppose dans ce paragraphe
que la représentation V' est cristalline, mais il est tres probable que les résultats et les
méthodes présentés s’étendent au cas des représentations cristabellines.

La premiere application concerne les limites de sous-quotients de représentations cris-
tallines. On commence par montrer que les modules de Wach < varient continiment >. Si
r > 1, 0onpose a(r) = inf,er 37, val(x(7)’ —1). Par exemple, sir < p—2, alors a(r) = 0.
On montre alors que si T} et Ty sont deux réseaux de deux représentations cristallines V;
et V4 a poids de Hodge-Tate dans [—r;0], et si n > «(r) est tel que Ty /p™ = Ty /p", alors
N(T1) et N(T3) ont méme image dans (A /p"~*") @5 T;)"x. Comme corollaire de cela,
on a le théoréme ci-dessous (cf. [Ber04a]), qui démontre une conjecture de Fontaine (cf.
[Fon96)).

Théoréme 3.2.1. — Si T est un réseau d’une représentation p-adique V de Gk, et
s'il existe b > a € Z et deux suites {U;}; et {T;}; de réseauz de représentations V; de
Gy, cristallines a poids de Hodge-Tate dans [a;b] et vérifiant T/p' ~ T;/U;, alors V est
cristalline a poids de Hodge-Tate dans |a;b].

La deuxieme application concerne le calcul de la réduction modulo p de certaines
représentations cristallines. Soit L une extension finie de Q, qui est ici le corps de coef-
ficients des représentations que l'on considere. La théorie des modules de Wach s’étend
sans modification aux représentations L-linéaires, en considérant les représentations Q,-
linéaires sous-jacentes. Si k est un entier > 2 et a, € my on définit le ¢-module filtré
Dy, Par Dy o, = Le @ Lf ol :

_ Dk@p Si 7 < 0,

ple) =p*'f B _ ,
(f) = ta,f et Fil'Dy,, = 4 Le sil<i<k-—1,

e 0 sii> k.

Ce p-module filtré est admissible, et il existe donc une représentation cristalline V; q,
de Gq, telle que Dcris(V,;':ap) = Djq, (on passe au dual pour que les notations soient
compatibles avec celles de [Bre03b] et [BLZ04]; remarquons tout de méme que 'on a
Vita, = Via,(1—F)). Toute représentation cristalline absolument irréductible de dimension
2 de Gq, est d’ailleurs la tordue par un caractere cristallin d’une Vj o, avec k > 2. Si
T}.q, est un Op-réseau de Vi o, stable par Gq,, alors la semi-simplifiée de kj, ®o, T} 4, ne
dépend pas du choix du réseau et nous la notons Vkﬁap. La question se pose alors de donner
une formule pour Vk,ap en termes de k et a, (dans [Bre03b], une formule conjecturale
est donnée pour Vk,ap quand 2p > k > p+1). Quand k£ < p, le calcul de Vk,ap suit
immédiatement de la théorie de Fontaine-Laffaille (cf. [FL82]). On peut calculer Vlaap
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quand k > p + 1 et pour certaines valeurs de a, en construisant < a la main > le module
de Wach associé a V., et en le réduisant modulo p : c’est ce qui est fait dans [BLZ04].

On obtient alors le théoréeme ci-dessous.
Théoréme 3.2.2. — Sival(a,) > [(k—2)/(p—1)], alors Via, = Vipo.

Le calcul de Vi se fait sans difficulté. Notons que la condition < val(a,) > [(k —
2)/(p — 1)| » n’est pas optimale. Par exemple, si k = p + 1, alors le théoréeme est vrai
des que val(a,) > 0. Le principe de la démonstration du théoréme est de construire le
module de Wach associé a Vj.,, ce qui se fait comme suit : on définit deux séries A, et

A_ par les formules :

Qi(X)  Qs(X) Qs5(X)

Ay = X X X e et A= X X X e
p p p p p p

On vérifie alors que si 'on écrit a,(A_/AL)*" = 37, a; X", alors val(e;) > 0 pour

i € {0,---,k — 2} et on pose alors a = ag + a1 X + -+ + ap_» X 2 ainsi que g+ =

A+/v(Ax); on définit une matrice P € My(OL[X]) et, pour tout v € T', une matrice
GV e 1d + X - My(OL[X]) par les formules :

0 -1 _ Lo
P — (k—1) _ [ 9+
- (Ql(X)kl a> et G = ( 0 gﬁ‘l)

Il s’agit alors de vérifier que si y € I, alors il existe une unique matrice G, € Ma(OL[X])

telle que :

(1) PSO(GW) = GW’Y(P);
(2) G, =GV mod XF1. My(0,[X]),

ce qui permet (presque) de construire le module de Wach de Vj,, et en tout cas de
vérifier que les modules de Wach de Vj,, et V} o ont méme réduction modulo p des que
val(a,) > [(k—2)/(p—1)]. On peut bien sir pousser ces calculs et en déduire Vy,, pour
diverses autres valeurs de k et a,.

Pour terminer ce paragraphe, mentionnons une troisieme application, plus mystérieuse
(pour le moment). Si 7" est un réseau de V' stable par Gk, alors I'image de N(7') dans
Deis(V) en est un Og-réseau canoniquement déterminé et que 1’on note donc Ds(7).
On peut montrer que le déterminant de I'isomorphisme de comparaison entre B ®z, T
et Beis ®0, Denis(T) appartient a t'# (V)O’égr. Quels réseaux de Des(V) obtient t’on de
cette maniere 7 Si la longueur de la filtration est < p— 1, alors on obtient tous les réseaux

fortement divisibles de D,;s(V'), mais au-dela de cette borne, je ne sais pas ce qui se passe.



30 CHAPITRE 3. MODULES DE WACH

3.3. La conjecture iz,

Donnons maintenant une application un peu différente de la théorie des modules de
Wach aux structures entieres des représentations cristallines : I'intégralité de ’exponen-
tielle de Perrin-Riou. Pour cela, revenons aux notations et résultats du paragraphe 2.4.
Perrin-Riou a proposé une conjecture relative au déterminant de ses applications Qy,.

Posons :

6(Qv) = H (V,j)*dimqp Fil? Deyis (V)

j>1-h

x Qyp, [deta (A ®q, Des(V)) @ dety H, (K, V) @4 dety H7, (K, V)] .

Perrin-Riou a montré dans [Per94b] que §(€y) ne dépend pas de h, et que 6(2y) €
Qp ®z, A; elle a de plus conjecturé que §(€2y) est une unité de Q, ®z, A. Ceci a été
montré par Colmez dans [Col98], qui a en fait montré la conjecture Réc(V'), conjecture
qui affirme que pour les accouplements naturels sur Hi (K,V) x H} (K,V*(1)) et sur
H(I') ®q, Deris(V) x H(I') ®q, Deris(V*(1)), 'adjoint de Qy;j, est (essentiellement) I'inverse
de Qy+(1)1-n. Cela implique que 6(Qy)d(Qy+(1))" est une unité de Q, ®z, A, et donc de
méme pour §(2y) et §(y+(1y). Soient T un réseau de V' et M un réseau de Deis(V), tels
que le déterminant de I'isomorphisme de comparaison entre Beis ®z, T' et Beis ®o, M

appartienne a t'# (V)(‘)*ém (on peut prendre M = D¢,s(T") par exemple). Posons :

52, (00) = T[ (0w sat?
j=1—h

x Qup, [deta (A ®z, M) ®, dety H,, (K, T) @4 detyHj, (K, T)] .

La < conjecture dz,(V) > de Perrin-Riou est alors que dz,(Qy) € A* et on a le théoréme

ci-dessous qui est démontré dans [BBO05|.

Théoréme 3.3.1. — SiV est une représentation cristalline, alors la conjecture 6z, (V)

est vraze.

La démonstration de ce théoreme utilise la construction de ’exponentielle de Perrin-
Riou donnée par Benois a partir du module de Wach de V', ce qui permet de suivre
Iintégralité tout au long des constructions. On peut d’ailleurs relier la conjecture oz, (V')
(rebaptisée Cr,(Ko/K,V)) aux conjectures Cgp(L/K,V) de Fontaine et Perrin-Riou
et des techniques de descente en théorie d’Iwasawa permettent de montrer le théoreme
ci-dessous (cf. aussi [BB05]).

Théoréme 3.3.2. — La conjecture Cgp(L/K,V) est vraie pour toute extension finie L

de K contenue dans K.



CHAPITRE 4

LE PROGRAMME DE LANGLANDS p-ADIQUE

L’objet de ce chapitre est de donner une tres courte introduction a la partie du pro-
gramme de Langlands p-adique a laquelle j’ai contribué, puis d’expliquer ces contribu-

tions.

4.1. Le programme de Langlands p-adique

Le programme de Langlands p-adique, initié par Breuil, est la recherche d’une corres-
pondance éventuelle entre certaines (classes de) représentations p-adiques ou modulo p
de Gk de dimension n et certaines (classes de) représentations p-adiques ou modulo p
de GL,(K). Le cas sur lequel on sait le plus de choses a présent est celui ou K = Q,
et n = 2. On sait alors associer a une représentation V' de Gq, de dimension 2 une
représentation B(V) de GLy(Q,) ayant de bonnes propriétés quand V' est a coefficients
dans une extension finie de F, (cf. [Bre03a]) ou bien quand V est a coefficients dans
une extension finie de Q, et est trianguline (cf. [Bre03b, Col04b, Col05a]). Rappelons
qu'une représentation V est dite trianguline si Z ®4+ DT(V) est une extension successive
de (¢, I')-modules de rang 1 sur Z.

Nous allons nous concentrer sur les cas <« modulo p > et < cristabellin ». Dans les deux
cas, Breuil a construit la représentation B(V') et pour montrer que cette représentation
a de bonnes propriétés, il faut montrer que < I'isomorphisme de Colmez > — que nous
allons décrire — est vrai. Appelons (@ wD(V))b I’ensemble des suites bornées pour la
topologie faible v = (vg, vy, - ) d’éléments de D(V), telles que ¥ (v;41) = v;. On choisit
un caractere 7 de Q) et on munit OLH@D D(V))® d’une action du groupe B2(Q,) = (§7%)

de la maniere suivante :

((g 2‘) *U),- = (@) <((1) 0) *“)i =7, (v:), olt x(7a) = a;
(((1) ISJ) *U)i = vij = ¢ (v); (((1) ) *U>i = (14 X)"0;.

Q

— W
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L’isomorphisme de Colmez est alors le fait que les semi-simplifiées des restrictions a
B2(Q,) de B(V)* et de (1£1¢ D(V))? sont isomorphes (pour un choix approprié du ca-
ractere central n). Dans ce court chapitre, nous allons voir ce qui est connu pour les
représentations cristabellines (qui sont triangulines de maniére plus ou moins évidente)
et pour les représentations modulo p. Le cas des représentations triangulines non crista-
bellines a été traité par Colmez (cf. [Col04b, Col05a]).

4.2. Représentations cristabellines de dimension 2

Soient k > 2 et a # [ deux caracteres localement constants o, 8 : Q — L™, qui
vérifient —(k — 1) < val(a(p)) < val(B(p)) < 0 et val(a(p)) + val(B(p)) = —(k — 1) et qui
sont triviaux sur 1+ p"Z, pour un n > 1. On pose a, = a(p)~* et B, = B(p)*, ce qui fait
que ay, et 3, appartiennent a 'idéal maximal de Or. On note D(a, 3) le (¢, Gq,)-module
filtré défini par D(«a, f) = L - e, @ L - eg ou (ici G(-) est une somme de Gauss) :

p(ea) :O‘;:lea ot si alors - glea) = a(x(g))ea
{w(eﬁ) =B, "es tetg €l alors: {9(65) = B(x(9))es

et
L, ®p D(a, B) sit< —(k—1);
Fil'(L, ®1, D(a, B)) = { Ly, - (ea + G(Ba™") -e5) si —(k—2) <i<0;
0 sii> 1.

Soit V' la représentation cristabelline de Gq, telle que Deis(V') = D(a, 3). En utilisant le
module de Wach N(V'), on montre le résultat ci-dessous (cf. [BB06]) qui est I'ingrédient

technique principal pour montrer 'isomorphisme de Colmez pour V.

Théoréme 4.2.1. — Si (Wan)n>0 €t (Wgn)ns0 sont deux suites d’éléments de Z, alors
la suite (Won ® €4 + Wan @ €8)n>0 € 1'&19% ®r Denis(V') appartient a (1£1¢ D(V))b si et
seulement si :
(1) pour tout n = 0, w,, est d’ordre val(ay,) et wa, est d’ordre val(B,), et les deuz
suites (|| Wan||vaiiay))nz0 €t ([[wanllvai(s,))nz0 sont bornées ;
(11) pour tout m = m(V), et pour tout n = 0, on a ¢ ™ (Wan @ €n + Wsn @
eg) € Fil’(L,,[t] ®1 Deis(V)), ¢’est-a-dire O (Wam)oy — G(aﬁ_l)gp‘m(wﬁm)@” S
1L

(i1i) pour tout n =0, on a Y(Wamni1) = @) " Wan et P(Wani1) = B, Wan.

b & un espace de mesures sur P1(Q,) et

Ce théoreme permet d’identifier (@ “ D(V))
ensuite a B(V)*. Le corollaire principal de I'isomorphisme de Colmez est que B(V) est

non-nul, topologiquement irréductible et admissible (cf. [BB06]).
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4.3. La correspondance modulo p

On note w la réduction modulo p du caracere cyclotomique y, et pour y € k' on note
ty le caractére non-ramifi¢ de Gq, qui envoie Frob,, ! (c’est-a-dire l'inverse du frobenius
arithmétique) sur y. On normalise le corps de classes pour que p € Q, s’envoie sur Frob, !
ce qui permet de voir y, comme le caractere non-ramifi¢ de Q) qui envoie p sur y. On
note enfin wy le caractére fondamental de Serre de niveau 2. Si r € {0,...,p — 1} et si
n:Q,y — k} est un caractere continu, que l'on identifie a un caractere continu de Gq,
via le corps de classes, soit p(r,n) I'unique représentation irréductible de Gq, dont la
restriction & l'inertie est (wj™ @ u)g(rH)) ®n et dont le déterminant est w"™'n?. On pose
par ailleurs :

- 1GL2(Qp) r1.2
deL2(Zp)Q; Sym"k;

T— A\

m(r, A, x) = ® (x o det),

ott A € F, et T est un certain opérateur de Hecke. Le premier théoréme (cf. [Ber05b])
est que l'isomorphisme de Colmez est vérifié pour les kp-représentations de dimension 2
de Gq, (ici [p—3 —r] est 'unique entier appartenant a {0,...,p—2} et qui est congruent
ap—3—rmodulop—1).

Théoréme 4.3.1. — Si V. = p(r,n), alors (I&Hw D(V)) = =(r,0,n) et si V =

(/,,L)\CL)T+1

3—r], AL wtn) sont isomorphes.

@ puy-1) @ n, alors les semi-simplifices de (T&nwD(V))b et de w(r,\,n) & 7([p —

Une conséquence immédiate de ce théoreme est que les deux correspondances définies
par Breuil en caractéristisque 0 (dans [Bre03b]) et en caractéristique p (dans [Bre03a])
sont compatibles. Le fait que I’on puisse construire les représentations m(r, A\, ) a partir de
(p, T')-modules permet d’étudier leur restriction au Borel et on trouve les deux théorémes
ci-dessous (cf. [Ber05b)).

Théoréme 4.3.2. — Si Il est une kp-représentation lisse irréductible de GL2(Q,) ad-

mettant un caractére central, alors :

(1) si IT est un caractére, ou la spéciale, ou supersinguliere, alors sa restriction d

B2(Q,) est toujours irréductible ;

(2) si II est une série principale, alors sa restriction a By(Q,) est une extension du

caractere induisant x1 ® X2 par une représentation irréductible Indgiﬁé?)p)(Xl ® X2)o-

Théoréme 4.3.3. — Si Il et 11y sont deux kp-représentations lisses semi-simples et
de longueur finie de GLy(Q,) (dont les composantes irréductibles admettent un caractére
central) et dont les semi-simplifications des restrictions a Bo(Q,) sont isomorphes, alors

II; et Il sont déja isomorphes en tant que représentations de GLa(Q,).
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Ces résultats ont été récemment retrouvés et étendus par Vignéras (cf. [Vig06]) et

Paskunas (cf. [Pas06]) sans passer par la théorie des (¢, I')-modules.
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