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INTRODUCTION

Afin d’étudier les représentations p-adiques du groupe de Galois d’un corps local, Fon-

taine a introduit plusieurs outils qui se sont révélés très utiles. Parmi ces outils, figurent

la théorie de Hodge p-adique (le corps BdR et ses sous-anneaux) et la théorie des (ϕ,Γ)-

modules. Ces deux théories sont en fait étroitement reliées, et l’explicitation de ces liens

a permis de résoudre certains des problèmes fondamentaux de la théorie. L’objet de ce

mémoire est de donner un panorama des résultats que j’ai démontrés dans cette direction

ainsi que (dans la plupart des cas) une explication de leur démonstration.

On commence par quelques rappels sur la théorie de Hodge p-adique et sur les (ϕ,Γ)-

modules, puis sur la manière de relier ces deux mondes (éléments surconvergents). Comme

corollaires des idées introduites, on montre le théorème de monodromie p-adique ainsi que

le théorème d’admissibilité de Colmez-Fontaine. Dans le deuxième chapitre, on explique

comment les résultats du chapitre précédent permettent de donner des � formules expli-

cites � pour l’exponentielle de Bloch-Kato et sa duale. Comme corollaires, on donne une

construction de l’exponentielle de Perrin-Riou via les (ϕ,Γ)-modules, ainsi que le calcul

des � normes universelles � pour une représentation de de Rham. Dans le troisième cha-

pitre, on donne une autre application des résultats du premier, cette fois-ci à la théorie

des (ϕ,Γ)-modules. On montre que les (ϕ,Γ)-modules des représentations cristallines

sont particulièrement sympathiques : c’est la théorie des modules de Wach. Comme ap-

plication, on montre qu’une limite de sous-quotients de représentations cristallines (à

poids bornés) est elle-même cristalline. Ensuite, on calcule la réduction modulo p de cer-

taines représentations locales associées aux formes modulaires. Enfin, on explique com-

ment la théorie des modules de Wach permet de montrer une conjecture de Perrin-Riou

sur l’intégralité de son exponentielle. Dans le dernier chapitre, on mentionne brièvement

le programme de Langlands p-adique de Breuil et deux types de résultats obtenus (en

caractéristique nulle, pour les représentations cristabellines, et en caractéristique p).





CHAPITRE 1

THÉORIE DE HODGE p-ADIQUE ET
(ϕ,Γ)-MODULES

L’objet de ce chapitre est de donner quelques rappels sur la théorie de Hodge p-adique

et sur les (ϕ,Γ)-modules, puis d’expliquer comment ces deux théories sont reliées. Nous

verrons notamment comment on peut utiliser ces résultats pour montrer le théorème de

monodromie p-adique ainsi que le théorème de Colmez-Fontaine.

1.1. Théorie de Hodge p-adique

Soit p un nombre premier, K une extension finie de Qp et GK = Gal(Qp/K). Une

représentation p-adique de GK est un Qp-espace vectoriel V de dimension finie d, muni

d’une action linéaire et continue de GK . La principale stratégie (due à Fontaine, voir

par exemple [Fon94b]) pour étudier les représentations p-adiques de GK est de cons-

truire des anneaux de périodes p-adiques, c’est-à-dire des Qp-algèbres topologiques B

munies d’une action de GK et de structures supplémentaires de telle manière que si V

est une représentation p-adique, alors DB(V ) = (B ⊗Qp V )GK est un BGK -module qui

hérite de ces structures, et que le foncteur qui à V associe DB(V ) fournisse des invariants

intéressants de V . On dit qu’une représentation p-adique V de GK est B-admissible si on

a B ⊗Qp V ' Bd en tant que B[GK ]-modules.

Fontaine a construit un certain nombre d’anneaux de périodes p-adiques, dont Bcris,

Bst et BdR. L’anneau Bcris est muni d’un frobenius ϕ, l’anneau Bst ⊃ Bcris est muni

d’un frobenius ϕ et d’un opérateur de monodromie N tel que Bcris = BN=0
st , et enfin

l’anneau BdR est un corps muni d’une filtration {FiliBdR}i∈Z. De plus, si l’on pose K0 =

K ∩Qnr
p , alors K0 ⊂ Bst et on a une application naturelle injective K ⊗K0 Bst → BdR.

Les représentations admissibles pour ces anneaux sont dites cristallines, semistables ou

de de Rham. Les foncteurs DB(·) correspondants sont notés Dcris(·), Dst(·) et DdR(·).
Etant données les structures dont sont munies ces anneaux, on voit que si V est une

représentation p-adique, alors Dcris(V ) est un ϕ-module filtré sur K, Dst(V ) est un (ϕ,N)-

module filtré sur K et DdR(V ) est un K-espace vectoriel filtré.
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Les anneaux Bcris, Bst et BdR sont d’ailleurs reliés à la géométrie arithmétique comme

le montre le théorème de Tsuji (voir [Tsj99, Tsj02], c’est l’ancienne conjecture Cst de

Fontaine-Jannsen) : si X est un schéma propre sur K qui a réduction semistable, m > 0

et V = Hm
et (XK ,Qp), alors V est semi-stable et Dst(V ) ' Hm

log−cris(X).

Si D est un (ϕ,N)-module filtré sur K, rappelons que l’on dit que D est admissible

si tH(D) = tN(D) et si pour tout sous-objet D′ ⊂ D, on a tH(D′) 6 tN(D′). On peut

montrer que si V est une représentation semistable, alors Dst(V ) est un (ϕ,N)-module

filtré admissible, et la réciproque de cette affirmation est le théorème de Colmez-Fontaine

(cf. [CF00]) rappelé ci-dessous.

Théorème 1.1.1. — Si D est un (ϕ,N)-module filtré admissible, alors il existe une

représentation semistable V telle que Dst(V ) ' D.

Nous verrons plus loin comment on peut démontrer ce théorème en utilisant des résultat

de Kedlaya concernant les ϕ-modules sur l’anneau de Robba (cf. §1.5). Un autre résultat

important sur lequel nous reviendons est le théorème de monodromie p-adique. Rappelons

que l’on dit qu’une représentation V de GK est potentiellement semistable s’il existe une

extension finie L de K telle que la restriction de V à GL est semistable. On a alors le

théorème suivant (cf. [Ber02] et [And02b, Ked04, Meb01]).

Théorème 1.1.2. — Si V est une représentation de de Rham, alors V est potentielle-

ment semistable.

1.2. Les (ϕ,Γ)-modules

Comme le montre le théorème de Tsuji rappelé au paragraphe 1.1, la théorie de Hodge

p-adique se prête bien à l’étude des représentations d’origine géométrique. Pour les autres,

il faut introduire un outil plus flexible : la théorie des (ϕ,Γ)-modules. C’est ce qu’a fait

Fontaine dans [Fon90]. Pour simplifier les notations, nous allons rappeler cette théorie

pour les représentations de GK avec K = Qp.

Si n > 1, soit Kn = Qp(ζpn), soit HK = Gal(Qp/K∞) et soit Γ = Gal(K∞/Qp) qui

est isomorphe à Z×p via le caractère cyclotomique γ 7→ χ(γ). Soit E le corps des séries

formelles f(X) =
∑

i∈Z aiX
i avec ai ∈ Qp et telles que {ai}i∈Z est borné et ai → 0 quand

i→ −∞. On note OE l’anneau des entiers de E pour la topologie p-adique. Remarquons

que OE /p ' Fp((X)). Le corps E est muni d’un frobenius ϕ : f(X) 7→ f((1 +X)p − 1) et

d’une action de Γ donnée par la formule γ : f(X) 7→ f((1 +X)χ(γ) − 1).

Un (ϕ,Γ)-module sur E est un E -espace vectoriel D de dimension finie d muni d’un

frobenius ϕ semi-linéaire tel que ϕ∗(D) = D et d’une action continue de Γ par des
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applications semi-linéaires commutant à ϕ. On dit qu’un (ϕ,Γ)-module D sur E est étale

s’il en existe une base dans laquelle Mat(ϕ) ∈ GLd(OE ).

Fontaine a construit dans [Fon90] un anneau B muni d’un frobenius ϕ et d’une action

de GQp qui est tel que Bϕ=1 = Qp et BHQp = E , et il a montré le théorème ci-dessous.

Théorème 1.2.1. — Le foncteur qui à une représentation V associe le (ϕ,Γ)-module

D(V ) = (B⊗QpV )HQp est une équivalence de catégories de la catégorie des représentations

de GQp vers la catégorie des (ϕ,Γ)-modules étales sur E .

L’inverse de ce foncteur est donné par la formule D 7→ (B⊗E D)ϕ=1.

On peut donc en principe retrouver tous les invariants associés à une représentation V

à partir de son (ϕ,Γ)-module D(V ). La réalisation de cela est le thème principal de ce

mémoire : comment faire le lien entre la théorie des (ϕ,Γ)-modules et la théorie de Hodge

p-adique.

Notons que le théorème 1.2.1 ci-dessus est très flexible, et que l’on a de même des

équivalences entre Zp-représentations et (ϕ,Γ)-modules étales sur OE et en particulier

entre Fp-représentations et (ϕ,Γ)-modules sur Fp((X)).

1.3. Eléments surconvergents

La première étape pour faire le lien entre la théorie des (ϕ,Γ)-modules et la théorie de

Hodge p-adique est de faire le lien entre l’anneau de périodes B et l’anneau de périodes

BdR. Tout élément x ∈ B peut s’écrire x =
∑

i�−∞ p
i[xi] avec xi appartenant à un

certain anneau Ẽ et on note (comme dans [CC98]) B† l’ensemble des x ∈ B tels qu’il

existe n > 0 ayant la propriété que la série
∑

i�−∞ p
i[x

1/pn

i ] converge dans BdR. Ceci

fait de B† un sous-corps de B, qui y est dense pour la topologie p-adique. On a toujours

(B†)ϕ=1 = Qp mais (B†)HQp = E † où E † est l’ensemble des séries formelles f(X) ∈ E

ayant la propriété qu’il existe r < 1 tel que f(X) converge sur la couronne {r 6 |X|p < 1}.
On définit comme au paragraphe précédent la notion de (ϕ,Γ)-module sur E † et on a

alors le théorème ci-dessous, dû à Cherbonnier et Colmez (cf. [CC98]).

Théorème 1.3.1. — Le foncteur D† 7→ E ⊗E † D† est une équivalence de catégories de

la catégorie des (ϕ,Γ)-modules étales sur E † vers la catégorie des (ϕ,Γ)-modules étales

sur E .

En particulier, si V est une représentation p-adique, alors on peut lui associer D†(V )

et on montre que l’on a alors D†(V ) = (B† ⊗Qp V )HQp .



14 CHAPITRE 1. THÉORIE DE HODGE p-ADIQUE ET (ϕ,Γ)-MODULES

1.4. Des (ϕ,Γ)-modules à la théorie de Hodge p-adique

Soit R l’anneau des séries formelles f(X) =
∑

i∈Z aiX
i avec ai ∈ Qp ayant la propriété

qu’il existe r < 1 tel que f(X) converge sur la couronne {r 6 |X|p < 1}, ce qui fait

que E † s’identifie au sous-anneau de R formé des séries à coefficients bornés. L’anneau

R est appelé � l’anneau de Robba �. Par exemple, t = log(1 + X) ∈ R. Posons aussi

B̃+
rig = ∩j>0ϕ

j(B+
cris) ; on montre sans mal que si V est une représentation de GK , alors

en fait Dcris(V ) = (B̃+
rig[1/t] ⊗Qp V )GK . Afin de récupérer Dcris(V ) et Dst(V ) à partir de

D†(V ), on construit un anneau B̃†rig qui contient B†, R et B̃+
rig. En particulier, les deux

objets R[1/t]⊗E † D†(V ) et Dcris(V ), qui n’ont a priori rien à voir entre eux, vivent tous

les deux dans B̃†rig[1/t]⊗Qp V et on a le théorème ci-dessous (cf. [Ber02]) qui est valable

quel que soit K, quitte à étendre la définition de E † et R.

Théorème 1.4.1. — Si V est une représentation de GK, alors Dcris(V ) = (R[1/t]⊗E †

D†(V ))ΓK et Dst(V ) = (R[log(X), 1/t]⊗E † D†(V ))ΓK .

Si de plus V est cristalline, alors R[1/t]⊗K0 Dcris(V ) = R[1/t]⊗E † D†(V ) et si V est

semistable, alors R[log(X), 1/t]⊗K0 Dst(V ) = R[log(X), 1/t]⊗E † D†(V ).

La caractérisation des représentations de de Rham est plus délicate, et en utilisant les

résultats de Fontaine sur les B+
dR-représentations (voir [Fon04a]), on trouve le théorème

ci-dessous (cf. [Ber02]), où l’on a posé ∇V = log(γ)/ logp(χ(γ)) (c’est l’opérateur qui

donne l’action de l’algèbre de Lie de ΓK sur R[1/t]⊗E † D†(V )).

Théorème 1.4.2. — Si V est une représentation de GK, alors V est de de Rham si et

seulement s’il existe un R-module libre NdR(V ) ⊂ R[1/t] ⊗E † D†(V ), tel que R[1/t] ⊗R

NdR(V ) = R[1/t]⊗E † D†(V ) et tel que ∇V (NdR(V )) ⊂ t · NdR(V ).

Si V est de de Rham, on montre alors que NdR(V ) est aussi stable par ϕ et que l’on a

ϕ∗(NdR(V )) = NdR(V ). Par exemple, si V est cristalline, alors NdR(V ) = R ⊗K0 Dcris(V )

et si V est semistable, alors NdR(V ) = (R[log(X)]⊗K0 Dst(V ))N=0.

Les deux théorèmes ci-dessus sont à la base de la démonstration du théorème de mono-

dromie p-adique, et de la démonstration du théorème de Colmez-Fontaine via les (ϕ,Γ)-

modules. Ces démonstrations sont expliquées dans les trois paragraphes suivants.

1.5. La théorie de Kedlaya pour les ϕ-modules sur R

Un ϕ-module sur R est un R-module M libre de rang fini, muni d’un frobenius ϕ

semi-linéaire et tel que ϕ∗(M) = M . On dit qu’un tel objet est isocline de pente s = n/q

si et seulement si on peut écrire M = R ⊗E † M
† où M † est un ϕ-module sur E † qui a

une base dans laquelle Mat(p−nϕq) ∈ GLd(O
†
E ). Le ϕ-module M † (et la pente !) sont alors
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déterminés par M . Par exemple, M est isocline de pente 0 si et seulement si M † est étale.

Le théorème ci-dessous est dû à Kedlaya (cf. [Ked04]).

Théorème 1.5.1. — Si M est un ϕ-module sur R, alors il existe une unique filtration

0 = M0 ⊂M1 ⊂ · · · ⊂M` = M par des sous-ϕ-modules saturés, telle que :

(1) pour tout 1 6 i 6 `, le quotient Mi/Mi−1 est isocline ;

(2) si l’on appelle si la pente de Mi/Mi−1, alors s1 < s2 < · · · < s`.

Il faut prendre garde au fait qu’un ϕ-module isocline de pente s peut très bien avoir

des sous-objets saturés de pente > s ; ce n’est que la filtration par les pentes croissantes

qui est canonique.

Remarquons pour terminer ce paragraphe que les pentes se comportent comme on le

pense vis-à-vis des opérations ⊕, ⊗, ∧, etc.

1.6. Equations différentielles et monodromie p-adique

Une équation différentielle p-adique est un R-module M , libre de rang fini, muni d’un

opérateur différentiel ∂M : M →M . On dit que M est munie d’une structure de frobenius

s’il existe ϕ : M → M qui est compatible avec ∂M . On appelle extension étale de R un

anneau R ′ de la forme R ′ = R ⊗E † (B†)HK où K est une extension finie de Qp. Enfin,

étant donnée une équation différentielle M , on dit que M est :

– triviale, si M = R ⊗M∂M=0 ;

– unipotente, si R[log(X)]⊗M = R[log(X)]⊗ (R[log(X)]⊗M)∂M=0, ce qui revient

à dire que M est extension successive d’équations triviales ;

– potentiellement triviale ou unipotente s’il existe une extension étale R ′ de R telle

que R ′ ⊗R M est triviale ou unipotente.

Le théorème ci-dessous a été démontré indépendamment par André, Kedlaya et Meb-

khout (cf. [And02b, Ked04, Meb01]).

Théorème 1.6.1. — Si M est une équation différentielle p-adique munie d’une struc-

ture de frobenius, alors M est potentiellement unipotente.

Tsuzuki avait montré dans [Tsu98b] que si M est isocline, alors M est potentiellement

triviale. Dès lors, il suffit de montrer que la filtration par les pentes de M est compatible

à ∂M : c’est ce que fait Kedlaya.

Comme corollaire de ce théorème, on trouve le théorème de monodromie pour les

représentations p-adiques (théorème 1.1.2). En effet, si V est de de Rham, alors on peut

lui associer, par le théorème 1.4.2, une équation différentielle p-adique NdR(V ) (avec

∂V = t−1∇V ) qui est ⊂ R[1/t]⊗E † D†(V ) et qui est munie d’une structure de frobenius.
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Elle est potentiellement unipotente, ce qui revient à dire qu’il existe une extension finie L

de K telle que si l’on note R ′ l’extension étale de R correspondante, alors (R ′[log(X)]⊗R

NdR(V ))∂V =0 est de dimension d. On peut alors appliquer le théorème 1.4.1 qui entrâıne

que la restriction de V à Ln est semistable pour n� 0.

1.7. Construction de (ϕ,Γ)-modules et admissibilité

Dans le paragraphe précédent, on a vu comment le théorème de filtration par les pentes

de Kedlaya implique le théorème de monodromie p-adique. Dans ce paragraphe, nous

allons voir qu’il implique aussi le théorème de Colmez-Fontaine. La première étape est la

construction de (ϕ,Γ)-modules sur R à partir de (ϕ,N)-modules filtrés. Encore une fois,

on se place dans la situation K = Qp pour simplifier les notations mais les résultats sont

valables en général.

Si D est un (ϕ,N)-module filtré, soit N = (R[log(X)]⊗K0 D)N=0. Rappelons que pour

n > 0, il existe des applications ιn : f(X) 7→ f(ζpn exp(t/pn) − 1), définies sur les sous-

ensembles de R où la formule converge, et à valeurs dans Fn[[t]]. On pose M(D) = {y ∈
N[1/t] tels que ιn(y) ∈ Fil0(Fn[[t]] ⊗Qp D) pour tout n pour lequel ιn est définie}. On

montre alors que M(D) est un (ϕ,Γ)-module sur R, de rang d, et que :

R[log(X), 1/t]⊗R M(D) = R[log(X), 1/t]⊗K0 D,

ce qui entrâıne en particulier que l’action de Lie(ΓK) sur M(D)[1/t] est unipotente. On

peut étendre la construction D 7→ M(D) au cas des (ϕ,N,GK)-modules filtrés, et on a

alors le théorème ci-dessous (cf. [Ber04c]).

Théorème 1.7.1. — Le foncteur D 7→ M(D) de la catégorie des (ϕ,N,GK)-modules

filtrés, dans la catégorie des (ϕ,Γ)-modules M sur R tels que l’action de Lie(ΓK) sur

M [1/t] est potentiellement unipotente, est une équivalence de catégories.

Pour construire l’inverse de ce foncteur, il faut vérifier que si l’on se donne un M comme

ci-dessus, alors il existe D tel que M = M(D). Par hypothèse, il existe un (ϕ,N,GK)-

module filtré D tel que :

R[log(X), 1/t]⊗R M = R[log(X), 1/t]⊗K0 D,

et il faut voir que M détermine une filtration sur D telle que M ' M(D). Cette fil-

tration provient des diviseurs élémentaires de l’inclusion généralisée R[log(X)] ⊗M ⊂
R[log(X)]⊗D.

La question se pose alors de déterminer les pentes (au sens du théorème 1.5.1) de M(D)

en fonction de D. Si D est de dimension 1, alors on vérifie facilement que la pente de

M(D) vaut tN(D)− tH(D) et on en déduit le théorème ci-dessous (cf. [Ber04c]).
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Théorème 1.7.2. — Si D est un (ϕ,N,GK)-module filtré, alors D est admissible si et

seulement si M(D) est isocline de pente 0.

Nous pouvons maintenant donner la démonstration du théorème 1.1.1 : si D est un

(ϕ,N)-module filtré admissible, alors par le théorème 1.7.2 ci-dessus, le (ϕ,Γ)-module

M(D) est étale et il lui correspond donc une représentation p-adique V . Il reste alors à

vérifier que V est semistable et que Dst(V ) = D.





CHAPITRE 2

FORMULES EXPLICITES POUR LES
APPLICATIONS � EXPONENTIELLES �

L’objet de ce chapitre est de montrer comment on peut utiliser les résultats du cha-

pitre précédent pour obtenir des descriptions explicites de l’exponentielle de Bloch-Kato

et de sa duale. On commence par en rappeler les définitions puis par expliquer com-

ment calculer la cohomologie galoisienne d’une représentation p-adique à partir de son

(ϕ,Γ)-module. Les formules explicites proprement dites sont données au paragraphe 2.3

et comme application de ces formules, on donne une construction de l’exponentielle de

Perrin-Riou via les (ϕ,Γ)-modules au paragraphe 2.4. Le dernier paragraphe contient une

application au calcul des normes universelles.

2.1. La suite exacte fondamentale et l’exponentielle de Bloch-Kato

Les anneaux Bcris et BdR sont reliés par l’inclusion Bcris ⊂ BdR mais aussi par la � suite

exacte fondamentale � :

0→ Qp → Bϕ=1
cris → BdR/B

+
dR → 0.

Si V est une représentation de GK , on peut tensoriser cette suite exacte fondamentale par

V et prendre les invariants sous l’action de GK . L’application de connexion (BdR/B
+
dR⊗Qp

V )GK → H1(K,V ) s’appelle l’exponentielle de Bloch-Kato (cf. [BK90]) et on la note

expK,V . Si l’on suppose que V est de de Rham (ce que nous faisons dans le reste de

ce paragraphe), alors (BdR/B
+
dR ⊗Qp V )GK ' DdR(V )/Fil0DdR(V ) et on obtient donc

l’application expK,V : DdR(V )→ H1(K,V ). Son noyau contient Fil0DdR(V ) et son image

est le noyau de l’application H1(K,V )→ H1(K,Bϕ=1
cris ⊗QpV ), que l’on appelle H1

e (K,V ).

On appelle de manière analogue H1
f (K,V ) et H1

g (K,V ) les noyaux des applications de

H1(K,V ) dans H1(K,Bcris ⊗Qp V ) et H1(K,BdR ⊗Qp V ).

Si G est un groupe de Lie formel de hauteur finie sur OK , et si V = Qp⊗ZpT où T est le

module de Tate de G, alors V est de de Rham et DdR(V )/Fil0DdR(V ) s’identifie à l’espace
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tangent tan(G(K)) de G(K). On a alors un diagramme commutatif (cf. [BK90]) :

tan(G(K))
expG−−−→ Q⊗Z G(OK)

=

y δG

y
DdR(V )/Fil0DdR(V )

expK,V−−−−→ H1(K,V ),

où δG est l’application de Kummer, l’exponentielle expG est l’exponentielle habituelle, et

l’exponentielle expK,V est celle de Bloch-Kato, ce qui motive la terminologie � exponen-

tielle �.

Le cup-produit ∪ : H1(K,V ) ×H1(K,V ∗(1)) → H2(K,Qp(1)) ' Qp définit une dua-

lité parfaite, que l’on peut utiliser (en dualisant deux fois) pour définir l’exponentielle

duale de Bloch-Kato exp∗K,V ∗(1) : H1(K,V )→ Fil0DdR(V ). Kato a donné dans [Kat93a]

une formule très commode pour exp∗K,V ∗(1), que nous rappelons à présent. L’application

x 7→ [g 7→ log(χ(g))x] est un isomorphisme de DdR(V ) dans H1(K,BdR ⊗Qp V ) et l’ex-

ponentielle duale exp∗K,V ∗(1) : H1(K,V )→ DdR(V ) est la composée de l’application natu-

relle H1(K,V )→ H1(K,BdR ⊗Qp V ) avec l’inverse de cet isomorphisme. En particulier,

le noyau de exp∗K,V ∗(1) est H1
g (K,V ).

2.2. Cohomologie galoisienne et (ϕ,Γ)-modules

Nous rappelons dans ce paragraphe certains des résultats de Herr (ceux de [Her98]) : le

calcul de la cohomologie d’une représentation V à partir de son (ϕ,Γ)-module D†(V ). On

suppose que le groupe Γ est procyclique (c’est presque toujours le cas) et on en note γ un

générateur topologique. On montre facilement que la cohomologie du complexe suivant :

0→ D†(V )
x 7→−−−−−−−−−→

((ϕ−1)x,(γ−1)x)
D†(V )⊕D†(V )

(x,y) 7→−−−−−−−−−→
(γ−1)x−(ϕ−1)y

D†(V )→ 0

s’identifie fonctoriellement à celle V (il suffit essentiellement de vérifier que le H0 du

complexe est ' H0(K,V )). Ceci donne un moyen de construire des cocyles à partir

de D†(V ), mais dans les applications il est plus commode de remplacer le complexe ci-

dessus par un autre, où ϕ est remplacé par un certain opérateur ψ, dont nous donnons à

présent la définition : comme E † est un ϕ(E †)-espace vectoriel de dimension p, engendré

par (1 + X)0, (1 + X)1, · · · , (1 + X)p−1, on a D†(V ) = ⊕p−1
i=0 (1 + X)iϕ(D†(V )) ce qui

fait que si y ∈ D†(V ), alors il existe y0, · · · , yp−1 uniquement déterminés tels que y =∑p−1
i=0 (1 + X)iϕ(yi). On pose alors ψ(y) = y0 et on vérifie que ψ : D†(V ) → D†(V )

commute à Γ. En utilisant le fait (cf. [CC98]) que 1 − γ : D†(V )ψ=0 → D†(V )ψ=0 est

bijectif, on montre que le complexe :

0→ D†(V )
x 7→−−−−−−−−−→

((ψ−1)x,(γ−1)x)
D†(V )⊕D†(V )

(x,y)7→−−−−−−−−−→
(γ−1)x−(ψ−1)y

D†(V )→ 0
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est quasi-isomorphe au précédent. Ceci nous permet de construire des cocyles dans le

H1(K,V ) à partir d’éléments de D†(V )ψ=1 (c’est la construction de [CC99]). Si x ∈ Z×p ,

notons log0
p(x) = logp(x)/pv où v = val(logp(x)). Si y ∈ D†(V )ψ=1, alors on montre qu’il

existe b ∈ B† ⊗Qp V tel que (γ − 1)(ϕ− 1)b = (ϕ− 1)y et la formule :

h1
K,V (y) = log0

p(χ(γ))

[
σ 7→ σ − 1

γ − 1
y − (σ − 1)b

]
définit une application h1

K,V : D†(V )ψ=1 → H1(K,V ) qui ne dépend pas du choix de γ et

dont le noyau est (1− γ)D†(V )ψ=1. On montre par ailleurs que l’application h1
K,V s’étend

à (R ⊗E † D†(V ))ψ=1 (cf. [Ber03]).

Rappelons que la cohomologie d’Iwasawa de V est définie par H1
Iw(K,V ) = Qp ⊗Zp

H1
Iw(K,T ) où T est un réseau de V stable par GK et H1

Iw(K,T ) = lim←−nH
1(Kn, T ) est

la limite projective pour les applications � corestriction �. On voit facilement que l’on a

corKn+1/Kn ◦h1
Kn+1,V

= h1
Kn,V

et donc que l’on a une application D†(V )ψ=1 → H1
Iw(K,V ).

Le théorème ci-dessous est dû à Fontaine (non-publié ; une démonstration en est donnée

dans [CC99]).

Théorème 2.2.1. — L’application D†(V )ψ=1 → H1
Iw(K,V ) définie ci-dessus est un iso-

morphisme. On a aussi un isomorphisme naturel D†(V )/(ψ − 1) ' H2
Iw(K,V ).

2.3. Formules explicites pour exp et exp∗

Dans ce paragraphe, nous donnons des formules explicites pour l’exponentielle de

Bloch-Kato et pour sa duale. On suppose à partir de maintenant que K = Qp (mais

les formules que l’on donne sont valides pour une extension non-ramifiée K de Qp si l’on

remplace R et ses sous-anneaux par les anneaux appropriés).

Si y ∈ Kn((t)) ⊗K Dcris(V ), alors on appelle ∂V (y) ∈ Kn ⊗K Dcris(V ) le coefficient de

t0. Ensuite, si i ∈ Z, alors on appelle ∇i l’opérateur donné par log(γ)/ logp(χ(γ)) − i.

Il ne dépend pas du choix de γ suffisamment petit et agit sur R par ∇i : f(X) 7→
log(1 +X)(1 +X)df/dX − if(X) ce qui fait que si i > 1, alors ∇i−1 ◦ · · ·∇0(R) ⊂ tiR.

Enfin, on note R+ l’anneau des séries f(X) =
∑
aiX

i ∈ R telles que ai = 0 pour i 6 −1,

ce qui fait que R+ est l’anneau des fonctions holomorphes sur le disque unité. On a les

formules suivantes pour l’exponentielle de Bloch-Kato (cf. [Ber03]).

Théorème 2.3.1. — Si V est une représentation cristalline de GK, si h > 1 est tel que

Fil−hDcris(V ) = Dcris(V ) et si y ∈ (R+ ⊗K Dcris(V ))ψ=1, alors :

h1
Kn,V (∇h−1 ◦ · · · ◦ ∇0(y)) = (−1)h−1(h− 1)!

{
expKn,V (p−n∂V (ϕ−n(y))) si n > 1,

expK,V ((1− p−1ϕ−1)∂V (y)) si n = 0.
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On a aussi les formules ci-dessous pour l’exponentielle duale de Bloch-Kato (cf. [Ber03],

mais c’est un cas particulier d’une formule de [CC99]).

Théorème 2.3.2. — Si V est une représentation cristalline, et si y ∈ (R⊗E †D
†(V ))ψ=1

est tel que y ∈ (R+[1/t]⊗K Dcris(V ))ψ=1), alors :

exp∗Kn,V ∗(1)(h
1
Kn,V (y)) =

{
p−n∂V (ϕ−n(y)) si n > 1,

(1− p−1ϕ−1)∂V (y) si n = 0.

Comme corollaire de ces deux théorèmes, on trouve les formules suivantes (cf. [Ber03] ;

ici ej est une base de Qp(j) et on s’arrange pour que ej ⊗ ek = ej+k).

Théorème 2.3.3. — Si V est une représentation cristalline, si h > 1 est tel que

Fil−hDcris(V ) = Dcris(V ) et si y ∈ (R+ ⊗K Dcris(V ))ψ=1, alors pour tout j ∈ Z tel que

h+ j > 1, on a :

h1
Kn,V (j)(∇h−1 ◦ · · · ◦ ∇0(y)⊗ ej) = (−1)h+j−1(h+ j − 1)!

×

{
expKn,V (j)(p

−n∂V (j)(ϕ
−n(∂−jy ⊗ t−jej))) si n > 1,

expK,V (j)((1− p−1ϕ−1)∂V (j)(∂
−jy ⊗ t−jej)) si n = 0,

tandis que si h+ j 6 0, alors on a :

exp∗Kn,V ∗(1−j)(h
1
Kn,V (j)(∇h−1 ◦ · · · ◦ ∇0(y)⊗ ej)) =

1

(−h− j)!

{
p−n∂V (j)(ϕ

−n(∂−jy ⊗ t−jej)) si n > 1,

(1− p−1ϕ−1)∂V (j)(∂
−jy ⊗ t−jej) si n = 0.

Remarquons que la notation � ∂−j � est un peu abusive si j > 1, car l’application ∂

n’est pas injective, mais on vérifie que cela ne crée pas de problème dans les formules

ci-dessus.

2.4. L’exponentielle de Perrin-Riou

L’application principale du théorème 2.3.3 est de donner une construction de l’expo-

nentielle de Perrin-Riou via les (ϕ,Γ)-modules. Commençons par rappeler la définition

de cette application � exponentielle de Perrin-Riou � (qui est construite dans [Per94b]).

Soit Λ = Zp[[Γ]] l’algèbre d’Iwasawa de Γ et H(Γ) = Qp[Γtors]⊗Qp H(Γ1) où H(Γ1) =

{f(γ1 − 1) avec γ1 ∈ Γ1 et f holomorphe sur le disque unité}. Pour tout k ∈ Z, on

définit une application ∆k : R+⊗K Dcris(V )→ Dcris(V )/(1− pkϕ)Dcris(V ) par la formule

∆k(f) = (∂kf)(0) mod (1− pkϕ)Dcris(V ). Si on écrit ∆ = ⊕k∈Z∆k, alors pour tout f ∈
(R+⊗KDcris(V ))∆=0, l’équation (1−ϕ)g(X) = f(X) a une solution dans R+⊗Qp Dcris(V )

et on en déduit une application Ξn,V : (R+⊗KDcris(V ))∆=0 → Kn⊗KDcris(V )/Dcris(V )ϕ=1

définie par f 7→ p−ngσ
−n

(ζpn − 1).
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Le résultat principal de Perrin-Riou est la construction, pour une représentation cris-

talline V de GK , d’une famille (indexée par h ∈ Z) d’applications :

ΩV,h : H(Γ)⊗Qp Dcris(V )→ H(Γ)⊗Λ H
1
Iw(K,V )/V HK ,

qui interpolent les exponentielles de Bloch-Kato. Plus précisément, si h, j � 0, alors le

diagramme :(
H(Γ)⊗Qp Dcris(V (j))

)∆=0 ΩV (j),h−−−−→ H(Γ)⊗Λ H
1
Iw(K,V (j))/V (j)HK

Ξn,V (j)

y prKn,V (j)

y
Kn ⊗K Dcris(V )

(h+j−1)!×−−−−−−→
expKn,V (j)

H1(Kn, V (j))

est commutatif.

L’application � transformée de Mellin inverse � f(γ) 7→ f(γ)·(1+X) permet d’identifier

H(Γ)⊗Qp Dcris(V ) avec (R+)ψ=0⊗K Dcris(V ) et l’isomorphisme du théorème 2.2.1 permet

d’identifier H(Γ) ⊗Λ H1
Iw(K,V ) et (R+ ⊗E + D†(V ))ψ=1 où E + = Qp ⊗Zp Zp[[X]]. En

utilisant le théorème 2.3.3, on montre alors le résultat ci-dessous (cf. [Ber03]).

Théorème 2.4.1. — Si V est une représentation cristalline de GK et si h > 1 est tel

que Fil−hDcris(V ) = Dcris(V ), alors l’application :

ΩV,h : ((R+)ψ=0 ⊗K Dcris(V ))∆=0 → (R+ ⊗E + D†(V ))ψ=1/V HK

qui à f ∈ ((R+)ψ=0 ⊗K Dcris(V ))∆=0 associe ∇h−1 ◦ · · · ◦ ∇0((1− ϕ)−1f) est bien définie

et cöıncide avec l’exponentielle de Perrin-Riou.

Ceci implique de manière plus ou moins immédiate la loi de reciprocité explicite conjec-

turée par Perrin-Riou et démontrée dans [Col98] par Colmez ; voir [Ber03] pour une

démonstration utilisant le théorème ci-dessus.

2.5. Représentations de de Rham et normes universelles

La dernière application des idées de ce chapitre est le calcul des normes universelles

d’une représentation de de Rham. Soit V une représentation de GK ; on a défini au

paragraphe 2.1 l’espace H1
g (K,V ) ⊂ H1(K,V ), et si l’on suppose que V est de de Rham

(ce que l’on fait à partir de maintenant), alors H1
g (K,V ) paramétrise les extensions de Qp

par V qui sont elles-mêmes de de Rham. Par construction de la cohomologie d’Iwasawa

de V , on a des applications prKn,V : H1
Iw(K,V ) → H1(Kn, V ) et l’ensemble H1

Iw(K,V )g

des � normes universelles � est l’ensemble des y ∈ H1
Iw(K,V ) tels que pour tout n > 0,

on ait prKn,V (y) ∈ H1
g (Kn, V ).
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Si Fil1V est la plus grande sous-représentation de V dont tous les poids de Hodge-Tate

sont > 1, alors Fil1V est de de Rham et on vérifie que H1
Iw(K,Fil1V )g = H1

Iw(K,Fil1V ).

Le théorème ci-dessous (cf. [Ber05a]) avait été conjecturé par Nekovář (cf. [Per00]).

Théorème 2.5.1. — Si V est une représentation de de Rham, alors H1
Iw(K,Fil1V ) ⊂

H1
Iw(K,V )g et le quotient est un Qp-espace vectoriel de dimension finie.

Nous allons maintenant expliquer la démonstration de ce théorème (qui est assez proche

de la démonstration proposée dans le cas cristallin par Perrin-Riou dans [Per00]). Par

dévissage, on se ramène à montrer que si k > 0 et si V est une représentation de de Rham

telle que Fil−kV = V et Fil1−kV = 0, alors H1
Iw(K,V )g est un Qp-espace vectoriel de

dimension finie. Soit NdR(V ) l’équation différentielle associée à V dans le théorème 1.4.2.

La composition de ⊗Qp(k) et de l’inclusion de D†(V (k)) dans NdR(V (k)) nous donnent

une application de D†(V ) dans NdR(V (k)) et par le théorème 2.3.2, on a un diagramme

commutatif :

H1
Iw(K,V )

∼−−−→ D†(V )ψ=1 −−−→ NdR(V (k))∥∥∥ yh1Kn,V

yf 7→∂kV (k)
f(ζpn−1)

H1
Iw(K,V )

prKn,V−−−−→ H1(Kn, V )
exp∗

Kn,V ∗(1)−−−−−−−→ Kn ⊗K DdR(V ).

Etant donné que H1
g (Kn, V ) est le noyau de exp∗Kn,V ∗(1), on déduit du diagramme ci-

dessus que si y ∈ D†(V )ψ=1, alors y provient de H1
Iw(K,V )g si et seulement si ∂kV (k)y ∈

t·NdR(V (k)) (puisqu’une fonction nulle en tous les ζpn−1 est divisible par log(1+X) = t).

Pour terminer la preuve, on montre que si l’on se donne un Γ-module D† sur E † et un

(∂,Γ)-module N sur R tels que D† ⊂ N , D† ∩ t · N = 0, et que si y ∈ D† est tel que

∂ky ∈ t · N , alors y est dans le sous-module de Qp ⊗Zp Λ-torsion de D† ; il s’agit d’une

variante du lemme de Wronski. Comme le sous-module de Qp⊗Zp Λ-torsion de H1
Iw(K,V )

est de dimension finie, on a terminé.



CHAPITRE 3

MODULES DE WACH

Dans tout ce chapitre, on suppose que K est une extension non ramifiée de Qp et on se

donne une représentation V de GK dont la restriction à Kn est cristalline pour un entier

n > 0. On dit qu’une telle représentation est cristabelline.

3.1. Modules de Wach des représentations cristabellines

Dans ce paragraphe, on explique comment les résultats du paragraphe 1.4 peuvent être

utilisés pour montrer que le (ϕ,Γ)-module d’une représentation cristabelline admet une

base dans laquelle les matrices de ϕ et de γ ∈ Γ sont très particulières : c’est la théorie

des modules de Wach. Pour simplifier les notations, on suppose que K = Qp.

Si V est une représentation cristabelline, alors on définit n(V ) = min{n > 0 tels que la

restriction de V à Kn est cristalline} et m(V ) = min{m > 1 tels qu’il existe un caractère

fini η de Γ tel que la restriction de V ⊗ η à Km est cristalline}.
Rappelons que pour n > 0, on pose Γn = Gal(K∞/Kn). Si j > 1, posons Qj(X) =

((1+X)p
j−1)/((1+X)p

j−1−1) ce qui fait que Qj(X) est le polynôme minimal de ζpj−1.

Rappelons par ailleurs que E + = K ⊗OK
OK [[X]].

Un module de Wach (effectif) est un (ϕ,Γ)-module N sur E + (c’est-à-dire un E +-

module libre de rang fini, muni d’un frobenius semi-linéaire et d’une action continue de

Γ par des applications semi-linéaires et commutant à ϕ), qui vérifie les trois conditions

suivantes :

(1) il existe n > 0 tel que Γn agit trivialement sur N/XN ;

(2) ϕ est étale, c’est-à-dire (par exemple) que E † ⊗E + N est un ϕ-module étale ;

(3) il existe m > 1 et t1, · · · , tm > 0 tels que (detϕ) = (Q1(X)t1 · · ·Qm(X)tm).

Si N est un module de Wach effectif, alors E †⊗E + N est un (ϕ,Γ)-module étale sur E †

et provient donc d’une représentation V = V (N). Le théorème ci-dessous (cf. [Ber04a,
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BB06]) donne quelques propriétés de cette représentation (rappelons que l’on dit qu’une

représentation de Hodge-Tate est effective si ses poids sont 6 0).

Théorème 3.1.1. — Si N est un module de Wach effectif, alors V = V (N) est une

représentation cristabelline effective, et toute représentation cristabelline effective s’ob-

tient ainsi.

Avant d’expliquer la démonstration de ce théorème, faisons quelques remarques :

– On peut prendre n = n(V ) et m = m(V ) dans les (1) et (3) de la définition

ci-dessus ;

– Le (ϕ,Gal(Kn/Qp))-module N/XN est naturellement isomorphe à Dcris(V ) ;

– Si de plus V est cristalline, alors on définit une filtration sur N par la formule

FiljN = {y ∈ N, ϕ(y) ∈ Q1(X)jN} et le ϕ-module filtré N/XN est isomorphe à

Dcris(V ) ;

– On a V (X · N) = V (−1) ce qui permet d’étendre naturellement la notion de

module de Wach et de représentation associée au cas non-effectif.

Passons maintenant à la démonstration du théorème. Le fait que V (N) est cristabelline

est dû à Wach (c’est l’un des principaux résultats de [Wac96]). On montre qu’il existe une

section Γ-équivariante de la projection R+⊗E +N → N/XN ce qui fait que (R+⊗E +N)Γn

est de dimension d = dimV et donc que (R[1/t]⊗E † D†(V ))Γn est aussi de dimension d,

ce qui implique par le théorème 1.4.1 que la restriction de V à Kn est cristalline. Le fait

que l’on ait en fait pas à inverser t implique par ailleurs que V est effective.

Pour montrer l’implication réciproque, il y a plusieurs étapes. La première est de mon-

trer qu’une représentation cristabelline est � de hauteur finie �, c’est-à-dire qu’il existe

un (ϕ,Γ)-module M sur E + tel que D†(V ) = E †⊗E +M . Ceci est démontré dans [Col99],

nous allons voir la démonstration qui se trouve dans [BB06]. On utilise l’opérateur ψ

du paragraphe 2.2. Cet opérateur a tendance à diminuer les dénominateurs et de fait, on

montre que (R[1/t]⊗K Dcris(V ))ψ=1 = (R+[1/t]⊗K Dcris(V ))ψ=1. Cherbonnier et Colmez

ont montré dans [CC99] que D†(V )ψ=1 contient une base de D†(V ) sur E † et on en déduit

que D†(V ) a une base contenue dans D†(V )∩R+[1/t]⊗K Dcris(V ). Il n’est pas difficile de

montrer que (quitte à modifier légèrement cette base), le E +-module qu’elle engendre est

stable par ϕ et Γ. On appelle alors D+(V ) le plus grand (ϕ,Γ)-module M sur E + tel que

D†(V ) = E † ⊗E + M . Il existe alors un anneau B+ ⊂ B tel que D+(V ) = (B+ ⊗Qp V )HK

(cf. [Fon90]).

La deuxième étape est de modifier D+(V ) pour obtenir un module de Wach. La

construction que nous venons de donner montre que D+(V ) ⊂ R+[1/t] ⊗K Dcris(V ).

Soit {ei} une base de Dcris(V ) ce qui fait que tout élément y ∈ D+(V ) peut s’écrire
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y =
∑
fi ⊗ ei avec fi ∈ R+[1/t]. On pose alors N = {y ∈ D+(V ) tels que l’on a

y =
∑
fi ⊗ ei où fi n’a pas de pôle en 0}. Ceci fait de N un (ϕ,Γ)-module sur E + qui

a la propriété supplémentaire qu’il existe h > 0 tel que Xh · D+(V ) ⊂ N . Le fait que N

satisfait le (1) de la définition suit du fait que si une fonction f ∈ R+[1/t] n’a pas de pôle

en 0, alors γ(f) − f a un zéro en 0, et le (2) suit du fait que sous la même hypothèse,

ϕ(f) n’a pas de pôle en 0 non plus. On peut montrer (cf. [Ber04a]) qu’un N satisfaisant

Xh ·D+(V ) ⊂ N ainsi que le (1) de la définition est uniquement déterminé par V , et on

le note alors N(V ) : c’est le module de Wach de V .

La troisième (et dernière) étape consiste à vérifier le (3) et à montrer que l’on peut

prendre m = m(V ). Nous allons montrer que l’on peut prendre m = max(n(V ), 1) et il

suffit ensuite de remarquer que N(V (η)) = N(V )(η). Le point crucial est le calcul des

diviseurs élémentaires de l’inclusion R+⊗K Dcris(V ) ⊂ R+⊗E + N(V ). Ce sont des idéaux

de R+ stables par Γ et donc engendrés par des éléments δ1, · · · , δd tels qu’il existe des

βk,i satisfaisant :

δi = Xβ0,i

(
Q1(X)

p

)β1,i
·
(
Q2(X)

p

)β2,i
· · ·

Comme Γn agit trivialement sur R+ ⊗K Dcris(V )/X et sur R+ ⊗E + N(V )/X, on voit

que β0,i = 0 pour tout i. Afin de calculer βk,i pour k > 1, on utilise les applications

� de localisation � ιk = ϕ−k : B+ → B+
dR (que l’on peut prolonger à R+ par la formule

f(X) 7→ f(ζpk exp(t/pk) − 1)). En composant cette application avec θ : B+
dR → Cp,

on trouve une application θ ◦ ιk : N(V )/Qk(X)N(V ) → Dsen(V ) ⊂ (Cp ⊗Qp V )HK qui

commute à Γ et dont on montre qu’elle est injective. Si l’on appelle h1, · · · , hd les opposés

des poids de Hodge-Tate de V , alors Dsen(V ) ' ⊕di=1K∞(−hi) en tant que représentations

de Γ, tandis qu’un calcul facile de diviseurs élémentaires montre que N(V )/Qk(X)N(V ) '
⊕di=1Kk(−βk,i) en tant que représentations de Γmax(k,n(V )). On déduit de cela que si k 6

n(V ) − 1, alors βk,i ∈ {h1, · · · , hd} tandis que si k > n(V ), alors l’application K∞ ⊗Kk

N(V )/Qk(X)N(V ) → Dsen(V ) est toujours injective, et donc que βk,i = hi pour tout

i. Pour conclure, il faut voir que comme ϕ∗(R+ ⊗K Dcris(V )) = R+ ⊗K Dcris(V ), on a

detϕ = δ1 · · · δd/ϕ(δ1 · · · δd) ce qui fait que tk =
∑
βk,i −

∑
βk−1,i et donc que tk = 0 dès

que k > max(n(V ), 1) + 1.

3.2. Aspects entiers des représentations cristallines

L’un des avantages de la théorie des modules de Wach est que si N est un tel module,

et si V est la représentation cristabelline qui lui correspond, alors on a une bijection entre

les O+
E = OK [[X]]-réseaux de N stables par ϕ et Γ et les Zp-réseaux de V stables par GK .

On appelle N(T ) le module de Wach entier associé à un réseau T . Ceci permet d’aborder
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la théorie entière des représentations crista(be)llines, notamment dans des situations qui

ne sont pas couvertes par la théorie de Fontaine-Laffaille. On suppose dans ce paragraphe

que la représentation V est cristalline, mais il est très probable que les résultats et les

méthodes présentés s’étendent au cas des représentations cristabellines.

La première application concerne les limites de sous-quotients de représentations cris-

tallines. On commence par montrer que les modules de Wach � varient continûment �. Si

r > 1, on pose α(r) = infγ∈Γ

∑r
j=1 val(χ(γ)j−1). Par exemple, si r 6 p−2, alors α(r) = 0.

On montre alors que si T1 et T2 sont deux réseaux de deux représentations cristallines V1

et V2 à poids de Hodge-Tate dans [−r; 0], et si n > α(r) est tel que T1/p
n = T2/p

n, alors

N(T1) et N(T2) ont même image dans (A+/pn−α(r) ⊗Zp Ti)
HK . Comme corollaire de cela,

on a le théorème ci-dessous (cf. [Ber04a]), qui démontre une conjecture de Fontaine (cf.

[Fon96]).

Théorème 3.2.1. — Si T est un réseau d’une représentation p-adique V de GK, et

s’il existe b > a ∈ Z et deux suites {Ui}i et {Ti}i de réseaux de représentations Vi de

GK, cristallines à poids de Hodge-Tate dans [a; b] et vérifiant T/pi ' Ti/Ui, alors V est

cristalline à poids de Hodge-Tate dans [a; b].

La deuxième application concerne le calcul de la réduction modulo p de certaines

représentations cristallines. Soit L une extension finie de Qp qui est ici le corps de coef-

ficients des représentations que l’on considère. La théorie des modules de Wach s’étend

sans modification aux représentations L-linéaires, en considérant les représentations Qp-

linéaires sous-jacentes. Si k est un entier > 2 et ap ∈ mL on définit le ϕ-module filtré

Dk,ap par Dk,ap = Le⊕ Lf où :{
ϕ(e) = pk−1f

ϕ(f) = −e+ apf
et FiliDk,ap =


Dk,ap si i 6 0,

Le si 1 6 i 6 k − 1,

0 si i > k.

Ce ϕ-module filtré est admissible, et il existe donc une représentation cristalline Vk,ap

de GQp telle que Dcris(V
∗
k,ap

) = Dk,ap (on passe au dual pour que les notations soient

compatibles avec celles de [Bre03b] et [BLZ04] ; remarquons tout de même que l’on a

V ∗k,ap = Vk,ap(1−k)). Toute représentation cristalline absolument irréductible de dimension

2 de GQp est d’ailleurs la tordue par un caractère cristallin d’une Vk,ap avec k > 2. Si

Tk,ap est un OL-réseau de Vk,ap stable par GQp , alors la semi-simplifiée de kL⊗OL
Tk,ap ne

dépend pas du choix du réseau et nous la notons V k,ap . La question se pose alors de donner

une formule pour V k,ap en termes de k et ap (dans [Bre03b], une formule conjecturale

est donnée pour V k,ap quand 2p > k > p + 1). Quand k 6 p, le calcul de V k,ap suit

immédiatement de la théorie de Fontaine-Laffaille (cf. [FL82]). On peut calculer V k,ap
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quand k > p+ 1 et pour certaines valeurs de ap en construisant � à la main � le module

de Wach associé à Vk,ap et en le réduisant modulo p : c’est ce qui est fait dans [BLZ04].

On obtient alors le théorème ci-dessous.

Théorème 3.2.2. — Si val(ap) > b(k − 2)/(p− 1)c, alors V k,ap = V k,0.

Le calcul de V k,0 se fait sans difficulté. Notons que la condition � val(ap) > b(k −
2)/(p − 1)c � n’est pas optimale. Par exemple, si k = p + 1, alors le théorème est vrai

dès que val(ap) > 0. Le principe de la démonstration du théorème est de construire le

module de Wach associé à Vk,ap ce qui se fait comme suit : on définit deux séries λ+ et

λ− par les formules :

λ+ =
Q2(X)

p
× Q4(X)

p
× Q6(X)

p
× · · · et λ− =

Q1(X)

p
× Q3(X)

p
× Q5(X)

p
× · · ·

On vérifie alors que si l’on écrit ap(λ−/λ+)k−1 =
∑

i>0 αiX
i, alors val(αi) > 0 pour

i ∈ {0, · · · , k − 2} et on pose alors α = α0 + α1X + · · · + αk−2X
k−2 ainsi que g± =

λ±/γ(λ±) ; on définit une matrice P ∈ M2(OL[[X]]) et, pour tout γ ∈ Γ, une matrice

G
(k−1)
γ ∈ Id +X ·M2(OL[[X]]) par les formules :

P =

(
0 −1

Q1(X)k−1 α

)
et G(k−1)

γ =

(
gk−1

+ 0
0 gk−1

−

)
Il s’agit alors de vérifier que si γ ∈ Γ, alors il existe une unique matrice Gγ ∈ M2(OL[[X]])

telle que :

(1) Pϕ(Gγ) = Gγγ(P ) ;

(2) Gγ ≡ G
(k−1)
γ mod Xk−1 ·M2(OL[[X]]),

ce qui permet (presque) de construire le module de Wach de Vk,ap et en tout cas de

vérifier que les modules de Wach de Vk,ap et Vk,0 ont même réduction modulo p dès que

val(ap) > b(k− 2)/(p− 1)c. On peut bien sûr pousser ces calculs et en déduire V k,ap pour

diverses autres valeurs de k et ap.

Pour terminer ce paragraphe, mentionnons une troisième application, plus mystérieuse

(pour le moment). Si T est un réseau de V stable par GK , alors l’image de N(T ) dans

Dcris(V ) en est un OK-réseau canoniquement déterminé et que l’on note donc Dcris(T ).

On peut montrer que le déterminant de l’isomorphisme de comparaison entre Bcris⊗Zp T

et Bcris ⊗OK
Dcris(T ) appartient à ttH(V )O∗

Q̂nr
p

. Quels réseaux de Dcris(V ) obtient t’on de

cette manière ? Si la longueur de la filtration est 6 p−1, alors on obtient tous les réseaux

fortement divisibles de Dcris(V ), mais au-delà de cette borne, je ne sais pas ce qui se passe.
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3.3. La conjecture δZp

Donnons maintenant une application un peu différente de la théorie des modules de

Wach aux structures entières des représentations cristallines : l’intégralité de l’exponen-

tielle de Perrin-Riou. Pour cela, revenons aux notations et résultats du paragraphe 2.4.

Perrin-Riou a proposé une conjecture relative au déterminant de ses applications ΩV,h.

Posons :

δ(ΩV ) =
∏
j>1−h

(∇−j)− dimQp FiljDcris(V )

× ΩV,h

[
detΛ(Λ⊗Qp Dcris(V ))⊗Λ det−1

Λ H1
Iw(K,V )⊗Λ detΛH

2
Iw(K,V )

]
.

Perrin-Riou a montré dans [Per94b] que δ(ΩV ) ne dépend pas de h, et que δ(ΩV ) ∈
Qp ⊗Zp Λ ; elle a de plus conjecturé que δ(ΩV ) est une unité de Qp ⊗Zp Λ. Ceci a été

montré par Colmez dans [Col98], qui a en fait montré la conjecture Réc(V ), conjecture

qui affirme que pour les accouplements naturels sur H1
Iw(K,V ) × H1

Iw(K,V ∗(1)) et sur

H(Γ)⊗Qp Dcris(V )×H(Γ)⊗Qp Dcris(V
∗(1)), l’adjoint de ΩV,h est (essentiellement) l’inverse

de ΩV ∗(1),1−h. Cela implique que δ(ΩV )δ(ΩV ∗(1))
ι est une unité de Qp ⊗Zp Λ, et donc de

même pour δ(ΩV ) et δ(ΩV ∗(1)). Soient T un réseau de V et M un réseau de Dcris(V ), tels

que le déterminant de l’isomorphisme de comparaison entre Bcris ⊗Zp T et Bcris ⊗OK
M

appartienne à ttH(V )O∗
Q̂nr

p
(on peut prendre M = Dcris(T ) par exemple). Posons :

δZp(ΩV ) =
∏
j>1−h

(`−j)
−dimQp FiljDcris(V )

× ΩV,h

[
detΛ(Λ⊗Zp M)⊗Λ det−1

Λ H1
Iw(K,T )⊗Λ detΛH

2
Iw(K,T )

]
.

La � conjecture δZp(V ) � de Perrin-Riou est alors que δZp(ΩV ) ∈ Λ∗ et on a le théorème

ci-dessous qui est démontré dans [BB05].

Théorème 3.3.1. — Si V est une représentation cristalline, alors la conjecture δZp(V )

est vraie.

La démonstration de ce théorème utilise la construction de l’exponentielle de Perrin-

Riou donnée par Benois à partir du module de Wach de V , ce qui permet de suivre

l’intégralité tout au long des constructions. On peut d’ailleurs relier la conjecture δZp(V )

(rebaptisée CIw(K∞/K, V )) aux conjectures CEP (L/K, V ) de Fontaine et Perrin-Riou

et des techniques de descente en théorie d’Iwasawa permettent de montrer le théorème

ci-dessous (cf. aussi [BB05]).

Théorème 3.3.2. — La conjecture CEP (L/K, V ) est vraie pour toute extension finie L

de K contenue dans K∞.



CHAPITRE 4

LE PROGRAMME DE LANGLANDS p-ADIQUE

L’objet de ce chapitre est de donner une très courte introduction à la partie du pro-

gramme de Langlands p-adique à laquelle j’ai contribué, puis d’expliquer ces contribu-

tions.

4.1. Le programme de Langlands p-adique

Le programme de Langlands p-adique, initié par Breuil, est la recherche d’une corres-

pondance éventuelle entre certaines (classes de) représentations p-adiques ou modulo p

de GK de dimension n et certaines (classes de) représentations p-adiques ou modulo p

de GLn(K). Le cas sur lequel on sait le plus de choses à présent est celui où K = Qp

et n = 2. On sait alors associer à une représentation V de GQp de dimension 2 une

représentation B(V ) de GL2(Qp) ayant de bonnes propriétés quand V est à coefficients

dans une extension finie de Fp (cf. [Bre03a]) ou bien quand V est à coefficients dans

une extension finie de Qp et est trianguline (cf. [Bre03b, Col04b, Col05a]). Rappelons

qu’une représentation V est dite trianguline si R ⊗E † D†(V ) est une extension successive

de (ϕ,Γ)-modules de rang 1 sur R.

Nous allons nous concentrer sur les cas � modulo p � et � cristabellin �. Dans les deux

cas, Breuil a construit la représentation B(V ) et pour montrer que cette représentation

a de bonnes propriétés, il faut montrer que � l’isomorphisme de Colmez � – que nous

allons décrire – est vrai. Appelons (lim←−ψ D(V ))b l’ensemble des suites bornées pour la

topologie faible v = (v0, v1, · · · ) d’éléments de D(V ), telles que ψ(vi+1) = vi. On choisit

un caractère η de Q×p et on munit (lim←−ψ D(V ))b d’une action du groupe B2(Qp) = ( ? ?0 ? )

de la manière suivante :((
x 0
0 x

)
? v

)
i

= η−1(x)vi;

((
1 0
0 a

)
? v

)
i

= γ−1
a (vi), où χ(γa) = a ;((

1 0
0 pj

)
? v

)
i

= vi−j = ψj(vi);

((
1 z
0 1

)
? v

)
i

= (1 +X)p
izvi.



32 CHAPITRE 4. LE PROGRAMME DE LANGLANDS p-ADIQUE

L’isomorphisme de Colmez est alors le fait que les semi-simplifiées des restrictions à

B2(Qp) de B(V )∗ et de (lim←−ψ D(V ))b sont isomorphes (pour un choix approprié du ca-

ractère central η). Dans ce court chapitre, nous allons voir ce qui est connu pour les

représentations cristabellines (qui sont triangulines de manière plus ou moins évidente)

et pour les représentations modulo p. Le cas des représentations triangulines non crista-

bellines a été traité par Colmez (cf. [Col04b, Col05a]).

4.2. Représentations cristabellines de dimension 2

Soient k > 2 et α 6= β deux caractères localement constants α, β : Q×p → L×, qui

vérifient −(k− 1) < val(α(p)) 6 val(β(p)) < 0 et val(α(p)) + val(β(p)) = −(k− 1) et qui

sont triviaux sur 1+pnZp pour un n > 1. On pose αp = α(p)−1 et βp = β(p)−1, ce qui fait

que αp et βp appartiennent à l’idéal maximal de OL. On note D(α, β) le (ϕ,GQp)-module

filtré défini par D(α, β) = L · eα ⊕ L · eβ où (ici G(·) est une somme de Gauss) :{
ϕ(eα) = α−1

p eα
ϕ(eβ) = β−1

p eβ
et si g ∈ Γ, alors :

{
g(eα) = α(χ(g))eα
g(eβ) = β(χ(g))eβ

et

Fili(Ln ⊗L D(α, β)) =


Ln ⊗L D(α, β) si i 6 −(k − 1) ;

Ln · (eα +G(βα−1) · eβ) si −(k − 2) 6 i 6 0 ;

0 si i > 1.

Soit V la représentation cristabelline de GQp telle que Dcris(V ) = D(α, β). En utilisant le

module de Wach N(V ), on montre le résultat ci-dessous (cf. [BB06]) qui est l’ingrédient

technique principal pour montrer l’isomorphisme de Colmez pour V .

Théorème 4.2.1. — Si (wα,n)n>0 et (wβ,n)n>0 sont deux suites d’éléments de R+, alors

la suite (wα,n ⊗ eα + wβ,n ⊗ eβ)n>0 ∈ lim←−R+ ⊗L Dcris(V ) appartient à (lim←−ψ D(V ))b si et

seulement si :

(i) pour tout n > 0, wα,n est d’ordre val(αp) et wβ,n est d’ordre val(βp), et les deux

suites (‖wα,n‖val(αp))n>0 et (‖wβ,n‖val(βp))n>0 sont bornées ;

(ii) pour tout m > m(V ), et pour tout n > 0, on a ϕ−m(wα,n ⊗ eα + wβ,n ⊗
eβ) ∈ Fil0(Lm[[t]] ⊗L Dcris(V )), c’est-à-dire ϕ−m(wα,n)αmp − G(αβ−1)ϕ−m(wβ,n)βmp ∈
tk−1Lm[[t]] ;

(iii) pour tout n > 0, on a ψ(wα,n+1) = α−1
p wα,n et ψ(wβ,n+1) = β−1

p wβ,n.

Ce théorème permet d’identifier (lim←−ψ D(V ))b à un espace de mesures sur P1(Qp) et

ensuite à B(V )∗. Le corollaire principal de l’isomorphisme de Colmez est que B(V ) est

non-nul, topologiquement irréductible et admissible (cf. [BB06]).
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4.3. La correspondance modulo p

On note ω la réduction modulo p du caracère cyclotomique χ, et pour y ∈ k×L on note

µy le caractère non-ramifié de GQp qui envoie Frob−1
p (c’est-à-dire l’inverse du frobenius

arithmétique) sur y. On normalise le corps de classes pour que p ∈ Q×p s’envoie sur Frob−1
p

ce qui permet de voir µy comme le caractère non-ramifié de Q×p qui envoie p sur y. On

note enfin ω2 le caractère fondamental de Serre de niveau 2. Si r ∈ {0, . . . , p − 1} et si

η : Q×p → k×L est un caractère continu, que l’on identifie à un caractère continu de GQp

via le corps de classes, soit ρ(r, η) l’unique représentation irréductible de GQp dont la

restriction à l’inertie est (ωr+1
2 ⊕ ωp(r+1)

2 )⊗ η et dont le déterminant est ωr+1η2. On pose

par ailleurs :

π(r, λ, χ) =

 ind
GL2(Qp)

GL2(Zp)Q×p
Symrk2

L

T − λ

⊗ (χ ◦ det),

où λ ∈ Fp et T est un certain opérateur de Hecke. Le premier théorème (cf. [Ber05b])

est que l’isomorphisme de Colmez est vérifié pour les kL-représentations de dimension 2

de GQp (ici [p−3−r] est l’unique entier appartenant à {0, . . . , p−2} et qui est congruent

à p− 3− r modulo p− 1).

Théorème 4.3.1. — Si V = ρ(r, η), alors (lim←−ψ D(V ))b = π(r, 0, η) et si V =

(µλω
r+1 ⊕ µλ−1) ⊗ η, alors les semi-simplifiées de (lim←−ψ D(V ))b et de π(r, λ, η) ⊕ π([p −

3− r], λ−1, ωr+1η) sont isomorphes.

Une conséquence immédiate de ce théorème est que les deux correspondances définies

par Breuil en caractéristisque 0 (dans [Bre03b]) et en caractéristique p (dans [Bre03a])

sont compatibles. Le fait que l’on puisse construire les représentations π(r, λ, η) à partir de

(ϕ,Γ)-modules permet d’étudier leur restriction au Borel et on trouve les deux théorèmes

ci-dessous (cf. [Ber05b]).

Théorème 4.3.2. — Si Π est une kL-représentation lisse irréductible de GL2(Qp) ad-

mettant un caractère central, alors :

(1) si Π est un caractère, ou la spéciale, ou supersingulière, alors sa restriction à

B2(Qp) est toujours irréductible ;

(2) si Π est une série principale, alors sa restriction à B2(Qp) est une extension du

caractère induisant χ1 ⊗ χ2 par une représentation irréductible Ind
GL2(Qp)

B2(Qp) (χ1 ⊗ χ2)0.

Théorème 4.3.3. — Si Π1 et Π2 sont deux kL-représentations lisses semi-simples et

de longueur finie de GL2(Qp) (dont les composantes irréductibles admettent un caractère

central) et dont les semi-simplifications des restrictions à B2(Qp) sont isomorphes, alors

Π1 et Π2 sont déjà isomorphes en tant que représentations de GL2(Qp).
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Ces résultats ont été récemment retrouvés et étendus par Vignéras (cf. [Vig06]) et

Paskunas (cf. [Pas06]) sans passer par la théorie des (ϕ,Γ)-modules.
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Prépublication 2004.

[Ber05a] L. Berger – Représentations de de Rham et normes universelles. Bull. SMF
133 (2005), no. 4, 601–618.

[Ber05b] L. Berger – Représentations modulaires de GL2(Qp) et représentations ga-
loisiennes de dimension 2. Prépublication 2005.
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Boston, MA, 1990.

[Br99a] C. Breuil – Représentations semi-stables et modules fortement divisibles.
Invent. Math. 136 (1999), no. 1, 89–122.

[Br99b] C. Breuil – Une remarque sur les représentations locales p-adiques et les
congruences entre formes modulaires de Hilbert. Bull. Soc. Math. France 127
(1999), no. 3, 459–472.

[Br00a] C. Breuil – Groupes p-divisibles, groupes finis et modules filtrés. Ann. of
Math. (2) 152 (2000), no. 2, 489–549.

[Br00b] C. Breuil – Integral p-adic Hodge theory. Algebraic geometry 2000, Azumino
(Hotaka), 51–80, Adv. Stud. Pure Math., 36, Math. Soc. Japan, Tokyo, 2002.

[Bre03a] C. Breuil – Sur quelques représentations modulaires et p-adiques de GL2(Qp)
I. Compositio Math. 138 (2003), no. 2, 165–188.

[Bre03b] C. Breuil – Sur quelques représentations modulaires et p-adiques de GL2(Qp)
II. J. Institut Math. Jussieu 2, 2003, 23–58.
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[Bum98] D. Bump – Automorphic forms and representations. Cambridge Studies in
Advanced Math. 55, Cambridge University Press, 1998.

[BF96] D. Burns, M. Flach – Motivic L-functions and Galois module structure.
Math. Ann. 305 (1996), no. 1, 65–102.

[BF01] D. Burns, M. Flach – Tamagawa numbers for motives with (non commuta-
tive) coefficients. Doc. Math. 6 (2001), 501–570.

[BG03] D. Burns, C. Greither – On the equivariant Tamagawa number conjecture
for Tate motives. Invent. Math. 153 (2003), no. 2, 303–359.

[BF04] D. Burns, M. Flach – On the equivariant Tamagawa number conjecture for
Tate motives II. Preprint (2004).

[Che96] F. Cherbonnier – Représentations p-adiques surconvergentes. Thèse de
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[Col04a] P. Colmez – La conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer p-adique. Séminaire
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[Del73] P. Deligne – Les constantes des équations fonctionnelles des fonctions L.
Modular functions of one variable, II (Proc. Internat. Summer School, Univ.
Antwerp, Antwerp, 1972), pp. 501–597. Lecture Notes in Math., Vol. 349, Sprin-
ger, Berlin, 1973.



BIBLIOGRAPHIE 39
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[FV81] J. Fresnel, M. van der Put – Géométrie analytique rigide et applications.
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de Nancago, No. VIII. Hermann, Paris, 1968. 245 pp.

[Ser89] J.-P. Serre – Abelian `-adic representations and elliptic curves. With the
collaboration of Willem Kuyk and John Labute. Second edition. Advanced
Book Classics. Addison-Wesley Publishing Company, Advanced Book Program,
Redwood City, CA, 1989. xxiv+184 pp.

[Tat65] J. Tate – Fourier analysis in number fields and Hecke’s zeta-function. Alge-
braic Number Theory (Proc. Instructional Conf., Brighton, 1965) pp. 305–347
Thompson, Washington, D.C.

[Tat66] J. Tate – p-divisible groups. Proc. Conf. Local Fields (Driebergen, 1966) 158–
183 Springer, Berlin.

[Tsj99] T. Tsuji – p-adic étale cohomology and crystalline cohomology in the semi-
stable reduction case. Invent. Math. 137 (1999), 233–411.

[Tsj02] T. Tsuji – Semi-stable conjecture of Fontaine-Jannsen : a survey. Cohomo-
logies p-adiques et applications arithmétiques, II. Astérisque No. 279, (2002),
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