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REPRI'ESENTATIONS, p-ADIQ UES ET EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

Laur ent Berger

Résune. — Danscetarticle,on montrecommeniassocieatouterepésentatiorp-adiqueV,
via la théoriedes(g, I'k )-modulesde Fontaine,une équationdifférentielle p-adiqueD:ig(V),
c’est-a-direun modulea conneion surl’'anneaude Robba.

Cetteconstructiorpermetdefairele lien entrela théoriedes(g, I'k )-modulesetla théoriede
Hodge p-adique OnmontreparexemplecommentonstruireDgis(V) et Dg(V) directemena
partir de DEQ(V), cequi permetde reconndtre lesrepesentationsemi-stablesu cristallines
la conneion estalorsunipotenteou triviale. Alli éea destechniqueslela théoriedesequations
différentiellesp-adiques)’ étudedu moduIeD:ig(V) permeten outre de donnerune nouelle
démonstratiord’un theoemede Sencaracérisantlesrepiesentation€ p-admissibles.

Finalementon peututiliser les résultatsprécedentspour étendreau casd’un corpsrésiduel
parfait quelconquedesrésultatsde Hyodo (H; = Hg), de Perrin-Riou(sur la semi-stabilié
desrepesentationsrdinaires) de Colmez(lesrepesentationsbsolumentristallinessontde
hauteuffinie), etdeBlochetKato(sir > 0, alorsI'exponentiellede Bloch-Katoexpy . estun
isomorphismeyflontlesdemonstrationgdansle casd’un corpsrésidueffini) reposaiensurdes
consicerationsde dimensiongle groupesde cohomologieggaloisienne.

Abstract(p-adic representationsand differ ential equations). — In this paperwe associate
to every p-adicrepresentatioV a p-adicdifferentialequationDEg(V), thatis to sayamodule
with aconnectiorovertheRobbaring. We dothisviathetheoryof Fontaines (¢, I'k )-modules.

This constructiorenablesisto relatethetheoryof (¢, I'k )-modulego p-adicHodgetheory
We explain how to constructDgis(V) and Dgi(V) from D;rig(V), which allows us to recog-
nize semi-stabler crystallinerepresentationshe connectioris theneitherunipotentor trivial.
Along with techniquedrom the theoryof p-adic differentialequationsthe study of D;g(V)
allows usto give a new proof of Sens theoremcharacterizingC ,-admissiblerepresentations.

Finally we canusethe previousresultsto extendto the caseof arbitraryperfectresiduefields
someresultsof Hyodo(H!j,L = H&), of Perrin-Riou(the semi-stabilityof ordinaryrepresenta-
tions), of Colmez(absolutelycrystallinerepresentationareof finite height),andof Bloch and
Kato (if r > 0, thenBloch-Kato’s exponentialexpy, , is anisomorphism)whoseproofs(for a
finite residuefield) relied on the studyof dimensionf Galoiscohomologygroups.
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INTR ODUCTION

0.1. Genréraliteset notations

Danstout cetarticle k estun corpsparfait de caracéristiquep, et F estle corpsdesfractions
de 'anneaudesvecteursde Witt a coeficientsdansk. Soit K une extensionfinie totalement
ramifiee de F, ce qui fait quele corpsrésiduelde Ok s’identifie a k et quele corpsK est
completpourla valuationvy qui étendcellede F. SoitCp, le compkte d’'unecldturealgebrique
K de K. Ons'intéresserauxrepiesentationg-adiquesV du groupede GaloisabsoluGk =
Gal(K/K) c'esta-dire aux Qp-espacewvectorielsde dimensionfinie d munis d’une action
linéaireetcontinuede Gk .

J-M. Fontainea construitdang[20] uneéquialencedecaggoriesV — D(V) entrela caggorie
de toutesles repiesentationsle Gk et la caggoriedes (¢, 'k )-modulesétales(le foncteur
inverseestnote D — V(D)). Un (¢, I'k )-moduleestun espacevectorielde dimensionfinie
sur un corpslocal Bk de dimension2 muni d’une action semi-linéaired’un Frobeniusy et
d’une action semi-lintairede I'x commutanta celle de ¢. Un tel module est étalesi ¢ est
de pente0 (« unit root»). Le corpsBk estisomorphe(non canoniquementi I'anneaudes
seriesy ., aTK enlind étermiree T ol la suiteay estunesuitebornéed’élémentsde F et
limg_1o0@a k = 0. L'action de ¢ et de I'k estassezcompliqLée en géréral maissi K est
non-ramife (K = F), alorson peutchoisir T detelle sorteque¢(T) = (1 + T)P — 1 et
y(T) = 1+ T)x®) — 1 (dansle corpsdu texte, T estégala un élementrk construitvia la
théorieducorpsdesnormesetl’action deg etdeI'k provientd’'uneactionnaturelle siK = F,
onang = = [e] —1).

L'anneauBk estassezdésageablemaisil contientl’anneauBf< dessériessurcowementes,
c'esta-direl'anneaudesseriesA(T) = ) 7 a Tk ol la suite ax estunesuiteborneed’éle-
mentsde F etil exister < 1telquela série A(T) converge surunecouronnenon-videdu type
{ze Cp,r < |z] < 1}. Lethéoemeprincipalde[6] estquetout (¢, I'k )-moduleétaleprovient
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par extensiondesscalairesd’un « modulesurcowergent» ; plus préecigmenton a le résultat
suivant

Théoreme0.1L — Si D estun (¢, I'k )-moduleétalg alors I’ensembledessousBL-modules
libresdetypefini stablespar ¢ etI'k admetunplusgrandélementD' etona D = Bk Qpgt DT
K

Le fait quel’ensembledessousBTK-moduleslibres detypefini stablespar¢ etI'x admetun
plus grandéleémentestun résultatde Cherbonnief5], et moyennantce résultat,le theoeme
est énoné& dans[6] de manire duale (via le foncteurD — V(D)) sousla forme « toute
repesentatiorde Gk estsurcomwvergentes. Gracea ce résultat,on va pouwir tensoriserau-
dessusde BL avec 'anneaude RobbaB:Lig,K (apparaissantlansles théorie des eéquations
differentiellesp-adiques) constitie dessériesA(T) = 3, ., aTX tellesqueay € F etquil

exister < 1 tel quela série A(T) corverge surunecouronnenon-videdutype{z € Cp,r <

|z < 1} (sansconditionde croissanceau voisinagede {z € Cp,|z| = 1}). Ceciva nous
permettresi V estunerepiésentationp-adiquede Gk, d’'une partde retrouver les invariants
Deris(V) et Dg(V) assoddsa V parla théoriede Hodge p-adiqueet, d’autre part, en utilisant
I'action infinitésimalede 'k, d’associera V un modulea conne&ion DEQ(V) surl’'anneaude
RobbaBEg,K. Cetarticle rassembleun certainnombrede résultatsque 'on peutobtenirvia
I' étudede ce modulea conneion : caracérisationdesrepésentationgabsolumentristallines,
semi-stablesge de Rhamet Cp-admissiblest applicationsa la conjecturede « monodromie

p-adique».

0.2. Théorie de Hodge p-adique et (¢, 'k )-modules

SoientB,‘:)g’K = B:ig’K[Iog(T)] (anneaumuni desactionsévidentesie ¢ etdeI'k), DEQ(V) =
B:ig’K ®gt DT (V) et D,‘:)g(V) = B,‘:)g,K ®g DT(V). Si V estunerepéesentationp-adique

de Gk, soientDgis(V), Dsi(V) et D4r(V) les modulesassocesa V par la théoriede Hodge
p-adique Le premierrésultatestquel’on peutretrouver cesmodules

Théoreme0.2 — SiV estunerepresentatiornp-adiquede Gk, alors
Dsi(V) = (D, (V)[1/t)T® et Deris(V) = (D}, (V)[1/t)T.
Deplus:
(1) siV estunereprésentatiorsemi-stablgalors

D'(V) ®g1 Biog k [1/t] = Dst(V) ®F Biog i [1/1]
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(2) siV estunereprésentatiorcristalline, alors

DT(V) ®BTK B:-ig,K[l/t] = Deris(V) ®F B:}Q’K[l/t]

T

Dansl’ énoné& ci-dessude t qui appar# estun élementde Brig

x ()t ettelquegp(t) = pt;siK = F,onat =log(1+T).

k surlequell'k agitviay (t) =

LesmodulesDgis(V) et Dg(V) sontnaturellemenmunisd’un Frobeniusp, d’'un opérateurde
monodromieN et d’unefiltration. Le theoemeprécdentpermetderetrouver lesactionsde ¢
et N, maislarecettepermettantleretrouver la filtration estsuffisamentpeuragditantepourne
pasétreexplicitéedanscetarticle.

Un corollairede cethéoemeestle résultatsuivant:

Corollaire 0.3, — SiV estunereprésentatiorcristalline de Gg, alors V estde hauteurfinie.

Cerésultatavait été conjectue parFontaine(voir [20,40]) et démonté parColmezde mankre
tresdétourree(la demonstratiorutilisait deuxversiong 11, 7] dela déemonstratiordela loi de
réciproci€ conjectueeparPerrin-Riou[29]) dansle casd’un corpsrésiduelfini. La démonstra-
tion donree danscet article utilise a la placele theoemeci-dessuset un résultatd’analyse
p-adiquedemonté par Kedlaya[25]. Signalonsque Benois[2] a par ailleursdemontg la loi
deréciprocié de Perrin-Rioupourlesrepiesentationsristallinesde hauteurinie ce qui, com-
biné avec le résultatci-dessusfournit une demonstratiorde cetteloi de réciprocié dansle
casgéréral, n'utilisant quela théoriedes (¢, I'k )-modules réalisantainsi un programmede
Fontaine.

0.3. Structuresdiff érentiellessur les (¢, 'k )-modules

Soit y un élementde I'k assezprochede 1. La série qui définit log(y)/log(x (y)) corverge
versun opérateurdifferentielV; siK = FonaV = log(l1+ T)(1+ T)%. Si Bﬁ’gr,”K est
I'anneaudessériesconvergeantsurla couronne{p~& M < |z] < 1} (ol ek = [Koo : Fool
etrn, = (p— Hp™ 1), alorsv stabiliseB"'n pour n assezgrandet on disposede plus de

rig, K
morphismesnjectifs ¢, : B:i’gr’”K — Ky[[t]] qui vérifienti, o V = t% o tn.

Ce qui précedecorrespondau casde la repesentatiortriviale et, plus géréralementsi V est
unerepiésentatiorp-adiquede Gk etsiy estunélementdeI'k assezrochedel, la seriequi

définit log(y)/ log(x (y)) corverge versun opérateurdifférentielVy de D;g(V) au-dessusle

B;rig k MunideV. Plusprécigmentsi n estassegrand,Vy stabilisele sous-modul@ﬁ’gr”(V)
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cequi permetd’associer@touterepésentatiorp-adiguede Gk un moduledifférentielsurune
couronne.

En localisanten¢ — 1 (ou ¢ estun racineprimitive d’ordre p" de I'unité&), ce qui revient a
consicererl’application:y, : Dﬁ’gr”(V) — (BjR®QpV)HK, onretombesurle moduledifférentiel
consicere par Fontainedans[21, chap.3], ce qui permeten particulierde retrouver le module
Dgr(V) a partir du noyau de cetteconneion. En utilisant I'application 6 : Bd+R — Cp, on
retombesurle modulede Sen; la conneion devenantun opérateurK ,-linéairedontlesvaleurs
propressontles « poidsde Hodge-Thtegérérali®s». En particulier V estCy-admissible(ce
qui équivautaV deHodge-ThteettoussespoidsdeHodge-Rtesontnuls)si etseulemensi cet
opérateurestnul. Utilisant cefait et destechniquesl’équationdifférentiellesp-adiquegplus
précigmentun théoemede Tsuzuki[8, 39]) on obtientunedémonstratiordu résultatsuivant,

dd a Sen[33], qui caracériselesrepesentation€ p-admissibles

Théoreme0.4. — Si V unereprésentationp-adiqguede Gk, alors les deuxconditionssui-
vantessontéquivalentes

(1) V estCp-admissible
(2) le sous-gouped’inertie de Gk agit surV atravers un quotientfini.

Finalementjl sortessentiellemerduthéoeme0.2que

Théoreme0.5. — SoitV unereprésentatiorp-adique alorsil existen tel quela restrictionde
V a Gk (un) estsemi-stablérespectivementistalline) si etseulemensi Vy estuneconnexion

unipotentgrespectivemerttiviale) sur D:ig(V)[l /t].

0.4. Extensionsde représentationssemi-stables

Si'on combineles differentegechnique€wquéesci-dessust le calcul de la cohomologie
galoisiennalesrepesentationp-adiqueq22, 7] on peutdémontrelesdeuxrésultatsuivants:

Théoreme0.6. — (1) Toutereprésentatiorordinaire de Gk estsemi-stable
(2) une extensionde deuxreprésentationsemi-stablegjui estde de Rhamestelle-néme
semi-stablg« Hj = Hg; »).

Cesdeuxrésultatstaientconnusdansle casd’un corpsrésiduelfini, ou on peutlesdéduirede
calculsde dimensionde groupesde cohomologiegaloisienngce qui n’est plus possiblesi le
corpsrésidueln’estpasfini).



0.5.PLAN DE L'ARTICLE 15

Le premieravait éte demonté dansce casla parPerrin-Riou[28, 29, 30] commecorollairedes
calculsde Bloch et Kato [4] et le deuxemepar Hyodo[23, 27]. Le mémegenrede méthodes
permetde montrerquesi V estune repiesentatiorsemi-stablede G, alorsquandr > 0,
I'exponentiellede Bloch-Katoexpy,y : Dgr(V(r)) — H L(K, V(r)) estun isomorphisme,
résultatdémonté par Bloch et Kato dansle casd’un corpsrésiduelfini via desagumentsde
dimension.

Mentionnongjuel’on conjecturequetouterepresentatiomledeRhamestpotentiellemensemi-
stable(conjecturede « monodromiep-adique» [19]) ce qui a é€ démonté par Fontaine(non

publie) en dimension2. Le (2) du theoeme 0.6 permetde ramenercette conjectureau cas
irréductible.On peutesererque les techniquegiéveloppeesdansce texte permettrontde ra-

menercetteconjectureauxconjectureslumémenomdela théoriedeséquationglifférentielles
p-adiqued 16, 25, 38, 1].

0.5. Plan del'article

Cetarticlecomportesix chapitreq8) subdviseésenn® . Le premier§ estconsace a desrappels
sur les repiesentationgp-adiqueset les anneauxde Fontaine.Dansle deuxemeon donnela
constructiordesanneau>§$g et 'EVSLg, qui sontfondamentauyour ce qui suit. On donnedans
le troisieme§ uneapplicationde cesconstructions commentretrouver D¢yis(V) et Dsi(V) a
partir du (¢, 'k )-moduleD(V). Le quatreme§ estconsace a |’ étudede la conneion V sur
I’anneauB;rig’ k» Cequi permetde définir dansle cinquiemes§ I équationdifférentielleassodge
aunerepresentatiorp-adique ondonnedesapplicationsala théoriede Fontaineetala théorie
de Sen.Enfin dansle sixieme 8 on montre que les constructiongréc@dentegpermettentde

démontremuecertainegepiesentationsontsemi-stables.

Le théoreme0.2 estla réuniondu theoemelll.6 etdela propositionlll.7. Le corollaire0.3 est
I'objet dutheoemelll.9, le theoeme0.4 correspondh la propositionV.11 et le théoreme0.5

ala propositionV.6. Le premierpoint de 0.6 estdemontié dansle n° V1.3 etle deuximepoint

dande n® V1.4. Cetarticlecomportedeuxappendicepourle rendrepluslisible : undiagramme
desanneauxde périodesetunindex desnotations.






CHAPITRE |

RAPPELS ET NOTATIONS

Ce § estentierementconstitlé de rappelssur la théorie desrepiesentationg-adiques.On se
reporteraa [6, 7, 11, 18, 19, 20] ou aussi[14] pour la démonstratiordesfaits qui sontrap-
pekesici. Pource qui estdela théoriedeséquationdifféerentiellesp-adiqueset desisocristaux
surcowvergents e lecteurpourrasereportera[9, 10, 16, 25, 38, 39].

La principalestraggie pour étudierles repiesentationg-adiquesd’un groupeG estde cons-
truire desQ p-algebregopologiquesB muniesd’uneactiondugroupeG etdestructuresuppe-
mentairesde telle manerequesi V estunerepiesentationp-adique,alors Dg(V) = (B ®q,
V)€ estun BG-modulequi hérite de cesstructureset quele foncteurqui & V associeDg(V)
fournissedesinvariantsintéressantsle V. On dit gu’unerepesentationp-adiqueV de G est
B-admissiblesiona B ®q, V =~ BY entantqueG-modules.

I.1. Le corpsE etsessous-anneaux

Soit k un corpsparfait de caracéristiquep, F le corpsdesfractionsde 'anneaudesvecteurs
deWitt surk et K uneextensionfinie totalemenramifieede F. Soit F unecldturealgébrique
deF etCp = % sacompktion p-adique.On poseGk = Gal(K/K), c’estaussile groupedes
automorphismesontinusK -linéairesde C,. Le corpsC, estun corpscompletalgébriquement
closde corpsrésiduelOc,/mc, = k. On poseaussiK,, = K(npn) et Ky estdéfini comme
étantla réeuniondesK,,. Soit Hk le noyaudu carackrecyclotomiquey : Gk — Zy etk =
Gk /Hk le groupede Galoisde K,/ K qui s’identifievia le caracérecyclotomiquea un sous
groupeouvertdeZy,.

Soient

E= lim Cp={(xO,x®,...) | (xITD)P = xD}

X—>XP
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etE* I'ensembledesx ¢ E telsquex©@ e Oc,. Six = (x®) ety = (y") sontdeuxélements
deE, alorson définit leur sommex + y etleur produitxy par:

cequifaitdeE uncorpsdecaracéristiquep donton peutmontrerqu’il estalgébriquementlos.
Six = (xM)ns0 € E soitve(x) = vp(x@). C'estunevaluationsur E pour laquellecelui-ci
estcomplet; I'anneaudesentiersde E estE™ etl'id éalmaximalestmg = {X € E, ve(X) > 0}.
Soit A* I'anneauW(E+) desvecteursde Witt a coeficientsdansE™ et B+ = A*+[1/p] =
> ks 0o PKIX], X € E*) ol [x] € A* estle relevementde Teichmiiller de x € E*. Cet
anneatestmunid’'uneapplicationd : Bt — Cp définiedela maneresuivante:

0 (Z p"[xk]> =Y px
k>0 k>0
Soients = (¢6M) ¢ E* avece©@ =1ete® £ 1,7 =[] = L, mn =[P '] - 1,0 = /71
etq = ¢(w) = e@r)/m. Alors ker(©) estl'id éal principal engendé par w. De méme soit
P = (pM) e ET avec p© = p, alorsker(®) estaussiengende par[p] — p.

Remarquongues estunélementeE+ telqueve(e—1) = p/(p—1). OnposeEr = k((e—1))
et on définit E commeétantla cloture séparablede Eg dansE ainsi queE™ = EN E* et
mg = E N mg lanneaudesentierset I'id éal maximalde E. On rervoie a [7, p. 243] pour
uneapplicationde la theoriedu corpsde normes[42] ala constructiond’'une application:k :
I(im Ok, — E* delalimite projective desOk, relati\/ementauxappIicationsnormesdansE+
dontla principaleproprieté estla suivante:

Propositionl.1. — L'application (g induitunebijectiondel(im Ok, surl'anneaudesentiers
E, deEx = Ek.

Onremarquerguelapropositionci-dessugstenon@edang 7, 1.1.1] aveclarestrictionsuppk-
mentaireque K /Q, estfinie maiscecin’est pasnécessairg¢en revancheil estimportantque
K /F soitfinie).

De plus on peut montrerde la mémemanire que Ex estune extensionfinie separablede
Er dedgréex = [Kw : Fuo] etde groupede Galois Hg /Hk et quele groupede Galois
Gal(E/Ek) s'identifiea Hk . Enfin Ez estunanneauwevaluationdiscretedela formek[[ 7k ]]

ou Tk = tk(wk) estl'image d'une suitewk d’'uniformisantescompatiblespourles normes
desOk,,.
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[.2. L'anneau Bgr et sessous-anneaux

L anneauB r estdéfini commeétantle compkte pour la topologieker(6)-adiquede Bt (on
remarqueraqueA* estcompletpour cettetopologie):

c’est un anneaude valuationdiscrete, d'idéal maximal ker(0) ; la série qui définit log([¢])
cornvemge dansB+ versun élementt, qui estun gérérateurde I'id @al maximal, ce qui fait
queBgr = B r[1/t] estun corps,muni d’'une actionde G et d’une filtration définie par
Fil' (Bgr) = t! BOTR pouri € Z.

Ondit qu’unerepresentatior’V de Gk estdedeRhamsi elle estByr-admissiblecequi équivaut
acequele K-espacevectorielDgr(V) = (Bar ®q, V)CK estdedimensiond = dimg, (V).

L'anneauB},, estdéfini commeétant

Brax={D anw—: oll a, € B* estunesuitequi tendvers0}
n>0 P
etBmax = B/, [1/t]. On peutd’ailleursremplacemw parn’importe quel gérérateurde ker(9),
parexemple[ p] — p. CetanneawseplongecanoniquementdansBgyr (les sériesdéfinissanses
elementsonvergentdansByr) etenparticulieril estmunidel’action deGaloisetdelafiltration
induitespar cellesde Byr, ainsiqued’un Frobeniusy, qui étendl'application ¢ : At — A+
déduitede x > xP dansE*. On remarqguerajue ¢ ne se prolongepaspar continui€ a Bgr.

On poseBrlg N9 (Bihay (ONremarquerauel anneauB;,Lg estlanneauB,, de[11]). La
notations’explique parle fait quel’on aunisomorphismg3] ng = Hr?g((?—, W(k)).

On dit gu’une repéesentationV de Gk estcristalline si elle est Bmax-admissibleou, ce qui

revientauméeme B:g[l/t]-admissible ceciéquivautacequele F-espacevectoriel

Deris(V) = (Bmax ®Qp V)GK = (B [1/t] ®Qp V)GK

rig

estde dimensiond = dime(V). Alors Dgris(V) estmuni d’'un Frobeniuset d’unefiltration
induits par ceuxde Bmax, et (Bar ®q, V)Ck = Dgr(V) = K ®f Dgiis(V) cequi fait qu'une
repiesentatiorcristallineestausside de Rham.

La série qui définit log@®) + log([7]/7©) (ap@savoir choisilog(p) etou @ = ¢ — 1)
convemge dansB r versun élementlog[] qui esttranscendargur FracB,,, eton poseBs; =
Bmaxlog[7]] et Blog = rlg[Iog[yr]] On dit qu une repesentationV estsemi-stablesi elle

estBgr-admissibleou, ce qui revient au méme, Iog[1/t] -admissible ceciéquivautacequele
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F-espacevectoriel

Dst(V) = (Bst®q, V)% = (B [1/t] ®q, V)°K

estde dimensiond = dimg,(V). Alors Dst(V) estmuni d’'un Frobeniusd'une filtration et
d’un opérateurde monodromieN = —d/d log[7] qui vérifie N¢ = peN (voir [37] pourune
justificationdu signe« — »), et (Bgr ®Q, V)Ck = Dgr(V) = K @ Ds(V). De plusV est
cristalline si et seulemensi elle estsemi-stableet N = 0 sur Dg(V). On utiliseraaussile
F-espacevectorielDg (V) = (§gg ®q, V).

[.3. L’anneau B et sessous-anneaux

SoitA I'anneaudesvecteursde Witt & coeficientsdansE etB = f&[l/ p]. SoitAr le compkte
de O[n, 71 dansA+ pour la topologie de celui-ci, c’est aussile compEte p-adiquede
Or[[#]l[7~1]. C’estun anneaude valuationdisc’ete completdont le corpsrésiduelestE.
Soit B le compkte del’'extensionmaximalenonramifieedeBr = Ag[1/p] dansB. On définit
alorsA = BN A etAt = A N A*t. Cesanneauxsontmunisd’une actionde Galoiset d’'un
Frobeniusdéduitsde ceuxde E. On poseAx = Ak etBx = Ak[1l/p]. QuandK = F les
deuxdeéfinitionscoincident.

SiV estunerepiesentatiorp-adiquede Gk soitD(V) = (B®q, V)Hk . Onsait[20] queD(V)
estun Bk -espacevectorielde dimensiond = dim(V) muni d’un Frobeniuset d’'une action
résiduelledeI'k qui commuten{c’estun (¢, I'k) module)etquel’on peutrécugererV grace
alaformuleV = (D(V) ®g, B)?=1.

Le corpsB estune extensiontotalementinséparable(« radicielle») de degré p de ¢(B). Le
Frobeniusp : B — B estinjectif, maisn’estdonc passurjectif, et il estutile d’en définir un
inversea gaucheparla formule: ¥ (x) = ¢~ 1(p~1 Trg (@) (X)).

Toutélementde B peuts’écrirede mankereuniquesouslaforme) ..o p¥[x«] ol lesxk sont
desélementsde E. On définit BT = B+ et,sir > 0, onpose

~ ~ r

BT = {xeB, lm ve(xx) + p—k = 400}

k—+400 pP— 1

Sir e R on définit n(r) commeétantle plus petit entiern tel quer > rp, = p"1(p — 1).
Laserie) s o p¥[x«] cornvergedansByr si etseulemensila Serie) ks _oo p"xlﬁo) cornvemge
dansCp. On en déduit notammentpour n entiertel que p"~1(p — 1) > r uneapplication
injective ity = ¢ : BN - Bjg qui ervoie Y ko0 p¥[x«] surla sommede la série
Yo o P ] dansB. SoientBT = B N BT, BN = U5oB™ et BN = Ur5oB™.
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EnfinA"" estl'ensembledesx e BT telsqu’enplus, ve (x«) + Pk >0,AM = AT AA, et
At =ATnAouUAT =BT NA.

Remarque.2. — Lanotationadopéeici differeun peudecellede[6, 7]. Ce quenousappe-
lonsB"" (repectriement8") y estnoe B (respectiement3*").

Ondit qu'unerepesentatiorp-adiqueV estsurcowvergentesi D(V) posedeunebasesurBg
constitieed’élementsde DT (V) = (BT ®Q, V)Hk . Rappelonde résultatprincipal [6, 7] & ce
sujet:

Théoremel.3. — ToutereprésentationvV de Gk estsurcorvemente c’esta-dire qu'il existe

r(V) tel queD(V) = Bk ®gtrvy DMV)(V). De plusil existes(V) tel que D(V)¥=1 ¢
K

DT’S(V)(V).

Si on appliquele deuxemepoint a la repesentatiortriviale, on en déduit par exemplequ'il
existe s(Qp) tel que B}ﬁzl C BES(Q"). On a d’autre part une descriptionassezprécisedes

anneau>BEr , commele montrela propositionsuivante:

Propositionl.4. — Il existen(K) € N etk € AL’r”(K) dontl'image modulop estuneunifor-
misanterk deEk. Sir > rpk), alors tout élementx e BJ{<’r peuts’écrirex = ) |, akn}'é
ol a € F etou la serie Y, ., aTK estholomorpheet bornée sur la cournne ouverte
{p V&' < |T| < 1} etcorverye surle bord intérieur.

Afin de montrerle theéoemel.3 un ingrédientimportantestla constructiond’applicationsde
« décompétion» Ry, quenousallonsdécrireplusendétail. On adesinclusionsBL’r C 'EVSL’r et
pourm > 1o ™BL") c BL", qui verifient[6, 111.2] :

Propositionl.5. — CesinclusionsadmettentiessectionscontinuesRy : §L’r — BL’r etpour
m>1Ry: §L’r — (p*m(BEr). Soit R, = Rm — Rm_1. Alorsiil existeng(K) tel quesi
n>noK),aezZ xe naﬂ]};’r“, alors:

Ro(x) € T°AL™ et Ri(x) € w2 M((AL™™)V=0)
Onadepluslespropriétessuivantes

(1) Roog™=¢™o Rn;
(2) Ry et |SS Ri pourk > m+1 sontgo_m(BL)-Enéaires;
(3) six e Al ,alorsx = limpy_ ;o0 Rm(X) dansA.
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Soita < 1 et BE(X) 'ensembledesséries) ., ax XX avecay € F unesuiteborréetelle que
tout p € [or; 1[ onait limy_, 100 |ak| o = 0. Lesrappelsdu § precedentmontrentque,sir € R
eta(K,r) = p~ Y&’ Tapplication f — f (k) deB"F‘(K’r) dansBL’r estunisomorphisme.

Soit H% (X) 'ensembledesséries Y, ., axX* avecax € F ettellesquetout p € [o; 1],

liMks 100 |ak| 0% = 0. Alors Uy<1HE estl’anneaude Robbaa coeficientsdansF dontil aéte

guestiondansl’introduction. Afin defairele lien entrerepsentationg-adiqueset équations
differentiellespn vadéfinir un annea@ﬁ’gr > BT tel que(§:i’gr)HK contienneHog(K’r)(rrK). Si

f(X) e HE(X) etl estunintervalle compactc [a; 1[, onposeV, (f) = infvp(f(2)), 12| € I.

Alors B¢ (X) estmunidela topologiede Frechetdéfinie par'ensembledesV, etsoncompkte

pourcettetopologies’identifieaHE (X). Il estdoncnatureldecherchelgﬁ’gr soudlaformed’un

sous-anneadu compEté de Bfr pourunetopologieressemblana celle qui estdéfinie parles
V| : c’estl'objet deceS8.

[I.L1. LesanneauxA|

Danstoutece§, r ets sontdeuxélementsde N[1/p] U {+oc} telsquer < s. Rappelongjue
pourn > 0onapo2r, = (p — 1) p" L. Danstoutela suite,on notera[x]" pour[x'], mémesi
r n'estpasentier Oncorvientque p/[7] "> = 1/[7] etque[7]T>°/p = 0. Soient

Lo EL) = ROV X p pY = % XY — ()

Ay =A%

§[r;s] = K[r;s][l/ p] ou, si A estunanneawcompletpourlatopologiep-adique,A{ X, Y} dénote
la compktion p-adiquede A[X, Y] c'esta dire que A{X, Y} = {}; ;5@ X'Y!} oll & est
unesuitequi tendversO0 selonle filtre descompEmentairesiespartiesfinies.

Lemmell.1. — SoitA = AT{X, Y} etl = ([7]' X — p, pY — [7]5, XY — [7]5). Alors
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ETB,
(1) Inp"A=p"l;
(2) | estfermédansA pourla topolagie p-adique

Démonstation. — Le (2) suitdu (1) puisquel estcompletpourla topologie p-adiqueet que
le (1) montregu’unesuited’élémentsde | quitendvers0 dansA tendvers0 dansl. Montrons
doncle (1). Soit f(X,Y) = Y ;5@ X'Y! € p"A cequi revient a dire que p"|a;;. Quitte
amodifier f pardesélementsde p"(XY — [7]5") c p"l onpeutsupposeque f (X, Y) =
> &X'+ bjYl ol p" divisea; ethj. Si f(X,Y) e | c’estquel'on peutécrire f (X, Y) =
aX, Y)([7]" X — p)+b(X, Y)(pY —[7]%) +c(X, Y)(XY —[7]5 ") etlesrelationsY ([7]" X —
p) = [7]" (XY =[7]*"")—(pY—[7]°) et X (pY —[7]°) = p(XY—[Z]*"")—([7]" X—p)[7]>"
montrentquequitte a modifierc(X, Y) on peutsupposequea(X, Y) = a(X, 0) etb(X,Y) =
b(0, Y). Onvoit alorsquec(X, Y) = 0 etdoncfinalemengue f (X, Y) = a(X)([7]" X — p) +
b(Y)(pY—[7]®%). Montronsquea(X) € p" A (lapreuwepourb(Y) estlaméme).Posonga(X) =
Y.iC X'.Onaalorsag = —pcg eta; = [7]'ci_1 — pci cequifaitsii > 0et0< j <n-—1,
alorsp" diviseci 4 j[7]" — pGi+j+1 etdoncaussiZ?;é[ﬁ]r(”_1‘“pj (C+j[7]" — pCitjri1) =
[7]""¢i — p"cin etdoncp" divisec; dansAT. O
Corollaire Il.2. — L’anneauﬂ[r;s] estsepale pour la topolagie p-adique (il estclairement
complet) De pluson a uneapplicationnaturelle surjectiveﬂ[r;s] dansle compkté p-adiquede

Kﬁ[p/[ﬁ]r, []°/ p] dontle noyauestl'image de I'adhérencede | dansﬂ[r;s] etdoncnul, ce
qui fait quef&[r;s] s’identifieaussiau compkté p-adiquede’AVﬁ[ p/[7]", [7]%/ p].

Lemmell.3. — ToutélementdeA[;.q peuts’écrire dela mankere suivante:

=557

k>0 k>0

avec(ay), (by) deuxsuitesde A+ qui convemgentvers 0 (cetteécriture estbiensiir non-unique).

Démonstation. — C’est une conequencemmeédiatede la définition. On se contenterade
remarquerue

(o) ([ e
= P ) e (&) siks e

T

—)
—

O

Lemmell.4. — Si p et o sontdeuxélementsde Ef qui verifientve(p) = pr/(p — 1) et
ve(o) = ps/(p — 1), alorsA.q = A*{p/[p]. [0]/p}-

Déemonstation. — C’estévident. O
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Remarquongjuesionar; < rp < $ < s, alorsil y auneinclusion (les deuxanneauxen
présencesontintegreset ontmémecorpsdesfractions):
~ f Sil ~ jT S
7] p [7]"2’
Lemmell.5. — Cetteinclusionseprolonge enun morphismeK[rl;sl] — Afr,:s,] QUi esttou-
joursinjectif.

Démonstation. — Le morphismedu hautsefactoriseenﬂ[rl;sl] — K[rl;sZ] — K[rz;sﬂ eton
peutdoncsupposer; = ro ous; = S. Supposonparexempler, = ro = r (I'autre cassetraite
delamémemankre).Alorsil suffit demontrerquele morphismecompogAy.s,] — Apr:s,] —
A[r 1] estlnjectlf (tout cecipoursimplifier la notation).Onvadoncmontrerquesis > r, alors
A[r 5] = A[r .r] estinjectif. Soienta = [a] etp = [B] avecw, B € E telsquevE(a) =r et
ve(B) = s —r detelle sortequeA[r;s] = A{X, Y}/(@X = p, pY —aB, XY — B) etA[r;r] =
K\{X, Y}/(@X—p, pY —a, XY —1). Le faitquel'applicationnaturellef (X, Y) — f (X, BY)
du premieranneaulansle secondestinjective estéquialentaufait quesi f (X, gY) € (X —
p, pY — a, XY — 1), alors f (X, BY) appartienta I'id éal deﬂ{x, BY} engende par (o X —
p, pYB — aB, XYB — B), cequenousallonsmaintenantdémontrer

Commeponspar remarquelquequitte a modifier f (X, Y) pardesélementdel’id éal (a« X —
p, pY —a, XY —1) on peutsupposefenrempla@nt XY parl) que f (X, BY) = ,*:"8 y X+

120881 Y1. Supposonguel’on ait f(X, BY) = a(X, Y)@X — p) + b(X, Y)(pY — a) +
c(X,Y)(XY —1). LesrelationsY (@ X —p) = a(XY —=1)— (pY —a) et X(pY —a) = p(XY —
1) — (X — p) montrentquel’on peutsupposerquitte a modifier c(X, Y), quea(X,Y) =
a(X,0) := a(X) etb(X,Y) = b(0,Y) := b(Y). Comme f (X, BY) ne contientpasde terme
en XY c'estalorsquec(X, Y) = 0. Onadoncmonti que f (X, BY) = a(X)(aX — p) +
b(Y)(PY — ). Posond(Y) = Y"; 25 b; Y1, Pourterminerla démonstratioril fautmontrerque
bj estun multiple de 811, Un calculfacilemontrequesi j > 1, anrséj/Si = (pbj_1 — abj)
cequifaitques! divise pbj_; —ab; dansA* etdoncquep !+ divise Yi_, p™ Ka*(pbj 1k —
abjiki1) = p"tbj — a"bj 1. Restea choisirn assegrandpourque gt divisea"t?
cequi montrealorsqueg! 1 divise bj. O

Onutilise cesinjectionspourdéfinir, si | estunintenalledeRU{+o0}: B| = ﬂ[r;s]c|mR§[r;s]-

Soientl ¢ J deuxintenallesfermés,ce qui fait que§3 c By, on définit une valuation p-
adiqueV, sur§3 endécidantqueV, (x) = 0 sietseulemensi x € /Zq — pﬂ. etquelimagede
V, estZ. Par définition B, munideV, estun espacale Banachp-adique.De plusle compkte
deB; pourV, s'identifieaB;.
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Remarquel.6. — CommeA| estunanneawon anotammeny, (xy) > V| (X) + V, (y).

Le but de cette partie est de dégagerquelquesproprietes de cesanneaux.Commenons par
remarquerque le groupede Galois Gg agit sur At et que cette action s'étenda I'anneau
Eﬁ[ p/[7]", [7]%/p] etle stabilise,ce qui fait quel'action de Gg s’étendpar continuii a une
actionparisométriessursoncompkte p-adiqueet parsuiteétousles& etB,.

De mémele Frobeniusp s’étendenun morphisme
e P[P p [=]™
A+[ —qr _] — +[ - )
[7]" p [Z]P" p
etseprolongedoncen uneapplicationde,& dansﬂm pourtout I .

]

Lemmell.7. — Sil C [r; +oc], alorsB™ < By etsix € BT secritx = Yo PX[Xu],
alorsla valuation

_1
Wi () = inf inf k + 2~ Zue(x0)
ael keZ o

verifie V) (x) = [W, (xX)] ou |a| estle plusgrandentier< a.

Démonstation. — Le premierpointsuitdela définitionetdeplussix € BT verifiew, (X) >

0, alorsla sommeqw le définit corvergedansA| cequi fait queV, (x) > 0. Restea montrer
quesix € A, alorsW, (x) = 0. CommeA, estle compkte p-adlquedeA+[p/[n]r, [7]°/ p]
il suffit demontrerqueW, (x) > 0six € At six = p/[7]" etsix = [7]®/p cequi estclair.
CommeW, (p) = 1 onendéduitque W, (-)] estunevaluationp-adiguedontl'image estZ et
tellequeW, (x) > 0 si etseulemensi x € A| cequifaitqueV, (x) = [W, (X)]. O

Exemplell.8. — Beaucouple cesanneauxsontdéjaconnus.

1) g[o;ro] f A4n;ax etg[o;m] = B4n;ax;

(2) BF.Lg = B[o oo ;

3) At = A[o oo €1BY = B[o ool ;

(4) A= A[+OO +oq] etB = B[+oo +00] 1

(5) AT = Apr. yoo] 6B = Br. o).
Démonstation. — Le (2) estune congquencedu (1) et du fait que Brlg = N 20" (Bha-
Les (3) et (4) sontévidents,etle (5) estcontenudans[6, remarquell.1.3]. Restea montrer
le (1) qui suit du fait que par définition A, = AT{[Pl/p — 1} etA[o ro = A([P]/p} (et
A{X} = A{X — 1} puisqueA[ X] = A[X — 1]). O

Lemmell.9. — Onaﬂ[r;s]/(p) = ET[X, 75" X Y]/&@S, 7 X). Notammensir = s, alors
A/ (p) = ET/@)H[X, X1,
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Démonstation. — Soit A = AH{X, Y} etl = (XY = [7]5, p— X[7]", [7]S — pY) detelle
sortequeﬂ[r;s] s'identifiea A/ etdoncqueﬂ[r;s]/(p) = (A/1)/(p). On aunesuiteexacte
00— 1 > A— A/l — 0etlamultiplicationpar p induit undiagramme

Oo— I — A — A/l — 0
Ll |
Oo— I — A — A/l — 0

L l

l/p — A/p — (A/D)/p — O
et comme A/l estsansp-torsion, le lemmedu serpentmontreque (A/1)/p s’identifie au
guotientdu A/ p parl'image de | danscedernier Dansnotresituationona A/p = E*[X, Y]
etlimagedel s’identifiea (XY — 7", = X7", 7°) d’oui le lemme. O

Il.2. PlongementdesA dansBjj;

Onvamaintenantiéfinir desmorphismesieAyr.s; dansBz. Onvamontrerquesir, € I, alors
I'applicationg " réaliseuneinjectiondeB, dansBjR. Pourcela,soit J, = [rn; rn] avecn > 0.
Six € Ay,, alorson peutécrire

=z (d) vz ()

k>0 j=0

el T 2l
= ( YZ(D&‘“Z(%—l)mZ(rL)bj

k>¢ m>0 j=m
etcommelesa; ethy tendentvers0, lessériesy” -, (¥)ax ety ism (1)bj convergentdansA*
et la serie du hautestdonccornvergentepour la topologieker(9)-adiqueet corverge dansBOTR
versun élemento(x) € B

M

Propositionll.10. — Six € E\Jn on posern(X) = p(e~"(x)). L'application X — n(X) est
un morphismenjectif de E\Jn dansBOTR etsi Jy C |, alors le noyaudu morphismecompog
Ooiun: /Z. — Cp estker(d o ip : /Zq — Cp) = ([5pn]/p — 1)Z\|.

Démonstation. — Montronstout d’abordquekerd o i, : Aj — Cp) C ([pP']/p — DA,
(autre inclusionestimmédiate), il sufiit dele faire pourn = 0 car¢ " estunebijectionde
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A surAp,n etdoncdeA, surAy,. Soitdoncl = [r;s] avecr < 1 < setx € A, tel que
0 o 1p(x) = 0. On peutécrire

) g ()

k>0 j=0

R,
B

m=0

Bl g
+Z<[7 I ) Z<m>[ i 4 3 @l BT+ b,

m>1 j=m k>0

Iesdeuxprem|erstermesetantdesserlescon/ergeantdansB (nepasoublierqueax — 0 et
b; — 0) etdontla sommeestdansle noyaude? o 1o, etle troisiemetermeétantun éléementde
At (mémeargumentpourla corvergence)qui estannuk pard et qui s’écritdonc([p] — p)y
avecy € A*. Montronsquex — > k0@ P 1 + b[P11%) = ([Pl/p— Dzavecz e Al
Ona

X =Y ([P "1 +b[p° 1Y =

: ;ae(( )e—[lo1 r]£>+;be(< )e—[ﬁH]@):

([6]p—p> (—Z(%)kzae[ﬁl‘rl“k” 112(“”) 5 be[ﬁs_l]@_j_l>

k>1 =k i>0 >j+1

commele montreun petit calcul,ce qui montrel’assertionquantaunoyaudef o (g SUrA;.

Enfin montronsquet, estinjectif. On serameneimmeédiatemenaucasou n = 0. Sip(X) =0
avecx € /Z\Jo, alors6 o 1p(x) = 0 etdoncx estdivisible par[p]/p — 1. Comme( estun
morphlsmed anneauetqueB estintegre,c’estquex = ([P]/p — 1)x1 avecio(X1) = O et
X1 € AJO. En itérantce procece on endéduitquex € n;’?)([A‘]/p — 1)”AJO. Restedonca
montrerquen 5[]/ p — 1)”5\30 =0. L'imagedecetteintersectiordansZ\JO/(p) s’identifie
am+°8(x DHME*/(P)[X, X~ qui estnulle. On endéeduitqu’un élementde N3 ([B]/p —
1)”AJ0 estinfinimentdivisible par p etdoncnul. 0J

Corollaire Il.11. — Sir, € |, alors, réaliseuneinjectiondeA| etB, dansBjR.
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Remarquell.12. — Le noyaudef oty : By — Cp estker(d o ) = ¢"1(q)B). En effet,
((B°"1 = p) = "([B] — P), ¥"1(q) = ¢"(w) etonsaitque[P] — p etw engendrenke méme
idealdeA™.

Lemmell.13. — LesinclusionsnaturelIesdeAan‘,ixet,KT’rO danszqo induisentunesuiteexacte
0> At > AL @A 5 Ay — 0.

Démonstation. — LaflecheestAt @ AT'o — A estsurjectie caril sufiit dedecomposer
uneécritured’un éléementde A 3, endeux.EnsuiteA™ estcontenudanslintersectionde A,
etde AT etil restedoncamontrerquel’inclusion

A+ AT.r +
AT — AN AL

estaussiunesurjection.Onvad’abordmontrerquec’estvrai modulo pf& J (onremarqueraue
modulo p la flechen’estplusinjective). Rappelongjuelesanneawd: . etATro s'identifient
aAT{X}/(pX — [P]) eta AT{Y}/([P]Y — p) etqueA;,/(p) = E*/(B[X. X71]. Limage
de AT"o danscetanneas’identifie 2 E*+/(p)[X] et celle de A E*/(P)[1/X] cequi fait
guelimage deleurintersectionqui estun sous-ensemblgel'intersectiondeleursimages)est
un sous-anneade E*/({) et doncquela flecheA+ — Afron A estsurjective modulo
pE\JO. SiI'on prendx dansAtro n A il existedoncy e At telquex —y € pE\JO. Cela
veutdirequex — y € pA‘,, d'unepartete pAtro 4 [B]A* d'autrepart(il sufiit d’appliquer
le lemmell.9 atouscesanneaux)Commep divise[p] dansA., il existez € ['[3],'5\+ tel que
X—y—ze€ p(/l‘tro NA+_). Onconclutenitérantce procede (commeﬂ+ estcompletpourla
topologiep-adique). O

I1.3. Les anneauxfl_szjig

Danscen® onintroduitles anneauﬁﬁg.
T
rig
gtr _ g Bt _ gtr
Brig = Biri1oof €t Brig = UrZOBrig

Définition I11.14. — LesanneawB sontdéfinispar

On munitfl_sﬂ’gr delatopologiedeFréchetdéfinieparl’ensembledesV, ou | parcourt’ensemble
desintervallesfermésde[r; +oo[. On définit aussiA”" commeeétantl'anneaudesentiersde

rig
str :
By PourlavaluationVy ;.

Propositionll.15. — Onaker® o tp : §:i’gr“ — Cp) = <p”*1(q)§;’gr”.
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Démonstation. — Etantdonréela remarqudl.12 il suffit de montrerqueker o i, : By —
Cp) = ([pP"]/p — 1B, pourtout| C [rn; +oo[ cequisuitdell.10. 0

Lemmell.16. — Onaunesuiteexacte

0—>B"—>B" @B}, Bl >0

Démonstation. — Onvad’abordmontrerquesir, > r, alorsona
0— BY - B 1o @ Bloro) = Bprurg) = 0

il estclairquetoutélémenldeﬁ[r;rn] s'eécritcommesommed’élémentgesdeuxautresetil faut
vérifier guedeuxécrituresdifferentegifferentpar un elementde Bt ce qui revienta montrer
queByr.1oq N Bpor,] = B, ouencoreenappliquanty " queﬁ[rp—n;Jroo] N Bo.rg] = §§g ce
qui suitdulemmell.13.

Montronsmaintenante lemme.Si x € BIgr, alorspourtoutn on peutecrlre(pwsqueBrlg

B[r ra]) - X = an + by avecap € B[r +oq] €thn € B[o ra]- REMAarquongjuex = any1 + by
estune autre écriture de ce type (puisqueay 1 € B[r 4+oo] €tbny1 € B[o r,]) €tdoncque
bhi1 — bn € B+ ce qui fait que quitte a modifier a1 et b1 par desélémentsde B+ on
peutsupposemuea, = an;1 etby, = by1 cequifaitquex = a+ b aveca € B et
be m:ﬁ?)g[o;rn] = g:irg' =

Propositionll.17. — L’anneauBEgr estcompletpoursatopologiedeFrédwetetcontientﬁ’“r

commesous-anneadense

Démonstation. — Le fait que Brlg
pour V. g. EnswtemontronsqueBTr estdenseSoitx ¢ Brlg etr < s < t troisréels.Alors
commex € B[r;t], on peutl’ écrirecomme

Xn+Zbk< _]t)

k>n

estcompletsuit du fait quechacundesB[r .s] estcomplet

avecx, € B sin > 0.0Onaalors

X —Xn € (%) A[r 4] C <[_p]t> A[r 8]

etun petit calculmontrequ’alors Vjr.sj (X — Xn) > n(t/s — 1). Un agumentd’extractiondia-
gonalepermetdetrouver unesuitequi corvergeversx pourlatopologiede Fréchet. O

Corollaire 11.18 (Principe du maximum). — Pour x € BIgr etl =[s;t] ar,onaV,(x) =
iNf{V[s.s1 (X); V[t:)(X)}.
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Démonstation. — Un petit agumentmontreque c’est vrai avec W, a la placede V, pour
x € BT ;on conclutpardensi€ et continuié. O

Lemmell.19. — Sia estun élementde E* qui vérifie . = vg(a) > 0, alors la topolagie
définiepar V, surAIgr estplusfine quela topolagie [a]-adiquec’esta-dire quesi V| () —
+o0, alorsy; — 0 pourla topologie [a]-adique De pluslestopolagies[a]-adiqueset V.-

adiquessontéquivalentes.

Démonstation. — Soit (y;) unesuitetelle queV, (y;) > n pouri > ig etsoitm < Mrgpl)

>
Alors un petitcalculmontrequeV, (y;[a] ™) > 0 pouri > ig etdoncV.r1(yi[a]~™) > O pour
I > ip cequirevientadire quey; € [a]mArlg pouri > ig etdoncquey; tendversO pourla
topologie[a]-adique.

De mémesi y € [a]mAng, alorsVir;r](y) > (p_pﬂ et donc les deux topologiessont

éguvalentesOn prendragardeaufait quecelan’estplusvraisi | n’estplusréduitafr;r]. O

Corollaire 11.20. — L'anneauA ™" estcompletpourla valuationV .

Démonstation. — Dans[6, 11.1.2] on montreque,zﬁ’r estsépagé completpour la topologie
[a]-adiquesi ve(a) > 0. O

Il.4. Les anneauxBIog etleurs plongementsdans B,

CenP estconsace a la constructiond’un anneaLBIog qui esta Brlg ce queBg; esta Bpax. On
commencepar construireuneapplicationlogarithme.

Propositionll.21. — Il existeuneetuneseuleapplicationx — log[x] deE danang[X] qui
verifielog[xy] = log[x] + log[y], log[x] = 0six € k log[] = X et
log[x] = Z( 1= (X =D ] sivp(x(o) ~1>1

n>0

Démonstation. — Soit U; 'ensembledesx € E telsquevp(x©@ — 1) > 1. Pourx € U; la
serielog[x] = Y. o(—=D"1([x] — 1)"/n corvergedansB. . etlog[xy] = log[x] +log[y] par
unargumentde sériesformelles.On endéduitnotammentuelog[x] = ¢(log[x]/p) cequi fait
guelimagedeU; parlog estenfaltmclusedansBrlg Six e E esttelquevp(x(o)—l) > 0,alors
il existen tel quexIO € U; etle log s’étenddoncal’ensembledesx telsquevp(x(o) -1)>0.
Ensuitesoit x € (E*)*. On peutécrirex = Xo(1+ y) avecxg € kety e mg, de mankre
uniquece qui montrequelog s’étenda (E™)*. Enfin E* estun anneaude valuationetle choix
delog[7] acheve dedétermineie log. O
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Propositionll.22. — Il existe une et une seuleapplicationlog : At — B;rlg[X] telle que
log([x]) = log[X], log(p) = 0 etlog(xy) = log(x) + log(y).

Démonstation. — Six € A+ estexactementlivisible par p?, alorsil exister tel quel’on peut
écrirex = p?[x/pa](1 — pz) avecz € AT etla série

log(1— pz) = — (p2)

n>1 n

converge dansA™ gui estcompletpourla topologie p-adiquece qui permetd’ étendrdog par

multiplicativiteaA™ (etaussiaB™). O
On poseB,‘:)é B:,gr[X] muni de I'action de G et du Frobeniusdonréspar ¢(X) = pX et
g(X) = X + log([g(m)/7]) cequi fait quel'on peutprolonger’application:, : B;rlgr — B+

pourn assegyrandpar:n(X) = p~"log[r]. La propositionsuivantemontreque:n estinjectif
etcommuteauxactionsdeGF etde Frobenius(laou ce-dernieestdéfini), etdeslors onécrira

BLy = Bl [log[7]]. SoitaussiB/, = Uy »0Bly,

Propositionll.23. — L’application, : ng“[X] — B R Qui étend:, par in(X) = p~" log[7]
estinjective commutea I'action de Galoisetsarestrictiona Blog estp".

Démonstation. — Lesdeuxdernierspointssonttriviaux. Pourmontrerle premier il sufiit de
montrerque ' eélémentlog[z] esttranscendansur le corpsdesfractionsde Ln(B;gr”) et cela
revient au mémede montrerqueu = log([p]) esttranscendanssurLn(FracB;gr”) Montrons
toutd’abordqueu ¢ Ln(FracB;rlgr”) Soit 8 = 1 — [P]/p et Sl'anneaudesélementsde BOTR
qui appartiennené F ®o. A+[[ﬂ]]. Rappelongjue Fontainea monté queu ¢ FracS (cf

[18, 4.3.2]). La démonstratiorde la propositionll.10 montrequesi X € B;gro, alorsio(x) €

Setdoncsiu € Ln(FracBEgr”) alorsonax,y € BIgro tels que wo(y) = p(X)u (puisque
—”(B;gr”) BIgrO) et le résultatde Fontainemontreque celan’est paspossibleet doncque
u ¢ in(FracBh'm).

rig

Montrons maintenantque u esttranscendanSurLn(Frachgr”) pour tout n. Un petit calcul

montrequ’il existen : Gg — Qp tel queg(u) = u+n(g)t. Soitud +xq 1ud=t+...4+x9 =0
le polyndme minimal de u. Alors en appliquantg et en comparantles coeficientsil vient
0(Xg—1) = Xd—1 + dn(g)t ce qui fait que xq_1 — du s’identifie & un élémentde Byr stable
par Gg etdoncqueu = d1(xg_1 —¢) € Ln(FI'aCBT ") et on vient de voir que celaest

rig
impossible. O

Par la propositionll.22 il existe un élementlog(z) € |Og (remarquongquel’on a Blog =

rlg[Iog(n)] puisquela série qui définit log([] /) corverge dansA™: -10), On munit Blog de
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'opérateurdemonodromieN défini par

d d
N <k2_(:)ak Iog(n)") =— kz_(:)kak log(m)*~*

c’esta-direqueN = —d/d log(r). Un calculfacilemontreque N commutea l'action de Gg.

Remarquell.24. — L’'élementlog(x) estplusagi@ablequelog[7], parexemplew,(log(w)) €
Fnl[t]] sin > 1. NotammenResk (log(rr)) = log(rr) ou Resg estl’'applicationconstruitedans
[11, V.4] et X estunouvertcompactdeQp, tel que X + pilzp = X.

II.5. Action de Hk sur §;g

+

Danscen° on d(’—:-critIesinvariantsdeﬁrig sousl'action de Hk . Soitﬁﬁg K = (B! Hx.

rig
Lemmell.25. — Soit| unintervalle qui contient[0;r] etJ = | N [r; +oc]. On a unesuite
exacte0 — ’EV’P}E — ’é]}‘(r @ §|HK — §JHK — 0.
Démonstation. — Onavu quel’on aunesuiteexacte0 — B+ — B @ B, — By — Oet
enprenantiesinvariantspar Hx ontrouve

0— §; — §1}‘<r @ﬁ:"K — §S|K LA H(Hk, §+)
et pour montrerle lemmeil sufiit de montrerques = 0. Soitx e B, alorsil existen tel

ques(x) € HX(Hk, p~"A") etdoncs(p"x[7]) € H(Hk, W(mg.)). Or ce dernierespace
de cohomologieestnul ([11, 1V.2.4] appligLe a la repésentatiortriviale) et on en déduitque

5(x) = p~"[7]~t8(p"x[7]) = 0. O
Corollaire I1.26. — Dansle casou | = [0; +oo[, on obtientla suiteexacte:

0— §E — §Lr [ (’é;fg)HK — §;r|ng — 0
Lemmell.27. — Six € (B0, alorsil existeunesuitebornéea d’élémentsjeﬁjg, telle

gquex = Zi>0a4 (w/p)' (la serie comergeantdansﬁ[o;s] avecs assezpetit).

Démonstation. — On se rameéneimmédiatement: montrerque si x € (A%, alorsil
existe unesuite g d’élémentsde,&;, telle quex = ), sodi(w/ p)'. On va d’abord montrer
queo : Z‘_}E — Og_ estsurjectve. Si K = F, c’estbienconnu(on seramenea montrerque
c’estvrai modulo p, et celarésultealorsdu fait queles{s',i € Z[1/p] N [0; 1[} formentune
basede Eé/(s — 1)E§ (voir [6, 111.2.1])) ; ensuitesoientik (k) I' €lémentconstruitdansla
propositionl.1, @y = 1k (wk)™, eta = {x € Og_, vp(x) > 1/p}. Rappelong7, p. 243] que
sin > Oetx € Ok,,,, alorsNk,.,/k,(X) —xP € a. Commevg (ik (k)) = (p_ﬁ ona, pour
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n> 0, vp(wn) = Wl—l)eK etdonc,sin > 0, alorsw,, estégalmoduloa & uneuniformi-
santede Ok,,. Ceciimplique quel'application O [@,] — Ok,/a estsurjectve, etdoncque
Og _[@n]lnz0 — Og_ estsurjective (puisqu’ellel'est moduloa et quelesdeuxOg_-modules
enprésencesontcompletspourla topologiea-adique).Commemy, = 6 o ¢~ "(ik (wk)), CECI
montreque? : K; — Og_ estsurjective. Soit maintenanix € (A0 <. On définit deux
suitesx; eta de (A%ax)HK etﬂﬁ dela maneresuvante: xo = X, etsii > 0, alorscomme
0(x) € ng, il existeg € f&fg tel qued(x) = O(g). Cecimontrequex; — a estdansle
noyaude® etestdoncdivisible parw/p dansAl ... Onposex 11 = (p/w)(Xi — &). Il estclair
qu'alors,x = Y i50ai (w/p)'. O

On peutd’ailleursmontrerquea — 0, eneffetsix € Al alorsil existeunesuitea; = o(i),
tellequex e p—“iZﬁ + (w/ p)‘A$aX. Un petit calculmontrequecelaforcea — 0.

Propositionll.28. — L'anneauB;' estdensedans'EVSE’gr « pour la topolagie de Fréchetde ce
derniet

Démonstation. — Celarevient a montrerquesi I'on sefixe unintenalle | = [0; rp] avec
n > 0, alorspourtoutx € Bl il existeunesuitex; e BY' telle queV; (x — xj) — +oo.

Etantdonréela decompositiordu corollaire11.26 il suffit de le faire pourx € §['3!<rn+m] avec
m > 0. On sefixe m tel que V; (¢"*™1(q/p) — 1) > 0 (c’est possiblecar pour tout |

compacte"t™1(q/p) — 1 pourV,). Le lemmell.27 auquelon appliquep™t™ montreque
tout élementx € §5§n+m] s'ecritx = » 50X (@"™1(g/p))' ol x; estunesuiteborreede
By etdoncquex = YisoYi (@™ 1(g/p) — 1)’ ol y; estunesuiteborréede By. Comme
Vi ("™1(q/p) — 1) > 0, la suite (¢"*™1(q/p) — 1)' tendvers0 pourV, etdonc,pour
montrerla proposition,il suffit deprendrex; = Zij:o X ("t 1(q/p) — 1)\ O

+

II.6. L'anneauB, «

Soit B;’gr’K le compkte de BE pour la topologiede Fréchet.On va donnerune description
I k- Onadejavu quil existen(K) e N etry e AL dont

I'image modulo p estuneuniformisantede Ex etquesir > rnk), alorstoutéléementx BL’r

peuts'écrirex = Y. &7k ol a € F etou la sériey", , acTX estholomorpheet borrée

surla couronneouverte{ p~ /" < |T| < 1} etcorvergesurle bordintérieut

nettemenplus agabledesB

t.r
rig
dela corvergencesurlescouronnegiéfiniesparun intervalle compactce qui fait queB

L’anneauBL’r estalorsmuni de la topologieinduite par celle de B qui devient la topologie

tr

rig, K est

le compEte de BL‘ pour cettetopologieetdoncque
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rig, K
Propositionll.29. — Soit H{ (X) I'ensembledesséries ), ., a XK avecay € F ettelles
que tout p e [a 1[, liMks 400 [k K = 0 et soita(K,r) = p~ /&’ Alors I'application
%"“K AR ng k quia f associef (k) estunisomorphisme

On définit ausslBIog K = B:Ig k[log(m)], cetannealeststableparles actionsde ¢ etde I'k

étantdonréqueg(log()) = log(e()) = plog(r) +log(e(w) /7 P) ety (log(r)) = log(w) +
log(y (r)/m) et queles seriesqui définissenog(¢ () /7 P) etlog(y () /) corvergentdans

.I.
Brlg K-

Rappelongjuedans]6, I11.2] (voir aussila premiresection,propositionl.4) il estdéfini une
section Ry de l'inclusion BL C §TK qui a la propriete quesir > rp), alors Ry estune
applicationAL’r-Iinéairede KL‘ dansAL’r, ainsi que desapplicationsRy, et R, qui ont des
proprietessimilaires.

Lemmell.30. — Pour tousa € Z[1/p] etr > rpk), r € N[1/p] ona Rm([ﬁ]a;&};’r) C
[F]2AL".

Démonstation. — Quanda € Z etr = rp c'estle contenude |.5 car c’estvrai avecr a
la placede [7] et /[7] estuneunite de A% pourr > 1[6, 1.1.5]. CommeRy o o™ =

Mo Ry etquep(w) = TP onpasseadea € Z aa € Z[1/p]. Enfin KL‘ estl'intersectiondes
[7] AL 4 AT+ ot chacundestermeseststablepar R O

Lemmell.31. — Sir > rpk), alorspour | > r, Ry : §T<’r — §T<’r verifie I'in égalite
Vi (Rm(X)) = Vi (X).

Démonstation. — Nousallonsdoncmontrerquesi x € §J}Qr verifie Vir,1(X) > 0, alorsona
VIr:s)(Rm(X)) > 0. Parle lemmell.18 on serameneaucasour = setdoncl = [r;r]. Le
lemmell.7 montrequel’intersectionde §Er avecA, estla r('—:-uniondes[ﬁ]”‘p*",&‘;{r ce qui
implique par le lemmell.30 que Rn(BL" NA|) c BL' N A;. OnadoncV (Ry(x)) > Osi
V| (X) > 0 cequi montrele lemme. O

Le lemmeprécdentmontreenparticulierque Ry s'étendenunesectioncontinuedel’inclusion
de BIgr K dansBIgr k- On prolongeles Ry enunesectionde 'inclusion de Blog k[1/t] dans
|og k[1/t] en posantRn(t™) =t~ d’'unepartet Rn(log()) = log(x) d’autrepart (voir la

remarqudl.24).

Remarquell.32. — QuandK,, = F larestrictionde Ry a(B
I'applicationRes , de[11, V.7.1]. De mémeRy = Reg,-mz ..

H
rlg) FC Brlg g N'estautreque
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Démonstation. — Pourle casde Ry, il suffit devoir quelesdeuxapplicationssontcontinues,
Ok [[x]]-lin éairesetquesii e Z[1/p], alorsRo([¢']) = Reg,([¢']). Ensuitela formule Ry, =
¢ Mo Ry o o™ permetdeconclure. O

Lemmell.33. — Soitx € E\L’r. Alors pourtousa, b € N il existem tel que Rn(X) — X €
+ baT.r
mqAg + pPAL .

Démonstation. — On a vu dansla propositionl.5 quesi x € Al , alorsx = limp Rn(X)
dansAk. La topologiedef&K estdéfinieparlefaitque{yraA; + pbf&K} formentunebasede
voisinagesde zéro. On endéduitquesi m estassezgrand,alors Rn(x) — X = 78rt 4+ p°r-
avecrt € Af etr~ e Ak cequifait que Rn(x) — x — par+ e pPAx NAL" = pPAL" dou
le lemme. O
Propositionll.34. — Six € §E’gr’K, alorslimm_ 100 Rn(X) = X.

Démonstation. — SoitN € N etl C [r; 4+oo[. Il existey € §Lr telqueV,(x —y) > N. I
existectelquey € p*CE\L’r etparle lemmeprécdentl existealorsmtel queV, (Rn(y)—Yy) >
N. Enfin V| (Rn(X — y)) > V, (X — y) parll.31 cequifait que V| (Rn(x) — X) > inf{V| (X —
Y); Vi(y = Rn(¥)); Vi (Rm(y) — Rm(X))} = N. O
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APPLICATION AUX REPRESENTATIONS p-ADIQ UES

Ce § estconsace al'application desconstructiongle la sectionprécdentea la caracérisation
desrepiésentationg-adiquessemi-stableget cristallines)en termesdu (¢, I'k )-modulequi
leur estassoce.

l1l.1. Régularisation par le Frobenius

tr
rig

T, pr

Le Frobeniusp estunebijectionde B sur§p| et induit doncunebijection deB sur§rig

surBP" puisquep (log[7]) = p - log[7].

ainsiquede By} surBj!

log
Lemmelll.1 . — Soith unentierpositif. Alors

+00 —hsAT,p~Sr _ A+ 400 ~—hsxT.P75r _ 54

Ne_oP A =ATetN_Hp Arig C Brig

Démonstation. — Montronsle premierpoint: commex € A"' il s'écritde man&reunique

sousla forme Yo PX[x] etdemémepsx = Y~ pkMS[x]. Commep"Sx e AT-P™™ cest
que

P k+h 0
>
vE(Xk) + p—l( +hs) >
cequiimpliqueque
(k + hs)r
> -
UE(Xk) = psil(p — 1)

etdonc(enlaissantendres vers+oo) queve(Xx) > 0 cequifaitquex € AT

Passonsau deuximepoint. Pourtout s on peutécrirex = as + bs avecas € p_hsf&t P et
bs € B . Parle lemmell.13 onaas — asy1 € BT etd’autrepartas — ag,1 € p-"StDAT P

rig* =
cequi fait queas — as;1 € p "S*DAT et que quitte & modifier as,1 on peutsupposerue
as = as+1 = a. Onaalorsa € NS5 p NSATPT — A+ etdoncx e §ﬁ{g. O
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Propositionlll.2 (Régularisation par le Frobenius) — Soitr et u deuxentiers positifs et
A e Muxr(ﬁgg). On supposequ’il existe P € GLy(F) telle que A = Py 1(A). Alors
A€ Musr (Bigg).

Démonstation. — Soit A = (ajj) etaj; = Zﬂzoa”,n log[7]". Soithg € Z tel que phP ¢
Mu(Of) eth = hg + d. L’hypothesereliant A et P peuts’écrire:
Pi1p M (@1)) + -+ + Piup H(ayj) = aij Vi <u, j<r

et commeyp~1(log[7]™) = p~"log[7]", on endéduitquesi &jn € p~ CA:Igr, alorscomme

popix € OF ety Y(akn) € p- CAIg/p onaajnep " CAIgr/p Onitéreceproceck etil en
sortqueaijn € NI p s~ CA:Igrp . On estenmesured’appliquerle lemmelll.1 & p©ajj , et
la propositionsuit. O
l1l.2. Représentationssemi-stables
SoientBl} =Bl K[Iog(n)] et

rlg(v) r|g K ®BJr DT(V) et Dlog(v) = Iog K ®BT DT(V)

Le théoemel.3 montreque D”g(V) et Dlog(v) sontdeang K- et Blog k- moduleslibresde
rangd = dimgq, (V). Si M estun Gg-modulesoit M (i) le tordude M par x' (twist de Tate).

Propositionlll.3. — Ona
Fti sii > 0;

X B, X) =y X, V Gkl =

Déemonstation. — Soit V" = (Bl

(puisquer, réaliseuneinjectionde V" dans(BJr )Gk = K) stablepar Frobeniuset la proposi-
tion 111.2 impliqueque V" = (B Iog(|))GK cequi fait que[18] V" = F. CommeV; = U3V}
celadémontrele résultat. O

(1))Cx. C’estun F-espacevectoriel de dimensionfinie

SoitD&(V) = (B ®q, V)C¥, rappelongjueD (V) = (Bfgg ®q, V)®K. SiV asespoidsde
Hodge-Btenégatifs,alorsDg; (V) = Ds(V) etengéneralDsy(V) =t~ dD {(V(—d))(d) pour
d assegyrand.

Propositionlll.4 . — SiV estunereprésentationp-adique alors (B|Og ®q, V V)CK estun F-
espacevectorieldedimensiorfinie, etle morphismenduit par I'inclusion de Bfgg dansBLg

D&(V) = (Blog ®q, VI
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estunisomorphismele (¢, N)-modules.

Démonstation. — Sin € N, alors D, = (BL&” ®q V)GK estun F-espacevectoriel de

dimensionfinie < [K : F]d, cary reallseunelnjectlon de Dy, dansDgr(V), qui estun K-
espaca/ectorlelde dimensionfinie < d. Ceci montrequ’entre[K : F]d + 1 élémentsde
(Blog ®q, V)®, il y atoujoursunerelationde dependancé-linéaire etdoncque(BIog ®Q,
V)Ck estun F-espacevectorieldedimension< [K : F]d.

Passonsnaintenanaudeuxk‘—:-mepoint.Soientvl, -+, v etdy, -- -, dy desQp- et F- basesle
\ et(Blog ®Q, V)CK | |l existeunematriceA € eru(ﬁfgg) telleque(di) = A(vj) (les(d;) et
(vi) sontdesvecteurs:olonnes)Soit P la matricede ¢ dansla base(d;) (qui estinversiblecar
o : Blog — B,‘:)g estunebijection).Onaalorsg(A) = PAetdoncA = ¢ 1(P)p 1(A); la
propositionlll.2 montrequeA e eru(B|og) etdoncque(Bmg@)Qp )CK C (B|og®Qp )BK =

D& (V), cequi permetde conclure. O

Une repiésentationV a poids négatifsest donc semi-stablesi et seulemensi elle est BIog
adm|SS|bIeat elle estcristallinesi et seulemensi elle estB:Ig-admlssmIep esta-diresi elle est
,og -admissibleet quesespériodessonttuéespar N.

De plus,si lespoidsde Hodge-Rtede V nesontpasnégatifs,alorsentordantV on endéduit
gueV estsemi-stablesi et seulemensi elle estBlog[l/t]-admissibleeteIIe estcristallinesi et

seulemensi elle estBEg[l/t]-admlssmle.

Propositionlll.5 . — SiV estsemi-stablen a unisomorphisme&ecompaaison:

|og[1/t] ®F DSt(V) |og[1/t] ®Qp

Démonstation. — Cecirésultedu fait quedanscecasonadéja:
Bigl1/t] ® Dsu(V) = Bf [1/t] ®q, V
il suffit anrsdetensorlsetesdeuxmembresparB,og[l/t] au-dessudeﬁgg[l/t]. O

Théoremelll.6 . — SiV estunereprésentationp-adique alors
Dsi(V) = (D, (V)[1/t)h™® et Ders(V) = (D}, (V)[1/t)"*

Notammend¥ estsemi-stablgrespectivemertristalline) si et seulemensi (D,og(V)[l/t])FK
(respectlvemer(Dng(V)[l/t])FK) estun F-espacevectorieldedimensiond = dimg, (V).
Démonstation. — Le deuxime point estune cons’aquenceimmédiatedu premier Ensuite

commeDlog(V)[l/t] C (Blog[l/t] ®q, V) (et queD (M)[1/t] C (B [1/t] ®q, V)) les

rig rig



40 CHAPITRE Ill. APPLICATION AUX REPRESENTATIONS p-ADIQUES

résuItatspr(’-:'o’edentsmontrentque(DlJ[)g(V)[l/t])FK (respectifement(D;rig(V)[1/t])FK) estin-

clusdansDg(V) (respectrementdansDcis(V)).

Montrons donc que Dg(V) C (DLQ(V)[l/t])FK et Dgris(V) C (DEQ(V)[l/t])FK. Il suffit
de s’occuperdu cas semi-stablecar le cas cristallin en suit en faisantN = 0. Soitr =
dimg (Ds(V)). Onpeutsuppose(quitteatordre)lespoidsdeHodge-Thtede V négatifspuisque
I'on ainvers£t partout.Onsaitqu’alorsDg(V) = (§Lg®QpV)GK etdeplus(ﬁl,g@QpV)HK =
§|J[)g,K ®§TK DT (V) puisqueDT(V) a« la bonnedimensions. On endéduitquesi I'on choisit
unebase{e} deDT(V) et{di} unebasede Ds(V), alorsla matriceM e Mer(gl-[)g,K) définie
par(di) = M(g) estderangr etvérifieyxk (M)G—M =00uG € GLd(BL) estla matricede
yk dansla base{g }.

LesopérateursRy introduitspr('—:‘c(—:-demmen!sontB,‘:)g K

c’estvrai surB‘;< [log()] et qu'on étendRy, par continui€) ce qui fait que yx (Rn(M))G —

Rn(M) = 0. Deplus, Rn(M) — M etsiM e erd(ﬁﬁ;gK), alorsRy(M) e erd(ﬁﬁ;gK).

Soit N = ¢M(Rn(M)). On a alors yk (N)¢™(G) = N et commeles actionsde ¢ et I'k

commutentsur D;rig(V) onag(G) = yk(P)GP~1 (P estla matricede ¢ et estinversible

car ¢ estsurcowementet BL estun corps)ce qui fait quesi Q = ¢™ 1(P)---¢(P)P, alors
¢™(G) = Yk (Q)GQ ! etdoncyx (NQ)G = (NQ). La matriceNQ déterminer éléements

de DEQ(V) qui sontfixéspar yk . Il restea montrerque cesélementssontlibres sur F quand
m estassezyrand.Mais commeRy, (M) — M, la matriceN Q va étrederangr pourm assez

grand(puisqueM estderangr) etdoncdéterminemun sous-modulédibre de D;g(V). A fortiori
le F-espacerectorielengende parles éléementsdétermirespar N Q va étrede dimensionr et

doncégalaDg(V). O

-linéairesetcommutenti 'k (puisque

Propositionlll.7 . — Ona lesisomorphismede comparisonsuivants:

(1) siV estunereprésentatiorsemi-stablgalors
D'(V) ®g1 Bjog k [1/1] = Dst(V) ®F Blog  [1/1]
(2) siV estunereprésentatiorcristalline, alors

D'(V) ®g; Bfg «[L/t] = Ders(V) ®F Bfg ¢ [1/1]

SideplusV a sespoidsde Hodge-Tate négatifs,alors Dgi(V) C Bﬂ;g K Ogt DT (V).
’ K
Démonstation. — Encoreune fois on ne s’occupeque du cassemi-stableje cascristallin

s’obtenantnfaisantN = 0. On peutsupposequeV a sespoidsde Hodge-Thtenégatifscar
celarevient a multiplier parunepuissancealet le termede gaucheOn saitqu’alorsDg(V) C
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BT

;
jog.k ®g, DT(V) etque

Blog, «[L/t] ®g; D'(V) = Biog «[1/t] @ Dsx(V)

cequi montrequesi I'on choisitdesbasegd;} deDg(V) et{g} deD'(V), alors(g) = B(d})
avecB € Md(ﬁl,g’K[l/t]); la propositionlll.6 implique d’autrepartque (di) = A(g) avec
A € Ma(Bjyg ¢ [1/t]). CommeDs(V) C Bjpg ¢ ®g; D'(V) ona A € Ma(Bjg ) etdonc
finaIementA € Md(BLg ) etdeplus AB = Id. On peutalorsappliquer’opérateurRy qui est

,og k [1/t]-linéairepourtrouver ARy(B) = Id cequifaitqueB = Ry(B) etqueB adoncses
coeﬂuentsdansBlog k [1/1].

Le fait queA € Md(B|og k) implique que Dst(V) C BIog K ®g! DT(V) etle faitque B <

Propositionlll.8 . — SoitV unereprésentatiorsemi-stableat soit M la matrice de passae
d’'unebasede Dg(V) a unebasedeD'(V). Alorsil exister € Z et € BL telsquedet(M) =
Ath.

Démonstation. — Le déterminantela matricedepassagestéegalaucoeficientdela matrice
depassag@ourle determinanteV etil suffit doncdemontrer’assertionendimensionl. Une
repiesentatiorsemi-stableledimensionl estcristallineetestdoncdelaformewx" ol w estun
carackrenon-ramifg et x estle carackrecyclotomique.La périodede w estalorsun élement
B € W(k), cequifaitqueDs(V) = F - Bt~ etDT(V) = BL - B d’ou le résultat. O

l11.3. Représentationscristallines et représentationsde hauteur finie

Danscen®, onseplacedanse casKk = F etV estunerepésentatiorcristallinede Gg. Ondit

gu’'unereptésentatiorp-adiqueV de Gg estdehauteuffinie si D(V) pos®deunebasesurBg

forméed’élementsde D" (V) = (B ®Q, V)HF . Un résultatde Fontaine[20] (voir aussi[12,

[11.2]) montrequeV estde hauteurfinie si et seulemensi D(V) pos&deun sousBé-moduIe
libre detypefini stablepary derangégalad = dimg, (V). L'objet de ce n® estde démontrer
le résultatsuivant:

Théoremelll.9 . — SiV estunereprésentatiorcristallinede Gg, alorsV estdehauteurfinie.

Démonstation. — Fixonsunebase{g} de DT(V) ainsiqu'unebase{d;} de D¢is(V), et soit
U la matricede passagele 'une a l'autre c’esta-direque (g) = U(d;). La matriceU esta
coeﬂuentsdansB;rIg [1/t]. De plussil'on remplaceV parV (1), alorson peutremplacerd

part—1d; (1) etdoncU partU cequi fait quequitte & tordresufisammentV on peutsupposer
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queU estacoeficientsdansB;g’F, cequel’'on fait maintenantSoit ngyF I'anneaudesséries
formelles o ark ollag € F et Zkzoakx" estde rayonde corvergencel. Nousaurons
besoind’un résultatde Kedlaya[25, 4.3] (la formulationoriginale de KedlayaestU = VW

maison s’y rameneentransposant)

+

rig.F» alorsil existeV dans

Propositionlll.10. — SiU estunematricea coeficientsdansB
Id 4+ Md(Bﬁg’F) etw danst(B‘;) tellesqueU = WV.
Remarquonsju’on a nécessairemertet’\W) # 0 etcommeBTF estun corpscelaimpliqueque
W estinversible.Soit P la matricede¢ dansla base{g } (qui asescoeficientssurcowvergents),
D la matricede ¢ dansla base{d;} (qui estdonca coeficientsdansF) et G la matricede y¢
(un gérerateurde I'r) dansla base{g } (elle estaussisurcowvergente).Un petit calculmontre
que,si { fi} estla basededdag(V) déduitede{g} par(fi) = W 1(g), alors:

Mat;1,) () = p(V)DV ™~ = (W™ HPW
Mat; 1) (ve) = yr(V)VH = ye(WHGW

Lescoeficientsdela matricep(V)DV 1 sontdansFracB, . D’autrepartlescoeficientsde

oW HPw sontdansB‘;. Onendéduitquedandabase| f; }, la matricede ¢ asescoeficients
dansFracB;iLg’F d’une part etdansBTF d’autre part. C’'estdonc[12, 11.12] que Mat; ¢, (¢) €
Md(FracBﬁ). De plussiv = det(V), alorsdet(Mat;f,,(¢)) = ¢(v) detD)v—1 etcommeV e
Id 4+ Md(Bﬁg,F) onavel+ nB;{g,F. Lescoeficientsde Mat; f,; (¢) n'ont doncpasde poles
enzérocequifaitqu'il existex e BJFr non-dvisible parz tel quei Mat;,(¢) € Md(BJFr). Pour

lesmémeraisonsMat;t,;(yr) € Md(FracBJF“).

Soit D le B}“-moduleengendé parles fi. Onvientdevoir queip(D) Cc Dou A € BE n'est
pasdivisible parz etquele Frac(Bé)-moduIeengendé par D eststableparT'k.

Lemmelll.11. — Si D estun BJFr-moduIeIibre de typefini tel quele FranJF“)-moduIeen-
gend par D eststablepar I'r etA € Bé — yrBJFr esttel queip(D) C D, alorsil existe
D’ c D unsous-moduldibre detypefini stablepar ¢ etI'r qui estderangmaximal.

Pourmontrerquela repésentationV estde hauteurfinie il suffit donc, graceau résultatde
Fontaine,de montrerle lemmece que nousfaisonsmaintenantLe lemmeestdémonté dans
[12] (c’estlareuniondesénon&slil.8 alll.15) maisl'une desétapesitilise demankerecruciale
quek estfini etil nousfautla contournef? .

M|l s'agit du lemmelll.9. On remarqueral’ailleurs que ce lemmeaurait plutdt di tre énoné de la manire
suivante: « SoitM un B -modulelibre derang fini munid’uneactionde I tel quele FracB;; -moduleM ®g

FracB;, soitmunid'uneactionde ¢ commutant celledeT ettelle qu'il existea € N tel quel'on ait (M) C
772M. Alorsp(M) C M. » C'estceténoné& qui estdemontg et utilisé dansla suitede[12].
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Onvad’abordmontrerquel’on peutsupposequel’r (D) ¢ D. SoitG = (y¢) ; onrervoieala

congquencelucorollairelll.15 de[12] pourla constructionsoud’hypothesequele Frac(Bé)-

moduleengende par D eststableparI'g, dew, 8 € Bﬁ tels que pourtout y € G on ait

y(@D) c BD. Commey ()/n estinversibledansB, on peutsupposequern nedivise pas
a ; eneffet, I'inclusion «D ¢ gD implique quesi 7 divise «, alors = divise 8. Soit alors
G-aDle sousBé-moduIedeﬁD engende parlesy(aed) ouy € G,d € D. CommeBé est
noetherier(carprincipal),commep D estdetypefini, etcommeG - « D estréunioncroissante
de sous-modulesle typefini de 8D, c’estqueG - « D estenfait reuniond’'un nombrefini de
y(aD). Il existedoncn e Netys, -+, y, € GtelsqueG-aD = > y(eD). DeplusG - oD

eststablepar G et doncparcontinuig il eststableparI'r. Ensuitecommeig(D) c D ona

ra - (D) C aD. Soitu = ]_[i”:ly.(ka), onvoit quee(yi (@D)) C ¥ (D) pourtouti et

doncqueng(G-aD) c G-aD etquer nedivisepasu. Cecimontrequel’'on peutseramener
aucasou D eststableparTk.

On supposaloncmaintenangue D estun BJF“-moduIeIibre detypefini stableparI'r etque
A € Bf — 7B esttel querp(D) C D.Lidéall dess € B telsquedop(D) C D eststable
parT'r etpar[12, 111.8] il estdelaforme (x2[]"_,¢'(q)%). Depluscommex € | etquer ne
divisepasa c’estquea = 0. Soitalorsa = hot+haghrt—+bn. .. p"=1(q)fr Un petitcalcul
montrequeg(a D) C oD etquea D eststableparI’s. OnpeutdoncprendreD’ = oD etceci
achewve la demonstratiordu lemmeet doncdu théoremelll.9. O






CHAPITRE IV

PROPRIETES DE B

L’anneauB:ig,K estisomorphegcanoniquemerdi K = F) al'anneaude Robbautilisé dansla

théoriedeséequationglifférentiellegp-adiquesCe8 estconsace ala demonstratiomlequelques
unesde sesproprietesrelatvesa I'action de I'k : on définit aussidesopéerateurdifférentiels
qui serontutilespourla suite.

IV.1. L'opérateur V

Danscen®, y estunéléementdel'k etn(y) = vp(1— x(y)). Onsupposeuen(y) > 1letque
I = I'nk)-

LemmelV.1. — Sil = [r; s] estunintervallefermé de|r; +oo[, alorsil existen(l) € N, tel

guepourx € B:i’gr’K, onait V,; ((1 — y)x) > V,(x) + 1 desquen(y) = n(l).

Démonstation. — Par densié etlinéari& on seraméneau casol x = 7§ aveck € Z. Alors
sik>0

K k—1
V(JT}IE) —7T}|2 =JT||2 (V(T(K) — 1) =7'(}|2 ()/(JTK) — 1) (% _|_..._|_1)

T Tk

etsinon

k k—1
—k —k -k [ 7K —k{ 7K T
_ — ~-1) = 1) =K 4. 11
y(m) — 1y Ty ()/(77:2) ) Tk (V(TFK) ) ()/(77:2_1) + 1t )

Commeon aV,(xy) > V| (X) + V| (y) (voir la remarquéll.6), le lemmerésultedu fait que
V| (y(tk)/mx — 1) > 1sin(y) estassegyrand,; eneffet, y (nk)/mx — 1 tendversO quandy
tendversl. O

Sil =[r;9], soitB'K 'anneaudessériesformellesen wk qui corvergentsurla couronnede
rayonsintérieursetextérieursa (K, r) eta (K, s). Le lemmepréc@dentmontrequesi y estassez
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prochedel, la séried’opérateurs

logy) 1 Z(l—y)”
log(x () log(x(¥) ;51 N

corvergeversun opérateurcontinuV; : B:i’gr’K — B}, etun petitagumentde sériesformelles
montrequelog(y)/ log(x (y)) ne dépendpasdu choix de y. NotammentV|,(X) = V|,(X)
si lx = [r; ]. On en déduit que la valeurcommunedes V| (x) appartienta B;ri’gr,K, et que
'opérateurx — V(X), ou V(x) estlavaleurcommunealesV, (x), estcontinupourla topologie

deFréchet.

Deméme,si y estassezprochedel, alorsla seried’opérateurs

log(y) _ 1 3 D
log(x(yNA—y)  loglx(¥) {5 0
t.r

cornverge versun opérateurcontinuV /(1 —y) : B
formellesmontreque

fig K B, etun petit argumentde séries

v — 1l-y \%
-y 1—yk 1—vy
nedépendpasduchoixdey etdéfinitaussiunopérateurde B
la topologiede Fréchet.l estclair que

tr

rig.k_danslui-méme continupour

(1—yk) =V.

1—yk

LemmelV.2. — LarestrictiondeV asﬁ’gﬂK verifieV =t-9oud(x) = (1+ m)dx/dx.

RemarquelV.3. — Attention au fait que cesnotationsne sontpascompatiblesavec[7]. Ce
qui estnoté @ cheznousestnoté V dang[7].

Démonstation. — Dans|[7] il estdémonté que I'image de BL’r” pariy, = ¢ " dansBaLR
estcontenuedansKy[[t]] sin > n(K). L'imagepar¢—" de B;ri’;j‘K ala mémepropriete par
continuit. Commeyp " estinjectif etqueV, td commutent ¢ il sufiit demontrerqueV —ta

estnul surKy[[t]] cequiestévident. O

Montronsqued est« presques surjectve:
PropositionlV.4. — La conneion o réaliseunesurjection

(1) de B;rig,K + F -log(mk) dansB;rigK :

(2) de Bﬂ;gv k danslui-méme
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Démonstation. — Toutd’abordsi ek estl'indice deramlflcatlonde Keo/Foo, Iog(n/n ) est
une série surcowergentece qui faltqueBIog K ng k [log (k)] RappelonsqueBJr estun
corps,eton peutdoncsefixerr > rpk) tel qued (k) etl/d (k) appartiennerd BLr.

Soit F (k) € B

rig. i - POsoNsF (k) /3 (k) = Y anmy, alors

an n dTK an s
F = n+1 0 a|— =90 a_1lo
(k) n;_anrl( + Dy onk + - (n; X Nl g~ +alog(rk)

cequi montrequeF (k) = 0G (k) avecG(mk) € BS k + F -log(mk) pours > r.

rig.
Ensuitela formule

3(Gj (k) log! (7)) = (3G) (rk )k log! (k) + Gj (k) j log! (i )dmk /7
montrequesi on saitfaire (1), alorsunerécurrenceermetdefaire (2) ce qui montrela propo-

sition. O

RemarquelV.5. — Sid(y) = x etx € B!

log, k » @lorson nepeutpasdire quey € BIog k Mais

enrevanchey € BIog « pourtouts > r.

IV.2. Inversionde 1 — yk

En utilisant les résultatsdu n° precédenton déterminel'image de 1 — yx B:ig,K[l/t] —
rlg K[l/t]

PropositionlV.6. — Soitx € Brlg k[1/1]. Alorsil existea € Bng k etb € B,
x=a+ (1—yk)b.

T

rig.k [1/1] telsque

Démonstation. — Soit j € N tel quex = t—jx, avec Xj € B:Ig k Un petit calcul qui
reposesur le fait que VBng k C tBrlg k montre qu'il existe xj 1 € Brlg k telquex =

— 7V (xjt71) 4+ x;_1t~U =D cequi montre(parrécurrencejjuel’'on peutécrirex = Vz+y

aveczet™! BIg k ety € Brlg k- Lapropositionsuitalorsdu faitquevVz = (1 — VK)17VVK (2).

[
LemmelV.7. — Soitx € B/  tel quepour toutn > 0 onait x € ¢"L(@)BJ. Alors
X € tB;rIg K-

Démonstation. — Soits = rp, tel quex e <p”—1(q)B;r|gr”K pourtoutn > ng. Rappelongjue

B:,gs k S'identifie (noncanoniquement un anneaude seriesformellesen i . Soit Qn (k) =

¢"1(q). Ona Brlg K N <p”—1(q)B;r|gr”K = " 1(q)Brlg « car une série estdivisible Qn (k)

si et seulemensi les zérosde la premire ont un ordre > a ceuxde la secondece quel'on
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peutveérifier localementDe méme,commeles ¢"~1(q) sontpremiersentreeux, 'hypothése
du lemmeestéquialenteau fait que,pourtoutn > 0,onaitx € (pn(n')/(pno_l(fr)BT’s =

rig,K
<p”(n)B:i;; K commeyp™0—1(x) estinversibledansB;’gf k- Onpeutdoncécrirex = ¢" () p~"Xn

TS Lesx, € BLS

etonvamontrerquela suite{x,} corvergedansB ' . g k Verifientlarelation:

@" (1) " ()
pn n— pn+1

n
Xn+1 = 0 etdonc (Xn — Xn41) + Xn1 <1_ 4 F()CI)> _o

Onendéduitquesi | estunintervalle contenudang[s; +ocl, alors

(1) Vi = Xnt1) = Vi (Xn+1 (1 -? F()q)>) z Vi (Xn41) + Vi <1 _ ¢ F()q))

On sefixe | un intervalle compactet commelim,_ . V| (1 — ¢"(q)/p) = +oo surtoute
couronnedu type {|z| € |}, on peutsupposequeV, (1 — ¢"(q)/p) > 0 pourn assezgrand.
Alors I'in égali& (1) montreque V| (Xn — Xn+1) > V| (Xhr1) etdoncqueV, (Xn) = V) (Xpt1).
Les x, ont donctousla mémevaluationpour n assezgrand.Enfin I'in égalié 1 et le fait que
limn 00 VI (1 — @"(q)/p) = +oo impliquentquelim,_ ;o Vi (Xn — Xnt1) = +00 etdonc
guela suitex, cornverge.

Ceci étantvrai pourtout |, la suite x, converge pour la topologiede Fréchetversune limite

ye B;ri’gsK etun calculimmédiatmontrequex = ty. O

RemarquelV.8. — On peutaussidire que xt~1 estunefonction méromorphesanspdles, et
celala force a @treholomorphegc’esta-direquext ! € B;rig k - Celasuitderésultatggéréraux
delLazard[26] surlesfonctionsanalytiques.

PropositionlV.9. — Soitr > 0etn > n(r). Alors

ker® oo : Bl \« — Cp) = " H@B] «

ker® o 1n: Bl « — Cp) = " H(@B]

Démonstation. — Le premierpointestunecongquencémmédiatedell.15. Pourle deuxeme

six € Bl esttel qued o iy(x) = 0, alorsx = ¢""Y(q)y avecy e Bl etalors
x = ") Ro(y) cequifaitquey = Ry(y) etdoncquey e B;ri’gr,K. O

LemmelV.10. — Soitx € Bﬁ’gr’K ety e 'k avecn = n(y) = n(r). SiTrg,/k (6 o tn(X)) =0,

alors

1-v t.r

x € " 1By

yzl—)’K

Démonstation. — Cecir('—:-sultedelapropositiorpr('—:-c(—:-denteetdufaitquell__—y’:< =Trg, k. O
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PropositionlV.11 — Soitx € B k €tno = n(r). On supposejuepourtoutn > ng ona

I’Ig
Trk,/k (0 o tn(X)) = 0. Alorsx € (1 — VK)B|og,K-

Démonstation. — Le Iemmepreoedentmontreque —X € " 1(q)B:,gr“K pourtoutn > ng
etdoncque—x € tBIg K- Posonsl—x = ty. Parla propositionlV.4 il existez e BIog K
telquey = 9z etalorsx = (1 — yk)z: eneffet V(x — (1 — yk)z) = 0 et celamontreque
X—(1—yk)zeF. Commeﬁ agitparun multiple del'identité sur F etqueﬁx etv(z)

sontdanstB:Ig k onabienx — (1 —yx)z=0. O

T
IV.3. DualitedansBy, ¢

On montreque I’accouplemende dualité classiquesur les anneauxde Robbaestcompatible

auxextensionsB’ /B

rig,Ko/ =rig,K1*

PropositionlV.12 — Soitx = X(7k) = ZxJnK € Bng k- Par la propositionlV.4 on peut
écrirex = d(y + alog(zk)). On posereg(X) = aex .

Alors reg(X) ne dependpasdeschoix faits (de K, de wrk) etl’application X, ¥ = (X,y) =
resp(xy) estbilinéaire etinduit unedualité parfaite entre Brlg  etlui-méme(c’esta-dire que
toute f ¢ B:Ig x détermineuneformelinéaire g — (g, f) dontla restrictiona chaqueBIgr K
estcontinue etréciproquemensi on sedonneunetelle formelinéaire, alorselle provientd’'une
1.
fe Brlg K)
Démonstation. — Si wk etz sontdeuxuniformisantesassodeesaux corpsK et L, alors
Iog(n ) — Iog(nLL) € Bng kL Cequi montrequequeres(x) ne dépendpasdeschoix faits.

EnsuitelesformulesexplicitesdelV.4 montrentque

H
res(H (k) = exa 1 ( - ((::)) )

et doncquesi reso(x:rk) =0 pourtoutj € Z, alorsx = 0. Restea voir quesi A estune
formeIlnealrecontlnuesurchaqueB k avaleursdansF, alorsil existey dansB! k telque

A(X) = (X, y) pourtout X. Soit

rig, rig,

— 137TK
o 42
ek

ety =>" y,nk. Un petitcalculqui utilise encorda formuledelV.4 rappeéeci-dessusnontre
quesiy e Bng K alorsonabieni(x) = (x, y). Il sufiit doncdemontrerquey e Bng K - S0it
a >r etl =[a; a]. Laformelinéairei estcontinuepourla topologiede Fréchetsurchaque
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B;ri’gr k c'esta-dire qu’elle estcontinuepour chacunedessemi-normest il existe doncC(l)

telle quevp(Ax) > V| (x) — C(l) cequifait que
107K —]
) > -1 _ > /
vp(yj) = Vi <nK o > C() > e c'(hH

cequi montrequey € B;g K- O

Onpourrad’ailleursrapprocheta propositionprécdentede[16, 5.1] ou encorede[10].



CHAPITRE V

STRUCTURES DIFFERENTIELLES SURLES
(¢, T'x)-MODULES

Dansle § précedenton a fait I' étudede (Bng k- V). Ce § estconsace a la constructionde
I equatlond|fferent|elleassoceea unerepésentationV, qui estun modulea conneion au-
dessusle (Bng k- V). Ondonneensuitedesapplicationsaux repesentationsemi-stablegt a
la théoriede Sen.

V.1. L’'opérateur Vy

Danstoutcen®, V estunerepresentatlorp adiquedeGg. Rappelonquel on apos® Dng(V) =
V) © (Br,g®QpV)HK =B, «®g; D'(V). Lelemme
derégularisatiorparle Frobenlusmontrequ ona(Bng)‘/’ 1c (Bng)<" 1 = Qp etdoncquel'on
récugereV parla formuleV = (Brlg ®ng, ”g(V))w 1 On choisitunebase{g} deDT(V)
et on prolongeles opérateursRy, aBrig,K ®BTK DT (V) par RnOQ_ 2 ®8) =Y Rnhi) ® §.
Comme Ry, estBTK-Iinéaire,Ie prolongemenne dépendpasdu choix de la base{g }. Nous
auronshesoindu résultatsuvantqui estun corollaireimmédiatdela propositionll.15 :

Biig k ®gt D'(V) etnotammentueD

LemmeV.1l. — Soitr > 0etn > n(r). Alors

ker® o un : ”g (V) > Cp®q, V) =" 1(Q)D:.gr( )

ker(@ otn : D™(V) — Cp®q, V) = ¢" (@)D" (V)

Démonstation. — La propositionll.15 montrequesi 6 o tn(X) = 0, alorsx = n*1(q)y avec

y € Brlg K ®B‘r rlg(V) Onaalorsx = ¢"1(q)Ro(y) etdoncy = Ry(y) € Dng(V). Enfin
pourle deuxemepomt il suffit d’utiliser le fait qu’un eléementde BL’ " divisible par ¢"~1(q)
dansB'™ I'estdansBl". O

rig,K
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Onvamuner;g(V) d’'uneconn&ion Vy (au- dessude(B

Vy tel queVy (A - X) = V(&) - X + A - Vv (X).

ig. K » V) c'esta-dired’unopérateur

Onsefixe unebase{g} deDT(V) etsix € Drlg (V) s’écritx = )_ X ®§ avecx; € BIgr «» alors

onpose(sil esttelquer € 1) : V| (x) = inf; V| (X). Ladeflnltlondepencblela basemalspasla
topologiedéfinieparlesV, qui estequvalenteaIatopologlemdwtesuang(V) parBrlg ®q, V,

ce qui montred’ailleurs que D:Igr (V) estcompletpuisqu’il estfermé dansB:,gr ®q, V. Dans
cettepartiey estunélémentdeI'k etn(y) = vp(1 — x(y)). Onsupposeguen(y) > 1 etque

r 2 e)-
LemmeV.2. — Sil = [r; s] estunintervallefermé de[r; +ool, alorsil existen(l, V) € N,
tel quepour x € D”(V) onait V| (1 — y)x) > V,(xX) + 1L desquen(y) = n(l, V).

rng

Démonstation. — Siy € D (V), alorsV, ((1 — y)y) > V,(y) + 1, quandn(y) estassez
grand,puisqud’action de Gk estcontinue Onsefixen(y) telqueV,((1—-y)g) > V|(g)+1
pourtouti etle lemmerésultealorsdulemmelV.1 (le casdela rep€sentatiorriviale) puisque

l-»xi®e)=A-yx®yr@)+x & 1A-yea
0]
Sil =[r;9], soitB'K 'anneaudessériesformellesen k. qui corvergentsurla couronnede

rayonsintérieursetextérieurse (K, r) eta (K, s). Le lemmeprécdentmontrequesi y estassez
prochedel, la séried’opérateurs

logy) _ 1 Z(l—y)”
log(x (v)) log(x(¥) ;=1 N

corvergeversunopérateurcontinuV, v : Drlg V) - Drlg (V)®Bn B}, etunpetitargument
de seriesformellesmontrequelog(y)/log(x (y)) ne dependpasdu choix de y. Notamment
Vi, v(X) = Vi, v(X) si lk = [r; s]. Onendéduitquela valeurcommunedesV, v (X) appar
tlentaDIgr (V), etquel’opérateurx — Vy(X), ou Vy (X) estla valeurcommunedesV, vy (X),
estcontinupourla topologiede Fréchet.

ExempleV.3. — Un calculfacilemontreparexempleque Vg ) =td +r suang(Qp(r)).

LemmeV.4. — Soitx € D' (V) tel quepour toutn > 0 onait x € ¢"~1(q)D'"(V). Alors

; rig rig
X € tDrlg V).

Démonstation. — Apresle choixd’ unebasedeD! (V) celasuitimmédiatementlelV.7. O

I’Ig
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V.2. Application aux représentationssemi-stables

Un cristal sur Brlg k estun Bng k -“modulelibre muni d’un Frobeniuset d’une conneion qui
commutentJa conneion étantau-dessusle V. Commenons par définir ce qu’estun cristal
unipotent.On remarquerajue celane dependpasde I éventuellestructurede Frobenius Soit
doncM un Brlg k -modulelibre derangfini d munid’uneconneion Vyy au-dessuseV.

PropositionV.5. — Lespropriétessuivantesontéquivalentes

(1) Vw esttriviale surM ®+ B,T K c'esta-dire qu’il existeey, - -+ ,€4-1 € M
Brig,K 0g. Bng K

Bl « telsqueVme = Oet@gBl ([1/t] = M !, By k[1/1];
(2) il existed €lementsfy, ---, fy_1 de M qui formentunebasede M ®B$9,K B;g7K[1/t]

surBT

rig.  [1/1] ettelsqueVi (fi) e t-(fi_1,---, fo) ol (-) denotele B! x -“moduleengendre.

rng,

Démonstation. — Commenonspar montrerque (1) implique (2). L'opérateurde monodro-
mie N = 1 ® N laissestablele F-espacerectorielengende parlese, carle (1) impliqueque
lesg engendrente noyaude Vy, agissansur M ®BT B;[)g K etuncalculdirectmontreque
N commutea V) (carN commuteal’action de Gg) etdoncstablllsesonnoyau onpeutalors
supposeque N(g) € (g_1,---,€p) car N estnilpotent. On peutécrire de manere unique
g = Z‘j’;é Iogj (m)dji. Montronsque f; = dg; estunefamille qui satishit la conditionde (2).
LefaitqueVu(g) =0etN(g) € (g _1,--- , &) impliquerespectrementgue

t(l+4+m)
Vm(do,i) = dy,i — etdyi € (doi—1,--- . do,o0)

cequifaitqueVM (do,i) € t(do,i_1,---,doo)- Montronsenflnqueles fi engendrenM ®B|T|g )
ng k [1/1] sur Brlg k[1/1]. Soitm € M ®B$g, ng « [1/t], parhypotheseon peutécrirem =
> uig et doncm = Y A fi + n-log() ou A; estle termeconstantde ; et commem €
M ®Bﬁg, ng k [1/t] onanéessairemem = 0.
Montrons maintenant’implication réciproque.On va montrer par réecurrenceque I'on peut
prendreg = Zi] _o fjaji avecajj € BLg k etai = 1.Enranglil n’y arienamontrer Enrang
d, Vm induit uneconneion sur (¢ fiB ng K)/foBrlg k qui satishit les mémesconditionset il
existedoncey, - - - , €, telsqueVy (g)) = «; fo. Un calculimmédiatmontrequea; € tB,‘:)g,K
etdoncqu’il existe s € B;[)g’K telqueV(Bi) = «i. Onposealorsey = foetg = € — g fo, ce
qui achewve la recurrencela matricede passageles f; auxg esttriangulaireavec desl surla
diagonaleston endéduitquelesg engendrenbien M ®Bﬁg, B|Og K [1/1] surBlog K[/t O

Un cristalqui satishit lesconditionsde la propositionpréc&dentesstdit unipotent.
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PropositionV.6. — SoitV unereprésentationp-adiqueet D;g(V) le cristal qu’on lui a as-

sock. Alorsil existen tel quela restrictiondeV a Gk, estsemi-stablgrespectivemertristal-
line) a poidsnégatifssi et seulemensi D:ig(V) estunipotent(respectivemerttivial).
Démonstation. — Onavu queV estunerepésentatiorsemi-stablele G, si etseulemensi

Dipg(V) = Dl (V) g, Bl k [1/1]
aunebased’élementsstablespar yk,,. Si V estsemi-stablealors Vy estdonctriviale, c’est-
a-direquesi e, - - - , €41 estunebasede Dg(V), alorsils satisfontle (1) de la proposition

précedenteenraisondu theoremede comparaison

t t t
Dsi(V) @F Byog i [1/t] = Dyig (V) ®g1_ Biog k [1/1]
Réciproquemensi D;g(V) estunipotent,alorslesey, - - - , €51 engendrentin F-espacevec-
toriel surlequellog(y) agittrivialementcequi fait quel'k agitatraversunquotientfini etdonc
n
gquelesg sontstablesparyf pourn assegyrandetformentalorsunebasede Dgi(Vy) si V,, est
la restrictiondeV aGk,,.

Ondit aussidanscecasguela conneion estunipotenteDe plusV estcristallinesi etseulement
si on peutchoisirles fj telsqueVy (f;) = 0 etla conneion estalorstriviale. O

V.3. LesmodulesDse(V) et Dgif (V)

Rappelongjue Sena montie [33] quesi V estunerepiésentationp-adique,alorsl’'ensemble
dessousK . -espacesectorielsdedimensiorfinie de (Cp ®q, V)"« stablegparl'k admetun
plus grandélementDse V) etqueCp ®k,, DsedV) = Cp ®q, V. De plussiy € 'k est
suffisamentprochede 1, alorsla seriequi définitlog(y ) corvergeentantqueseried’opérateurs
Qp-linéairesde Dser(V) etl'opérateur®y = log(y)/log(x (y)) estun opérateurK -linéaire
qui nedépendpasdey. SoitDR_ (V) = DgerV)®kn ; alorssi n estassegrandDl, (V) estun
Kn-espacerectorielstablepar®y tel queDgen(V) ®k, Koo = Dser(V).

D’autre part Fontainea montté dans[21] quel’ensembledessousK [[t]]-moduleslibresde

type fini de(BOTR ®q, V)Hk stablesgparI'k contientun plus grandélément nousle noterons
Di(V) danscetarticle et on a Bjz ®«.jit] Dis(V) = Bir ®q, V. Deplussiy € I'k est
suffisamentprochedel, alorsla seriequi définitlog(y ) corvergeentantqueseried’opérateurs
Qp-linéairesde Dgf(V) etl'opérateurvVy = log(y)/log(x (y)) estun opérateurqui ne depend
pasde y et qui vérifie Vy (ax) = aVy (X) + V(a)x ce qui montreque Vy estuneconneion

surD¢(V); onl' étenda Dgif (V) = Koo (1)) @kt Degif (V)-
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On peutretrouver (Dsed V), ®v) & partir de (D (V), V) via I'application® : Bj; — C,
commenousle verronsci-dessousRappelong7] quel’application:, = ¢~ " ervoie BE” dans
Knl[t]] C B etenvoiedoncD™ (V) dansunsousKy[[t]]-moduledeD (V).

PropositionV.7. — L'application de K ((t)) ®gtm D-'n(V) dansDgit (V) déduitede:,, est
K
unisomorphismele K ((t))-modulesavecconneion, si n estassegyrand.

Démonstation. — Onprendn > ng tel quean(BL’r”) c Kpl[[t]]- Il estclair qu'alors
Kool[tll ®, gprn, tn(D™(V))
estun sousK[[t]]-modulelibre detypefini de (Bjz ®q, V)" stableparIk.

Montronsque c’est Djif(V) pourn > 0. On auneapplicationé : DaLif(V) — Dse(V) et
Dser(V) estun K -espacevectorieldedimensiond = dimg,, (V). Onendéduituneapplication

0oy :DM(V) = DseqV)

dontle noyauesty"1(q)DT'" (V) parle lemmeV.1 ce qui fait qued o ¢, réaliseuneinjection
d'un B}Qr”/g)”—l(q) modulederangd dansDse{V) et sonimageestun K,-espacerectoriel
Vh dedimensiond stableparI'k . Un petit calculmontrequedesélementsie K, ®k, Vn liés
surK« le sontdéjasur Ky etdoncqueK, ®k,, Vi estdedimensiomrmaximaleetdoncestégal
aDsed V). Celaimpliquequele déterminantdel'injection

Koo[[t]] ®,, LM, (DT (V) < D (V)
n'estpasdivisible part et donc(commeK [[t]] estun anneadocal d'idéalmaximal(t)) par

le lemmede Nakayamajuel'injection ci-dessugstenfait unisomorphisme. O

Corollaire V.8. — Par extensiondesscalaireson endéduitquel’application

Koo((1)) @gtn Drig" (V) — Dai(V)

K rig
déduitede , estaussiun isomorphismede K, ((t))-modulesavecconneion, si n estassez
grand.

Gracea cescalculson peutretrouver Dgr(V) a partir de DT(V), la propositionsuivante se
trouve dang[21, prop.3.25].

PropositionV.9. — SiV estunereprésentationp-adiquede G, alors Ko, ®k Dgr(V) estle
noyaudela conneion Vy opérantsurDgj; (V). Enparticulier, V estdedeRhansi etseulement
Si Vy estla conneiontriviale.
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Démonstation. — L’actionde Vy surK,, ®k Dgr(V) esttriviale etdeplussir > 0, alors
t"Koo[[t]] ®k Dgr(V) estun sousKq[[t]]-module de (B ®q, V)« libre de type fini et
stableparI'k cequi montreque K., ®k Dgr(V) estbieninclusdansle noyaude Vy agissant
surDygis (V).

La théorie géreraledesmodulesa conne&ion montrequele noyaude Vy surDgj (V) estun
K «-espacevectorielde dimensionfinie < dimg_ () (Dqif(V)) ; il estaussistableparT'k et
provientdoncparextensiondesscalairesd’'un K,-espacerectorielstableparI"'x pourn > 0.
L'actionde I'k surce Kp-espacerectorielestdiscretecar Vy = 0 (cf [35, chap.V]) etdonc
quittea augmenten l'action de 'k, esttriviale et cetespaceestdoncinclusdansDgr(Vn) =
Kn ® Dgr(V) ou V, estla restrictiona Gk, de V, ce qui fait quele noyau de la conneion
agissansurDgif (V) estinclusdanskK ., ®k Dgr(V). Onadonchienque Ky, ®k Dgr(V) est
le noyaude Vy surDyii (V). O

V.4. ReprésentationsC p-admissibles

La théoriede Senpermetde caracériserfacilementesrepesentation€ ,-admissibles

PropositionV.10. — SiV estunereprésentationp-adique alors V estCp-admissiblesi et
seulemensi ®y = 0.

Démonstation. — SiV estCp-admissiblealorsona(Cp@)QpV)HK = I?oo®K(Cp®QpV)GK
etDsen(V) = Koo ®k (Cp ®q, V)Gk estmunidela conneion triviale.

Réciproquemenssi Dse( V) estmunidela conneion triviale, alorsl’action deI'k estdiscrete
sur(Cp ®q, V)" etV estdoncCp-admissible. O

La propositionsuivanteestduea Sen[33] et estun casparticulierde résultatsassezyéréraux
surla caracérisationde l'algebredeLie del'image de |k pourunerepiésentatiorp-adiqueen
termedel’'opérateur®y, :

PropositionV.11 — SoitV unereprésentationp-adiqueC p-admissible Alors la restriction
deV a lk estpotentiellementriviale.

Le but de ce n° estde donnerunedémonstratiorde cettepropositionqui reposesur la théorie
deséquationglifferentiellesp-adiquesCommeon nes’intéresseaju’ala restrictiondeV a lg,
on supposedanstout ce n° quek estalgébriguementlos. Si L estune extensionfinie de K,
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soient

5. =L 5 et 87“ T
T — 87'[ "= p‘P 87T|_

cequifait ques,, (f (L)) = g(L) ol g(X) = X - dg/dX. Nousauronsbesoindu résultat
suivantde Tsuzuki[39, 5.1.1]:

ThéoremeV.12 — SoientL une extensionfinie de K, A € GL4(B) tel que|A — Id| <
e — 1] etC € Md(BI) tel ques,, A+ AC’ = np(C))A, alorsil existeY ¢ GLd(B[) tel
qued, Y +YC' =0etY =¢(Y)A.

Corollaire V.13, — SoitL uneextensiorfiniedeK, A € GLy(By) telque|A—Id| < | —1]
etC e Md(BI) telqued A+ AC = pp(C)A, alorsil existeY e GLd(BI) telquedY+YC =0
etY = o(Y)A.

Le corollaire suit immédiatementu théoemeen posantC’ = B”TLLC. Ce theoemeva nous
permettradlemontrerquesi V estunereptésentatiorelle queD' (V) estmunied’uneconneion
surcowergentedy, alorsV etdy sonttriviales.

LemmeV.14. — Soitd : BL — BL définipar 0(x) = (1+n)dx SiV estunereprésentation
p-adiquede Gk etdy : DT(V) — DT(V) estunopérateurdifferentielau-dessusie (B, , 9) tel
guedy o ¢ = py o dy. Alorsle sous-gouped’inertie de Hk agit a travers un quotientfini sur
V.

Démonstation. — ConsiceronsV en tant que repesentatiorde G, ; le moduleDT(V) est
un BI modulelibre de rangfini muni d’'un Frobeniusétaleet de la conneion dy ; de plus
quittearemplacerL paruneextensiorfinie on peuttrouver unebasede D'(V) danslaquellela

matricede Frobeniusestaussiprochedeld quel’on veut(eneffet soitr > 0; larep©sentation
V aunréseaul stablepar Gk donton fixe une baseet commele morphismequi définit la

representatiorestcontinuon peutsupposenquitte a augmentei. quesonimagedansGL(T)

estcomprisedansl + p' Mq(Zp) auquelcasT/p" T estla repesentationtriviale de H. cequi

fait quele (¢, I'L )-modulequi lui estassock esttrivial etdoncquele FrobeniussurDT(T) est
trivial modulo p").

Le corollaire au theoemede Tsuzuki(V.13) appliqie a A = Mat(p) et C = Mat(dy) nous
donnealors une matriceY qui définit unebaseys, - - -, yqg de DT(V) telle que p(yi) = Vi
ce qui fait quela restrictionde V a H esttriviale et donc quela restrictionde V (comme
repesentatiorde Gk ) al'inertie de Hk estpotentiellementriviale. O

LemmeV.15. — Sila conn&ion Vy deDng(V) veérifie VV(D (V) C tD! (V), alorsl'opé-

rateurdy = t~—1vy verifie dy (DT(V)) c DT(V).

rig rig



58 CHAPITRE V. STRUCTURESDIFFERENTIELLESSURLES (¢, 'k )-MODULES

Démonstation. — Soitel, ..., e unebasedeDT (V) surB? , telle quela matricede ¢ vérifie
Q= Mat(<p) € GLd(A ). C’estaussiunebasede Dng(V) sur Brlg k- Soit D = Mat(dy) €
Md(Bng k). OnremarquerauedQ € Md(B ) puisqued présere BT Le fait queVy ety
commutentmontrequepp(D)Q = 9Q + QD. SoitH =D+ Q— 18Q. L’ équationprécedente
s’écritalors

H - pQ p(H)Q = —pQ 'p(Q*3(Q)Q
et—pQ lp(Q 19(Q)Q € Md(BIg «)- Le résultatquel'on cherchea établirestque H et
doncD asescoeflc:lentsdansBT Il sufiit doncde montrerle fait suvant: siH Md(Bng K)
vérifieH — pQ 1lp(H)Q = R e Md(B ), alorsenfait H € Md(B ), cequenousfalsons
maintenantSoient| - |} lesnormescorrespondaraux valuationsV, ; on les étenda Md(B )
endécidantque|M|; = sup|mjj|;. Un élementx de B:Igr K estdansBK si et seulemensi la
suitedes|x|; (avec| C [r; +oo[) estborrée,etil enestdoncde mémepourles matricesa
coeficientsdanscesanneauxCommeQ < GLd(A ),ona|QM|, = |MQJ|, = M|, etdonc
aussilQ M|, = IMQ~1|; = |M|,. Fixonsr tel que Q, Q~1, et D aientleurscoeficients
dansBEg’/}f. DansnotrecasH — pQ~1p(H)Q = R etil existe une constanteC telle que
pourtout |, onait: |R|; < C.OnaalorsH = R+ pQ 1¢(H)Q etdoncH ¢ Md(B;ri’gr,/}f)
d'unepart,et|H|;, < C + p*1|H|p_1| d’autrepart, ce qui fait quesi § = IH 1 p-1r, pr]s alors
[Hlir:s < C+ p~1(8 + [H|p. p-1q) etdoncsir < p~"s < pr, alors

- _ _ C+5$
IHlr:gg < (C+p S)A+p T+ +p h)|H|[r;p4‘s] <1_—1/p+3

cequifaitqueH estacoeficientssurcowements. O

LemmeV.16. — La conneion ©y sur DseV) esttriviale si et seulemensi Vy (DT(V)) c
t- D}y (V).
Démonstation. — Si Vy(DT(V)) c t - Drlg

0 o tn de(D;rlgr”(V), Vv), c’estque®y = 0.

(V), alorscomme(Dseq V), ©v) estl'image par

Réciproquemensi ®y = 0, alorspourtoutn > 0ona

Vv (D7 (V)) C ker(@ oty : DII"(V) — Cp®q, V) = " @)D" (V)

parle lemmeV.1, etle lemmeV.4 permetde conclure. 0J

Démonstationdela propositionV.11. — Commeon s’intéresse la restrictionde V aliner-
tie, on peutsupposeque le corpsrésiduelk de K estalgebriquementlos, ce quel'on fait
maintenantOn a vu qu’'unerep’ésentatiorV estCp-admissiblesi et seulemensi le module
Dser(V) quilui estassock parlathéoriede Senestmunidela conneion triviale etonamonté
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gue cetteconneion estl'image par 6 de celle qui existe sur D%(V). Le lemmeV.16 montre

quedanscecasVy (DT(V)) c t - DEQ(V).

Le lemmeV.15montrealorsquet ~1Vy estuneconneion surcowvergentesurDT (V). Lelemme
V.14montreensuitequelarestrictiondeV a(I'inertie de) Hx estpotentiellementriviale. Enfin
commeV estCp-admissibleDZ, (V) s’identifie (quitte a restreindregt commeon a suppog
k algebriquementlos)a K, ®q, V munidela conneion triviale cequi fait quel’action deT'k
estdiscrete.En recollantles morceauxon voit quela restrictionde V a I estpotentiellement
triviale. O






CHAPITRE VI

EXTENSIONS DE REPRESENTATIONS SEMI-STABLES

Dansce 8§, on utilise les résultatsqui relientles (¢, 'k )-moduleset la théorie de Hodge p-
adiquepourdémontrerque certainegepiésentationsontsemi-stablesOn demontredeuxtels
résultatsSoient

HE(K, V) = ker(HY (K, V) — HX(K, B¢Z: ®q, V)
HE(K, V) = ker(HY(K, V) - HY(K, Bmax®q, V))
Hg (K, V) = ker(HY(K, V) - HY(K, Bst®q, V))
Hg(K, V) = kerH (K, V) — HY(K, Bgr ®q, V))
Le premierrésultatestun résultatde Perrin-Riou(dansle casou k estun corpsfini ; cf [28,

29, 30]) qui suitdescalculsdeBloch et Kato surla dimensiondesespacedd fl(K, Qp(r)) pour
r>1:

ThéoremeVI.1. — SiV estunereprésentatiorordinaire, alorsV estsemi-stable

Le deuxiemeestun corollairedufait d a Hyodo (toujoursdansle casou k estun corpsfini ; cf
[18,17]) quesi V estsemi-stablealorsHg (K, V) = Hg (K, V) :

ThéoremeVI.2. — SoientX etY deuxreprésentationgp-adiquessemi-stablegt V une ex-
tensionde X par Y. SiV estdedeRham,alorsV estelle-mémesemi-stable

C’estunecongquencele la conjecturede « monodromiep-adiques (et permetd’ailleursde
réduirela démonstratiorde cettedernire au casirréductible).D’autre part, il n’est pasdur
de montrerqu’unereptéesentatiorordinaireestde de Rham,et le theoemeVI.1 estdoncune
congquencealutheoemeVl.2.

Le restede ce § estconsace a la démonstratiorde cesthéoremes e premierétantdémonté
enVl1.3 etle secondenV1.4. La bijectivité deI'exponentiellede Bloch-Katoexpy,  fait enfin
I'objet deVI.5.
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VI.1. Cohomologiegaloisienneet (¢, I'k )-modules

La premereétapeestde disposerde constructionexplicites desextensionsde V. Cesexten-
sionssontdécritespar le groupede cohomologiegaloisienneH (K, V). Celui-ci admetune
descriptiorexplicite entermesde (¢, I'k )-modules c’estunrésultatde Herr, voir [7, 22], dont
nousrappelondesrésulatgqui nousseronautiles.

Soit Ak le sousgroupedetorsiondeI'k ; commeI'k s'injectedansZ}‘, onaqueAg estun
groupefini dontle cardinaldivise p — 1 eton pose

P L 8
A =
|Ax ] s&x7
cequifaitquesi M estunZ[[T"k ]]-module,alors p, estun projecteurde M dansM2«. Soit
y ungéréerateurdel'k /Ak (parexemplel'image de yk).

Soit D'(V) = D(V)2X. Si « estuneapplicationD’(V) — D’(V) qui commutea I'k, soit
Cya,y (K, V) le complexe suvant:

0— D'(V) 5> D'(Vya D' (V) 2 D'(V) - 0

ou f(x) = ((@ — DX, (y — Dx) etg(x,y) = (y — Dx — (@ — 1)y,

La propositionsuivanterassembléesrésultatsde[7] dontnousauronsbesoin:

PropositionVI1.3. — La cohomolgie du complee C,, ,, (K, V) s’identifiea la cohomolgie
galoisiennede V. De plus:

(1) soient(x, y) € ZX(C, ., (K, V)) etb € BQo, V unesolutiondel’ équation(¢ — 1)b = x,
Y% Qp
alors

o co) = Lty (o~ Db
y—1

estuncocyclesur Gk avaleursdansV ;
(2) l'application de Zl(CW(K, V)) dansH(K, V) quel'on endéduitinduit un isomor
phismeH(C, , (K, V)) - HL(K, V);
(3) I'application (x, y) = (=p(x) + (1 = y) ey (y) — ¥), y) de HL(Cy , (K, V)) dans
HY(C,., (K, V)) estunisomorphisme
(4) l'applicationquia (x,y) € Zl(Cw,y(K, V)) associd’'imagedex dansD’'(V)/(y — 1)
induit la suiteexacte
D'(v)V=t

0> —~2 Hl(K,V)—>(
1-vy

/ T
D(V)) -0
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On endéduitnotammentneapplicationh! : D’(V)¥=! — H1(K, V) qui peutétredécritede
lamaniresuivante.Soity € D'(V)¥=1, ethb € B®q, V telque(1— y)(1— p)b = (1 — ¢)y.
Alors sic estlimagedeos € Gk dans(Gk/Hk)/Ak ona

hi(y) = [o— N E—_1y+ (1— a)b]
y—1

PropositionVI.4. — SoientE uneextensiordeV ety € D(V)¥=! tel queh!(y) estuncocyle
qui correspond la classede E dansH1(K, V). S'il exister € R et

ze Bl ([1/1] Sgl DT(V)

tel quey = (1 — yk)z, alors E estsemi-stableDe plus E estcristalline si on peutprendie
ze Bl ([1/1] gl DY(V).
Démonstation. — Rappelongjue

o—1

hl(y) = |:O’ > 0

vk —1
de pluson saitqueD(V)¥=1 ¢ DY(V) [7] et1 — ¢ : BT — BT estsurjectif ce qui fait que
b e BT ®q, V. Onendéduitquesi z = (1 — yk)y commedansl’énoné de la proposition
alorshl(y)(g) = (g — 1)(z — b) etdoncle coycle esttrivial dansDT(V) ®BT< BLQ,K[l/t] ce

y+ (1—a)b]

quifaitqueE estB,‘:)g[l/t]-admissibIeetdoncsemi-stabIeL’argumentestsimiIaire dange cas
cristallin (ou alorsil sufiit devoir quedansce casE estsemi-stableetdeplus N = 0). O

VI.2. Réductionau casou k estalgebriquementclos

Soit Ik le sous-groupal’inertie de Gk . Les résultatsprincipauxde ce n® sontqu’on ne perd
pasd’information enfaisantla restrictionde V a lx d’'unepartetquel'on ainterét a le faire
d’autrepart.

LemmeVI.5. — Soit W unereprésentationp-adiquede G ; alors W estcristalline (res-
pectivemensemi-stableki et seulemensi sarestrictiona Ik estcristalline (respectivement
semi-stable).

Démonstation. — SiW estunerepiesentatiortristalline(respectrementsemi-stableile Gk,
sarestrictiona |k I'est aussi.

Montronsl’autre implication. Soit P = W(k)[1/p] et D(W) = (Bst ® W)'K, c’estun P-
espacevectorieldedimensiond. Il sufit devérifier que D (W)Ck/'k estun F-espacesectoriel
de dimensiond puisquecelaimplique que (Bs @ W)CK estde dimensionmaximale(et de
mémeavecBmay).
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LemmeVI.6. — Le groupede cohomolgie H1(Gk /lk, GLq(P)) estnul.

Montronsd’abord que le lemmeimplique le résultat: D(W) déterminede la mankire sui-
vanteun éléementdu H?! : si 'on choisitunebaseey, - - - , &g, alors[s — Mat(s)] estdans
H1(Gk /lk, GLq(P)). Commece derniergroupeesttrivial, il existe A € GLq(P) tel que
Mat(s) = s(A)A~L. Soita; = A~lg.Alorsay, - - - , ag formeunebasede D (W) qui eststable
parGg /lk, cequi montrele résultatvoulu.

Restea montrerle lemmece que nousfaisonsmaintenant soitc € H(Gk/lk, GL4(P))
un cogycle. Commec estcontinuil existe H un sous-group®uvertde G = Gk /lk tel que
c(h) € 14+ pMy(Op) pourtouth € H. Il sufiit demontrerquecy esttrivial, eneffet dansla
suited’inflation restriction

res

1— HYG/H, GLy(P)M) ™ HY(G, GLy(P)) =5 H(H, GL4(P))

le premiergroupeesttrivial par « Hilbert 90 », et doncsi la restrictiondec a H esttriviale,
c’estquec I'est dejasurG. Ensuiteonapourchaquda > 1, onaunesuiteexacte

0— 1+ p ™ Mg(Op) > 1+ p' Ma(Op) = My(k) - 0
d’ou
HL(H. 14 p" Ma(Op)) - HX(H, 1+ p' Ma(Op)) — H(H. Ma(k))
etle derniertermeestnul par « Hilbert 90». On endéduitpourchaque l'existencede A; €

1+ p' Mg(Op) etdeciy1 € HY(H, 1+ p'+1Mg(Op)) tel queci (s) = Aici41(S)S(A™Y). Soit
A =T]A :il estclair quec(s) = As(A™1). O

Cecimontrequ’on ne perdrienaserestreindrex | . Montronsmaintenantjuel’'on y gagne

LemmeVI.7. — Sik estalgébriqguementlos, 'application h estsurjective

Démonstation. — Etantdonréela suiteexacte
D'(v)V=" D'V)\"

1y 1) o

il suffit demontrerqueD’(V) /(¥ —1) = 0ouencorequeD(V)/(yy—1) = Ocarsia € D'(V) =
(y —Dbavecb € D(V), alorsa = (y —1)pa(b) et pa(b) € D’(V). QuitteatensoriseparQp
il suffit demontrerquesi T estunZ p-réseaudeV stableparGg, alorsD(T) = (¢ —1)D(T) et
le lemmedeNakayamampliquequ'il suffit demontrerqueD(T/pT) = (v —1)D(T/pT). On
sefixedoncU uneF p-repesentationSoitM = (mg ®FpU)HK,c'estunrésealdeD(U) stable
parg. Six € M, alorsla sériezn>1¢”(x) corvergeversunélementy quiveérifie (¥ — 1)y = X
cequifaitqueM c (v — )M c (¢ — 1)D(U).

0— —>H1(K,V)—>(



VI.3. SEMI-STABILIT E DES REPRESENTATIONS ORDINAIRES 65

De plus (cf [7, démonstratiorde 1.7.3]) il existeb > 0 tel quez—PM eststablepar v et tel
queD(U)/(¥ — 1) estun quotientde 7 °M. Soit E = 7 °M /(¢ — 1)z ~PM, c’estun k-
espacevectorieldedimensiorfinie (c’estun quotientder "°M /M puisqueM C (¢ — I)M C
(¢ — 1) ~PM) stablepary dontD(U)/(¢» — 1) estun quotient.Pourfinir la preue il sufit
doncde montrerquesi E estun k-espacevectorielde dimensiorfinie muni d’un opérateury
qui estp ! = o l-semi-lireaire,alorsy» — 1 : E — E estsurjectie, ce que nousfaisons

maintenant.
Soite, ---,eq unebasede E, et x € E. Il existe f < d, quel'on peutsupposemini-
mal, tel quex, ¥ (x), - -- , ¥ ' (x) sontliés.Commeo estbijectif (k estparfait), on peutécrire

Zifzo Y (uix) = 00U uo # O etpourtoute € k on auradonczifzoou//i (rix) = 0 cequifait
que

f f f
Y Y@ @umix) = Y (0 @pi)x == (o' @pui)x
i=0 i=0 i=0

etdonc,enutilisantle faitquey' — 1= — D't +-.-4+1)

fi-1 _ f
@ =D Y Yo @x) = <—ZUI((¥)M) X
i=1 j=0 i=0

cequi fait quepourmontrergu’il existez tel que (¥ — 1)z = x il suffit demontrerqu’il existe
a tel que (— Zifzooi (a)ui> = lcequireviental + auo + aPus +--- + apfuf = O et
'existencedea estéquialenteal’existenced’'uneracinedu polyndmeci-dessusexistencequi
résultedel’hypothesequek estalgébriquementlos. O

VI.3. Semi-stabilité desreprésentationsordinair es

CommenonsparappliqueresrésultatpréccdentsauxextensionsieQp parQp(j) avecj > 1
carcecasestparticulieremensimple.

ThéoremeVI.8. — Sij > 1, alorstoutesles extensionsde Q, par Qp(j) sontsemi-stables.
Deplussi j > 2, ellessontcristallines.

Démonstation. — Soit E uneextensionde Qp par Qp(j). L'extensionE estsemi-stablesi
et seulemensi sarestrictiona |k I'est, et on supposedoncquek = k. Soit ej unebasede
Qp()). Il existealorsy = f(nx) ® € € B}ﬁzl(j) tel quehl(y) estun cogyle correspondant
ala classede E. On saitque B‘ﬁ:l C BL’r pourun certainr [7, 111.3.2] etle corollairelV.11
montrequ’il existe (k) € BL’S’K tel quet! f (nx) = (1 — yk)g(7k) ce qui fait quey =
(1—-yx) (9@t~ @ €)) etla propositionVI.4 montrequ'alorsE estsemi-stablee qui établit
le premierpoint.
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Montronsmaintenantjuesi V estunerepiésentatiortristallinequi a uneextensionsemi-stable
noncristalline,alorsDgis(V)¢=YP £ 0 ce qui dansnotrecasforce j = 1.

SoitdoncV cristallineet E uneextensionsemi-stablele Q, parV. Onaunesuiteexacte
0 — Deris(V) — Dst(E) — Deris(Q p) — 0

soita € Dgt(E) tel guesonimagedansDcis(Qp) estl, unebasefixéedeDyis(Qp). Alors g =
N(a) € Dgis(V) nedépendpasdu choixd'untel o et 8 # 0 si et seulemensi o ¢ Dgris(E).
Ensuitep(a) — @ € Deris(V) carg = 1 surDgris(Qp) etdoncN(«) = Ne(a) = peN(a) ce
qui fait que 8 estun élementnon-nulde D¢is(V) tel queg(B) = p~18. O

Dans[2§] il estdemonté quela semi-stabilié desrepesentationgp-adiquesordinairesestune
congquencalela propositionsuivante:

PropositionVI.9. — SoientV; etV, deuxrepresentationp-adiquesnon-ramifiees SoitV une
représentationp-adiquede Gk extensionde Vi(j) par Va(i). Sii > | + 2, la repréesentation
p-adiqueV estcristalline. Sii = j + 1, la représentationp-adiqueV estsemi-stable

Démonstation dela proposition — Parle lemmeVI1.5, il suffit de montrerqueV estcristal-
line (ou semi-stable)en tant que repesentatiorde Ix. Commeon a suppog Vi et V, non
ramifiees leursrestrictionsa Ik sonttrivialeset ellessontdoncisomorphes Q%l et Q%Z.

Ensuiteil y aunebijectionentreExt' (Wi, Ws) et HL(K, WI ®q, Wo), etVi(j)* ®q, Va(i) =
Qpli — j)%t% dansce cas.On peutdoncappliquerle theoBmeVI.8 puisqueon a suppog
i —j > 2,0u= 1 respectiementce qui permetde conclurecommeHY(K,V @& W) =
HL(K,V)® HYK,W). O

VI.4. Extensionsdereprésentationssemi-stables

SoientV etW deuxrepgésentationsemi-stabled! estclassiqueguel’'on adesisomorphismes
Ext'(Hom(V, W), Qp) = HX(K, Hom(V, W)) = Ext}(V, W)

ce qui fait que pour montrerle theoemeVI.2 on peutserestreindreau casW = Qp ce que
nousfaisonsmaintenant.

SoitdoncV semi-stableet E uneextensionde Qp parV. Parle lemmeVI1.5 on peutsupposer
quek = k etil existealorsy € D(V)¥=1 tel quec = hl(y) estun cogycle égalala classede E
dansH(K, V).
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Onadoncy € DT(V) etb € B ®q, V telsque

g _11y
Rappelongjue dans[7] estdéfinie une applicationTy : B(';F*g — K ((t)) qui estunesection
continue,K ((t))-linéaireet commutani@ I'k del'inclusion canoniquest uneapplicationdy :
K((t)) ®«k Dgr(V) — Dgr(V) quia )’ ait' ® d; associeag ® do. Si m estassegyrandon en
déduituneapplicationdeD(V)¥ =1 danstR(V)

c(g) = —(@—-D1b

D(V)¥=! ¢ B @g, V)M L5 BEX @k Dor(V) 22 Dgr(V)
qui estindépendantelem > 0[7, IV.2.1] etquenousnoteronges.

PropositionVI.10. — LareprésentatiorE estdede Rhamsi etseulemensi regy) = 0.

Commenonsparmontrerunlemmequi estessentiellemene casdela repesentatiortriviale :

LemmeVI.11. — L'application B — K quia x e BJX associele coeficient constantde
To(X) induit la suiteexacte:

1-yk

0— K - Bik 2 BiK . K >0

Démonstation. — On saltqueBdR = K cequi montrequele noyaude 1l — yk esthienK.

Soit Ky le compkté p-adiquede K .. Rappelong36] quesi j # 0,alors1 — x I (yk)yk est
inversiblesur K .. Dansle casj = 0, onpeutécrire Kso = K @ X 0ol X estun sousK -espace
vectorielsurlequell — yk estinversible.

Nousallonstoutd’abordmontrerquesi j > 1, alors
1y t™ j(B )HK/t H—l(B—f—)HK_)t ‘(B+ HK/t 1+1(B+)HK
estsurjectifce qui revientamontrerque
1-x Tk 1 Bl M /tBiRM — (B /tBlR)

estsurjecti/e Celasuit du fait quel’application 9 réaliseunebijection I'k -€quivarianteentre
B ) K /t(B i) & etK etquel — x ~1 (yk)yx estinversiblesur Koo

Onen dedwtpar récurrenceguesi x € BdR , alorson peutécrirex = Xg + (1 — yk)Yo avec
Yo € BdR etXg € (B )HK L’hypothesequele coeficient constantde To(x) estnul revient
au fait quesi I'on décomposé (xg) € KOO selon KOo = K @ X, alorsla composanteselon
K estnulle. On va montrerque souscettehypothesex € (1 — yK)BdR, ce qui démontrele
lemme.Soit j > 0, onvamontrerparrécurrencegu’il existe xj e tl(B 2 HK et pourj

yj € tH (B telsquex = Xj + (1 — yk)(Yo + - - + Yj) cequiimplique que j:O y;j est
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unesérie qui corverge pourlatopolog;;iet-adique(pourIaquelle(BgR)HK estcomplet)versun
y telquex = (1 — yk)y. Le casj = 0 adéja éte fait. Le fait quela composanteselonK de
0 (Xp) estnulleimplique quexp estdansl’image de

1—yk : (Bgp) ™ /t(BiR™ — (Bip) ™ /t(BiR) "™
cequis’occupeducasj = 1 etlarécurrenceestunecongquencealu fait quesi j > 1, alors
1— X Ovk  Bip) ™ /tBiR) ™ — (Bip) ™ /t (B
estsurjectifetdoncaussi:
1— kit BiR M /U BIR™ - tH Bl Mk /T (B R
0]

Démonstationdela propositionVl.10. — Commeon a choisim assezyrandona ¢ M(b) €
Bgr. Etantdonréela suiteexacte

1-yk

O—>K—>BHK BHK—>K—>O

onaregy) = 0 sietseulemensi o~™(y) appartienta (1 — yK)Bg','g ®k Dgr(V) cequifaitque
siregy) = 0, alorsE estdede Rhamcar

c(@) = (g — V(L — y) T ™™(y) — o~ ™(b))

Montronsmaintenanta réciproque on peutécrire

™ M(y) = ¢~ M(y) — reqy) +reqy) = (1 — yk)z + regy)
etun petitcalculmontrequ’alorsc(g) = (g—1)z+log(x (9))-reqy) etl'implication réciproque
résultedufait quesi o € Dgr(V) le cogyle g — log(x (§))a n'estpastrivial dansBgr ®q, V
(on peutd’ailleursmontrerquel’applicationa — [g + log(x (9))a] estunisomorphismeale
Dgr(V) dansH1(K, Bgr ®q, V) voir [11, 111.5.2] pourcerésultatdl a Kato [24]). O

LemmeVI 12. — Soity € D(V)¥=1,y = 3" vi ® d; ou {d;} estunebasede Dg(V) ety; €

,og k[1/t], tel queregy) = 0. On supposequ il existei tel quel’on peutécrire y; sousla
formey; = vi + (1 — yk)w; avecv; € Bng k- Alorspourn > 0onaTrk,/k (6 o tn(vi)) =
Démonstation. — Soit Q la matricede ¢! dansla base{d;} et Q™ = (ql(m)) celledegp™™.
Alors

in(y) = Zztn(y.)q. ® d;

j=li=

etdonc
d

To(tn(Y)) = Z ZTrKn/Kan(y.»q., ®d
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etcommeQ™ estinversiblele fait queresy) = 0impliquequele coeficientconstan{d(-)) de
in(Yi) € Kqn[[t]] (cequel’on estendroitdeconsiderersin > 0) vérifie: dpoTrk, /k (tn(Yi)) =0
etcommeonadetoutefagon Try,, /k (tn((1—yk)wi)) = 0 c’estdoncquedgo Tk, /k (tn(vi)) =
O etonaalorsdg o Tri,,/k (tn(vi)) = Trk,/k (6 o tn(vi)) = 0. O

Démonstation duthéoremeVI.2. — Parlll.6 onaunisomorphisme
D'(V) ®g;, Biog k[1/t] = Dst(V) ®F Bjyg ¢ [1/1]

etsi E estl'extensionde V correspondaray € D(V)?¥=1, alorsE estsemi-stablesi on peut
écrirey = (1 — yk)zavecz € Dgi(V) ®F B,‘:)gyK[l/t].

Le F-espacevectorielDgi(V) estmunid’'un opérateurdemonodromienilpotentN eton sefixe
unebase{d; } deDg(V) adapéea N c’esta-direqu’il existeO =ry, - - - , rg telsquepourtouti

N(dri+1) = O’ N(dri+2) = _dri—|—1a Ty N(dri+1) = —dri+1—1

Commey € DT(V) onaNy = 0 cequiimpliquequesionécrity = 3" d ®y; avecd; € Dg(V)
ety € B;[)gvK[l/t], alorslesy; vontsatistire

N(yl‘i+1) =0, N(yn+2) = Yri+1, - N(YriH) =Yi-1

Onchercheamontrerquey; = (1 — yk)z avecz € B,‘:)g k [1/t]. Poursimplifier lesnotations
montronscelapoury,+1, - - - , ¥r, C'esta-direpouryy, - - -, yy oUr =ro.

Toutd’'abordN(y1) = Ocequifaitquey; € B:ig,K[l/t] etparla propositionlV.6 onpeutécrire
y1 =v1+ (1 —yk)wy avecv; € BEQ’K. Ensuitecommereqy) = 0, le lemmeVI.4 montreque
Trk,/k (0 o tn(v1)) = 0 pourtoutn > 0, etdoncvy € (1 — VK)BI-[)g,K parla propositionlV.11

cequifaitqu'il existez; € BLQ,K[l/t] telquey:s = (1 — yk)z1.

Ensuitesupposongiuey;, 1 = (1 — yk)z_1 avecz; = Zj ajj log! (r). Alors un petit calcul
montreque
N (ya + (1= y) 2}: Ja‘—+‘1 Iogj“(n)) =0
etdoncque
W= = (10 ) 100 e =X — (A you
j

avec N(xj) = 0 cequi fait quex; € B!

rig’K[l/t] et par la propositionlV.6 on peut écrire
Xi = v + (1 — yk)wj avecvj € BEQ’K etdoncy; = v + (1 — yx)(wi — uj). Ensuite
commepréccdemmensi reqy) = 0, alorsTrk,/k (6 o tn(vi)) = 0 pourtoutn > 0 etdonc
vi € (1— VK)BLg,K parla propositionlV.11 ce qui fait qu'’il existez e BLQ,K[l/t] tel que

Yi = (A —yk)z.
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Il estalorsimmédiatquey = (1 — yk) >_di ® z etdoncqueE estsemi-stable. O

VI.5. L'exponentiellede Bloch-Kato

Danscen®V estunerepéesentatiorsemi-stableRappelongjueles anneauxBmax et Bgr sont
reliesparla suiteexactefondamentalécf [11, 111.5] et[19]) :

0— Qp — B%: — Bar/Bjr — 0

EntensorisantvecV etenprenantlesinvariantspar Gk on obtientun déhut de suite exacte
longue:

0 — V& — Deis(V)*=" — ((Bar/Br) ®q, V)% — HY(K, V) — H(K, Bk ®q, V)

Soit HA(K, V) = ker(HL(K, V) — HL(K, Bfax ®q, V)). On déduitde la suite exacteci-
dessusune applicationde Dgr(V) dansHZ(K, V) appeée exponentiellede Bloch-Kato, et
noteeexpy, . D’autrepartcommeV estdedeRhamona

((Bar/B{r) ®q, V)¢ = Dgr(V)/ Fil° Dgr(V)

et [4, lemma3.8.1] 'image de exp,, est Hel(K, V) tout entier Dansle casou k estfini des
calculsde dimensionmontrentquesir > 0, alors Hel(K, V(r)) = HY(K, V(r)) etdoncque
&Py ) : Dar(V (1)) — HL(K, V(r)) estunisomorphisméonremarquerauesir > 0, alors
Fil® Dgr(V) = {0}). Le but de ce n® estde montrer sansconditionsurk, quesir > 0, alors
eXpy ) : Dar(V (r)) — HL(K, V(r)) estunisomorphisme.

LemmeVI.13. — SiV estunereprésentatiorsemi-stablaelle quel — ¢ : Dsi(V) — Dsi(V)
estsurjectifet Dsy(V)#=P = 0, alors HJ (K, V) = HJ(K, V).

Démonstation. — Soitc € H&(K, V) et E I'extensionde Qp parV qui correspondac. Le
theoemeVI.2 montrequ'il existe x € Bst®q, V tel quec(g) = (g — 1)x. Commec(g) € V
ona(y — 1)c(g) = 0etdonco(x) — x € (Bst®q, V)Ck || existedoncy € Dg(V) tel que
p(y) — Yy = ¢(X) — X cequirevientagp(x —y) = x — y etquittearemplacerx parx — y
on peutdoncsupposerlgque X € Bﬁfl ®q, V. CommeN commutea Gk ona N(c(g)) =
0= (g—1(N(X)) etdoncN(x) € Dg(V). De pluscommex e Bﬁfl ®q, V ondoit avoir

N(x) € Dgi(V)#=YP = 0 etdoncx € B ®q, V cequimontrequec(g) € Hg(K,V). O

LemmeVI.14. — Sir estassegrand,alorsV (r) satisfaitlesconditionsdulemmeprécedent.

Démonstation. — Rappelongjuele Frobeniusy surDg(V) estbijectif. Soit M unZ ,-réseau
de Dg(V) et My = M(r). CommeDg(V(r)) = t"Dg(V) on aura,pourr estassezgrand
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¢~ 1 (My) C p?M. Il estalorsévidentquel — ¢ = —¢(1 — ¢~ 1) estsurjectif.Enfinsir > 0,
alorsDg(V (r))?=YP = 0 carlespentesde ¢ augmententle 1 & chaquefois quel’on tord. O

LemmeVI.15. — Sir estassegrand,alors H1(K, V(r)) = Hj (K, V(r)).

Démonstation. — Soitc € H1(K, V(1)) et E I'extensionassodéea c. On saitque E estde
deRhamsi et seulemensi sarestrictiona | I'est eton supposeloncquek = k. Il existedonc
y € D(V(r))¥=! tel quec = hl(y) etil sufit doncdemontrerquesir estassegrandlimage
deD(V (r))¥=! parres= resy ) estnulle. Or

To o im(D(V)?=Y) € K((1) ®k Dar(V)
etdoncsir estassegyrand
To o tm(D(V (1)Y= C tK[[t]] ®k Dgr(V (1))

(puisquelimage de D(V)¥=! engendreun K[[t]]-module de rangfini, étantcontenuedans
limage deD™-sV)(V)) etl'image deres, ) estdoncnulle. O

ThéoremeVI.16. — SiV estunereprésentatiorsemi-stablaele G, alorsquandr > 0, I'ex-
ponentiellede Bloch-Katoexpy : Dgr(V (1)) — HL(K, V(r)) estunisomorphisme

Démonstation. — Leslemmesprécedentanontrentquequittea prendrer > 0,0na
HY(K, V(1) = HJ(K, V(1) = Hg(K, V()

et expy ., estdoncsurjectve. D'autre partsir > 0, alorsFil° Dgr(V) = {0}, ce qui montre
queexpy , estinjective. C’estdoncunisomorphisme. O






DIAGRAMME DES ANNEAUX DE PERIODES

Le diagrammeci-dessousécapitulelesrelationsentreles difféerentsanneauxde périodes.Les
flechesqui seterminentpar —— sontsurjectves,la flecheenpointilles - > est
unelimite inductive de morphismesiéfinis surdessous-anneau, : BH; — Bjg), ettoutes

lesautressontinjectives.

Bl <—§$g
Bl i
§ i 5+ ¢
T
| A A+ 0
|
E |

Les trois anneauxde la colonnede gauchesontreliésa la theoriedes (¢, I'k )-modules.Les
trois anneauxde la colonnede droite sontreliésa la théoriede Hodge p-adique.Pourfaire le

lien entrecesdeuxthéories,on passad’'un cdté a un autrevia tousles anneauxntermédiaires.
La situationidéaleestquandon peutse placerdansla colonnedu milieu (par exemple: les
repesentationsle hauteurfinie).
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