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1 Variétés différentiables

Définition (Variété topologique de dimension n)
(M, ©O) un espace topologique, noté M", qui vérifie :
— Hausdorff : Vo £y e M, 3UV €O, xcU,ycV,UNV =0
— Base dénombrable d’ouverts qui engendre la topologie O
— Localement euclidien de dimension n :
Vx € M,3V(x) € O homéomorphe a un ouvert de R”

Définition (Variété différentielle de dimension n)
M™ une variété topologique qui vérifie :
— Recouvrement dénombrable d’ouverts (Uy)aen
— Atlas (famille de cartes) : {¢q : Uy = ¢o(Us) C R™ un homéomorphisme}
— Cartes compatibles :
Vo, € N, gbaoqbgl t 9p(UaNUg) = ¢o(UsNUs) un C*-difféomorphisme

Remarque (Unicité des structures différentiables)

Une variété différentiable M™ admet un unique Atlas maximal (pour I'inclu-
sion), qui définit une structure différentielle sur la variété topologique (M, O).
Une variété topologique admet toujours plusieurs structures différentielles.

Définition (Variété différentielle a bord)
M™ un espace topologique qui vérifie :
— Hausdorft
— Base dénombrable d’ouverts
— Atlas a bords : {¢, : Uy — V,un homéomorphisme}
ouV, € O(H" = {(2'...2") € R", 2" > 0})
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— Cartes compatibles

Définition (C*°-difféomorphisme)

F:V CR"— W™ vérifie :

Ve € V, 3U € O(R"), 3F : U — R™ un C>-difféomorphisme tel que
Fluav = Floav

Définition (Bord de M™)
OM = U{p € Ua, da(p) € OH"}

2 Application C*®

Définition (Application C* de la variété diff. M™ a N™)

F € Co%(M™, N™) vérifie :

V¢ : U — R™ carte de M, Vo) : V — R" carte de N, o F o™ ywnr—1(v)) €
COO

3 Espace Tangent

Définition (Espace tangent de M™ en q)
T,M est I'espace vectoriel des couples [¢,v € R"| quotientés par :

(¢, 0) ~ (P, w) & d(1h o ¢ g (v) =w

Définition (Différentielle de F' € C*°(M,N) en ¢ € M)
dFy : [¢,v] € T,M — [, w] € TyyN ot d(p o Fo ¢ ) yp(v) =w
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Définition (Dérivation en q € M)
v : C®(M,R) — R linéaire vérifie la régle de Leibnitz (v(f x g) = f(q) X
v(g) +v(f) x 9(q))

Der(q) 'espace vectoriel des dérivations en ¢

Remarque
Si f € C™(M) est constance pres de g, alors Vv € Der(q),v(f) = 0.

Définition

Soit F'€ C*(M,N) :

F*: f+ foF un homéomorphisme d’algebres C*(N) — C*®(M).

F, : v € Der(q) — (vo F*) € Der(F(q)) s’identifie a la différentielle dF :
T,M — T,N.



Proposition (T, M = Der(q))

Soit z € R™ :

P, : (v') € R" — i v' x (0;e)(x) € Der(x)

® est un isomorpl:li_slme et dans le cas général on a la correspondance :
[0, 0] € TyM = (¢71). 0 (Py(q) (v)) € Der(q)

Définition
veT,M,qeUC M,¢=(z'...2™): U — R™ une carte.

n .
Dans ces coordonnées locales, on a v = > v* x 2%(q)
’ i=1 oz

Avee 35 (q) == 0i(f 0 671)(#(9))

Soient de plus F': M™ — N F(q) € VC Net v = (y'..y"): V — R™
poFop™t = (FL. F")

dF, = (0;F"(¢(q))) la matrice Jacobienne de F' dans les coordonnées locales

(xj)’ (yZ)




4 Submersions, immersions, plongements

Définition (Submersion)
F:M™ — N" telle que Vg € M,dF, : TzM — Ty N surjective (= m > n)

Définition (Immersion)
F:M™ — N" telle que Vg € M,dF;, : T,M — TpN injective (= m < n)

Définition (Difféomorphisme local)
F : M™ — N™ une submersion et une immersion, Vg € M, dF, est bijective
(= m=n)

Théoréme (Inversion locale)
dFy : TyM — TpgN bijective = JU = V(q) C M tel que F': U — F(U) un
difféomorphisme

Définition (Plongement)
F une immersion et un homéomorphisme sur son image.
F(M) est alors une sous-variété de N, de codimension dim(N) — dim(M).

Remarque
Si F' est simplement une immersion, F'(M) est une sous-variété "immerse".

Définition (Rang)
Rang de F': M — N en g : rang de dF,.

Théoréme (Rang constant)

F de rang constant r sur U = V(q) C M.

Alors ¢ : U — R™ et d¢p : V. — R”™ deux cartes telles que ¢ o F' o
¢~ Hzt..a™) = (2'...2",0...0).
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Corollaire

F: M™ — N™ une submersion. Dans des coordonnées locales adaptées,
F(zy..tp) = (21...2,).

F . M™ — N™ une immersion. Dans des coordonnées locales adaptées,
F(zy..xp) = (21...2,,0...0).

Remarque
F: M™ — N™ une immersion. Vg € M,3U =V(q) C M tel que F : U - N
un plongement.



Définition (Point critique de F' € C®(M™, N™))

q € M vérifie dFy : TyM — Tpy N non surjectif. On dit sinon que ¢ est un
point régulier.

Crit(F'), 'ensemble des points critiques, est fermé dans M.

y € N est une valeur réguliere si F~'({y}) N Crit(F) = 0.

Proposition

Soit y € N valeur régulicre de F. Alors F~'(y) C M est une sous-variété de
M de dimension m — n.

(sous-variété < image d’'un plongement < carte plane en coordonnées lo-
cales)

Corollaire
Vg € F(y), T,(F~\(y)) = ker(dF,)



5 Théoreme de Sard

Définition (Ensemble négligeable dans M™)
X C M est dit négligeable si pour toute carte (¢, U), pm(6(X NU)) =0 ou
[ est la mesure de Lebesgue sur R™.

Remarque

Soit N C R™.

SiVz € R, 1 (N N {x} x R™1) =0, alors p,,(N) = 0.
Si i (N) =0 et F' € C®(N,R™) alors pu,,(F(N)) = 0.

Théoreme
Soit F' € C>*(M™, N™). F(Crit(F)) est négligeable dans N.
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6 Partitions de 'unité

Définition (Partition de I'unité subordonnée au recouvrement (U, ) de M™)
(pa) C C*°(M, 0, 1]) vérifie :
— Ya € A, supp(pa) C U,
— (supp(pa)) un recouvrement localement fini (Va,3U = V(z),{a €
A, Unsupp(pa) # 0} fini)
— Vx € M> ZApa(x) =1
ac

Théoreme
Pour tout recouvrement (U, ) de M™, il existe une partition de I'unité subor-
donnée.
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7 Théoreme de Whitney

Théoréme (Approximmation par immersion)

Soit F' € C*(M™,R"), 2m <n:Ve >0, 3G : M — R"™ une immersion telle
que ||G — Fl|e < €.

Si 2m < n, on peut trouver unte telle fonction G injective.

Définition (Application propre)
[+ A— B vérifie : VK C B compact, f~!(K) C A compact.



Théoréme (Whitney faible)
Toute variété M™ admet une immersion dans R?™ et un plongement propre
dans R?™H1,



Addendum TD : Sous-variétés plongées et es-
paces tangents

Soient N une variété de dimension n : T,M = {7/(0),y € C*(]-1;1[, M),~v(0) =
p}-

Soit M C N une sous-variété de dimension m. Les caractérisations suivantes
sont équivalentes :

Définition (Redressement local)

Vp € M, 3(U, ¢) une carte de N autour de p telle que ¢(U N M) = ¢(U) N
(R™ x {0}"™).

Alors T,M = (d¢,)~ " (R™ x {0}"~™)).

Définition (Zéros d’une submersion)

Vp € M, (U, ¢) une carte de N autour depet f : U — R™ ™ une submersion
telles que U N M = f~1(0).

Alors T, M = ker(df,).

Définition (Image d’un plongement)

Vp e M, 3U = Vy(p) et h: Q C R™ — N un plongement tels que h(0) = p
et UNM = h(Q).

Alors T,M = im(dhy).

Définition (Graphe local)

Vp € M, 3(U, ¢) une carte de N autour de p et F': Q@ C R™ — R"™™ telles
que ¢(U N M) = graphe(F).

En particulier, ¢(p) = (w, F(w)). Alors T,M = graphe(dF,).
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8 Transversalité

Définition
F: M™ — N"™ est transverse a la sous-variété plongée S* C N™ (F th S) :
Vx € Fﬁl(S), TF(I)S + de(TxM) = TF(x)N-

Théoreme
Si F i S, alors F~1(S) est une sous-variété plongée de M et codim(F~1(S), M) =
codim(S, N).

Définition

Q7 et S® deux sous-variétés de N™ se coupent transversalement (¢ M S) :
Vee@nNS, T,Q +T,S =T,N.

Si on note 4 'injection canonique de ) dans N, alors Q WS < iM S.

Corollaire
Si @ h S, alors @ NS est une sous-variété de N et codim(Q N S, N) =
codim(Q, N) 4 codim(S, N).



9 Rappels d’algebre multilinéaire

Soit V =R" :

Une base (e;) de V induit une base duale (¢') de V* = £L(V,R). Réciproque-
ment, (e') base de V* induit une base préduale (e;) de V. Cet isomorphisme
n’est pas canonique.

V = V** de fagon canonique via z — (¢ € V* — ¢(x)).

LV, W)= L(W*,V*) de fagon canonique via F +— (F*: ¢ — (¢po F)).

Définition

w; € V¥ des formes linéaires : wy ® ... ® wy(v1, ..., v,) = [ w;(v;) définit une

=

(A
forme multilinéaire.

Proposition

Pour i <n, (e]);<q, une base de V;*.

Alors (® el)jy<(a) est une base de Mult(V4, ..., Vi, R).
Définition

VI®..QV, =Mult(V .., V" R)

Proposition
®(V*) Mult(Vy,..., Vo, R) 2 L(Q Vi, R) = (® Vi)

=1 i=1 i=1

Déﬁnltlon
TPUV) = ®V®V*
T(V) = EB T”q( ).

p,qeN

(T(V),®) est une algebre dite tensorielle.

10 Algebre extérieure

Soit S, 'espace des transposition : sgn(o) = (—1)" avec n la parité du nombre
de transpositions qui engendre o.

Déﬁnition (Formes n-linéaires alternées)
A"V C ®(V*) I’ensemble des applications w telles que :
Vo € Sn, ‘v’v1 n €V, w(vr, ..., vn) = 5gn(0) X W(Vs(1)s s Von))-

Proposition
we A"'V* & V(y;) e V" liée, w(v;) = 0.
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Remarque
AV* =Ret si ¢ > dimV, alors A9V* = {0}.

Proposition

Soit I ={(ij)j<q, 1 <1 <...<ig<n}oudimV =n:#I[ = (n)
a q

Alors ¥ : w — (w((eij )j§n>> ., e bijection de A"V* — R#7.
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Remarque
F € L(V,W) permet de définir F* : w € AF(W*) = (vy...0p — w(F(v1)...F(vy))) €
AF(V).

Proposition
Sin=dim(V),we A"(V) et F € L(V), alors F*(w) = det(F) X w.

Définition .

Soit Alt € L(Q V*, A1(V*)) définie par :

Alt(a) = (v1...v4 = % X E;g €(0)(Vo(1)--Vo(q))-
oEDq

Alors a € é) V* est alternée < o = Alt(a).

Définition (Produit extérieur)
Soient v € APV* et f € AIV* :
Produit extérieur de av et §: a A 5 := ZH Al (0 @ ) € APHV*,

plq!

Proposition
On a les résultats suivants :
— VYa,peVaNf=a® - R«
— aeNPV¥et e ANV fAa=(—1PaAp
— Soit (€') une base de V* : (e" A ... A €);cr une base de A9V*.
— V1.0 €V, wiewg € VL (Awg) (v1...1,) = det(w;(v5) )1<ij<q-

Définition (Algebre extérieure)
Soit A(V*) = @ AY(V™).
q=0
(A(V*), 4+, A) est un anneau, une algebre.
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11 Fibré vectoriel

Définition
Soient deux variétés M™ (base du fibré) et E™*" (espace total).
m: E — M la projection, le fibré, vérifie :
— 7 lisse, surjective
— 7 est localement triviale :
Vge M, 3U =V(q), Ix: 7 Y(U) = U x R" un C*-difféomorphisme
— De plus, Vp € U, x : 7' (p) = {p} x R" est un isomorphisme linéaire
— Soit 7 : (u,v) € U x R" — u € U la projection naturelle :
m =7 o x (diagramme commutatif).

Remarque
On dit que x est une trivialisation locale en gq.

Définition (Fibré tangent)

Soit M™ une variété différentielle : TM = || T,M
qeEM

On le munit de 7 : TM — M tel que 7! (p) = T,M.
Dans une carte (¢,U), ona x : [v,¢] € T,M +— (p,v) une trivialisation locale
sur 7 1(U).

Définition (Morphisme de fibrés)

Soient 7 : By — My et my : By — My deux fibrés :

(F, f) € C*(Ey, Ey) x C®(My, Ms) est un morphisme de fibrés si :
— myo F' = fom (diagramme commutatif)
— Vg€ M, Floi,: 71 (q) — 75 '(f(g)) un morphisme linéaire

Définition (Isomorphisme de fibrés)
(F, f) ci-dessus vérifie de plus :

— f bijective

— F |7T;1( g) un isomorphisme lin¢aire

Définition (Fibré trivial)
m: E — M est trivial < isomorphe a 7: M x R" — M
De fagon équivalente, m : E — M admet une trivialisation globale.

Proposition

Soit (U,) un recouvrement de M associé a une famille de trivialisations (x,)-
Alors xo0x5" un isomorphisme linéaire sur Uy g x R (avec Uy g := Ua NUp).
Autrement dit, 3ga,5 : Ua,s = GL,(R) telle que xqa0x5" (¢,v) = (¢, (9a,8(q)) (v).
Ja,p est appelée fonction de transition.

Ja,8 X 9p.a = Id et plus généralement, sur U, 5., ON & go g X 98y = Ga,y-
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La donnée d’'une famille de fonctions de transitions (g.5) équivaut a celle
d’une famille de trivialisations (x,),
et détermine entierement le fibré vectoriel (a isomorphisme pres).

12 Opérations linéaires sur les fibrés vecto-
riels

Soit le fibré E™*" — M déterminé par les fonctions de transitions (g, ) sur
un recouvrement (U,) de M.
(E")"T — M déterminé par (g, 3) sur le méme recouvrement.
On peut définir les fibrés suivants :
— (E@E")"™ — M déterminé par (ga,s ® ghs)-
— (EQE")"™ — M déterminé par (ga,s ® gh )-
— E* — M déterminé par ((*go5)™").
— Tiré en arri¢re du fibré £ —+ M par f € C*(M,N) :
Soient f*E := {(q,e) € M x E,e € 7 *(f(q))}, F : (g,e) € [*E — e
et 7:(q,e) € f*E+— q.
Alors f*E — M un fibré vectoriel et (F, f) un morphisme de fibrés.
Le tiré en arriére est déterminé par les transitions (ga g o f : f ' (Uap) = GL.(R)).
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Remarque
Si E trivial, alors f*E trivial.

Proposition
Soit £ — [0,1] x M un fibré vectoriel. Alors E|(oyxam = E|{1yxm isomorphes.

Lemme
Si E|[07%]XM et E|[%71]XM triviaux, alors E est trivial.

Lemme
Il existe un recouvrement (Uy)aca de M tel que Vo € A, le fibré Elj 11w,
est trivial.

Corollaire
Soient E % N un fibré vectoriel et fy, f; : M <= N homotopes (H €
C°([0,1] x M,N), f, = H(z,e)).

Alors les tirés en arriere fyE = f{E sont isomorphes.
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Corollaire
Si M contractile (Idy; homotope a une constante), alors tout fibré £ — M
est trivial.

13 Réduction du groupe de structure

Définition (Groupe de structure)
Soient des fonctions de transitions g, g € C*(U, N U, GL,(R)) sur le fibré
On dit que GL,(R) est le groupe de structure du fibré.

Définition (Métrique Riemannienne)

On fixe une partition de 'unité (p,). Sur la trivialisation locale (U, Xa) :

On note s : (x,y) € U, x R™ — y la projection sur la seconde coordonnée.

Pour v, w € 71 (U,), on définit < u,v >,:=< T 0 Xa(t), T2 0 Xa(v) >gn.

Pour ¢ € M fixé et v,w € 7 !(q), on définit g,(v, w) = ZApa(q) < VW >q.
ac

g définit une métrique riemannienne lorsque £ = T'M est le fibré tangent.

Remarque

Soit (e;) la bon canonique de R". Sur U, fixé :

On pose v;(q) := x5 (¢, ;) une section de x,. Pour tout ¢ € Uy, (v;(q)) une
base de R".

La donnée des sections (v;) de x, équivaut a la donnée de x,.

En appliquant Gram-Schmidt aux applications (v;(q)), on peut en déduire
un repere (w;(q)) orthonormal.

Proposition

Tout fibré vectoriel £ — M admet une famille de fonctions de transition
Jos : Ua NU5 S On(R).

On peut donc ramener le groupe de structure dans O, (R).
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14 Champ de vecteurs, formes différentielles

Par la suite, on considere T'M le fibré tangent et T*M = (T M)* le fibré
cotangent.

Proposition
Avec la métrique riemannienne précédente, on a l'isomorphisme : e € TM ~
g(e, @) € T*M.

Définition (Fibré de tenseur du type (p,q))
TN = Q@TM QT M

Définition (Fibré des k-formes alternées)
On le note A*(T*M).
Ainsi, A°(T*M) = M x R et ANT*M) = T*M.

Définition (Sections sur un fibré vectoriel £ — M)
[(E)={se€C>®(M,E),mos=Idy} 'ensemble des sections.
Sis,t e (E)et feC®(M,R), alors fs+t e '(E).
Définition

Champ de vecteurs : X € I'(TM).

Champ de tenseurs de type (p,q) : 7 € T(T®9M).
k-forme différentielle : w € T'(A*M).

Définition (Champ de vecteur en coordonnées locales)
Dans des coordonnees locales, on a la carte ¢ = (z'...2™) sur U C M.
On pose = do, "t (e:).

aw’b

(5%|4) définit une base de T, M.

Un champ de vecteurs se décompose localement en X (q) = f; X'(q) x %L}
i=1

avec X' : U S R.

On pose de méme da:i|q la base duale de T,M* (Vq € U, dmi|q 2 |q 5;.)-

Une k-forme différentielle se décompose localement en w = > w; X d:B“ A
i€l

. ANdx"™ avec w; : U = R

Remarque (Compatibilité avec les changements de carte)
Soient qﬁ (z%) et ¥ = (y") deux cartes sur U.

Z i(y? oo 1)(q) x 37 0|, (autrement dit, (52

g = Jac(o¢™)(q) x

aacl

(2

En identifiant U & ¢(U), on a : aii q

m ;
8 "
= 3221 af;:: g % %’q
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16 EDO sur une variété

On considére par la suite un chemin v € C*(R, M).

Remarque
Soit t € R : on note % € TR I'élément associé a 1 via T;R = R.
Pour une variété M et une carte (U, ¢) avec ¢ = (z'...2™), on a 52 := ¢~ ' (e’)

ou (e’) est la base canonique de R™.

Définition (Vecteur vitesse)
Onatfs dv, € L(TR, T, S M ). On définit la dérivée, le vecteur vitesse de
ent:

(1) = du(z) € oM
Dans la carte ¢ = (z'..
peut écrire :

31 = 33 (6 P 0) () x o

.2") autour de y(t), on a ¢ oy = (y*...4"). Alors on

Remarque
OnatS 4(t), ou autrement dit ¥ € I'(v*TM).

Définition (Equation différentielle Ordinaire)
Une EDO est la donnée de I’équation ¥ = X (y) (autrement dit 4(¢) = X))
associée au champ de vecteurs X € I'(T'M).

Proposition (Flot de X)
Vge M, Ja;, <0 <by, U:= U lag,by[x{q} CRXxMet3Io: (t,q) €U
qeEM

oi(q) € M tels que :
— v € C>®(Jty— b1, to+ o[, M) solution de 'EDO < | —dy, da[x{~(to)} C
U et 7(t) = éu1, (1(to))
— ¢ = Idyy et lorsque ce qu’on écrit est défini, ¢; 0 @5 = @y
— Vt € R, sion note Uy la tranche de U telle que {t} xU; = UN({t} x M),
alors U; C M ouvert.
— VteR, ¢ : Uy — U_; est un difféomorphisme d’inverse ¢, ! = ¢_,;.

Corollaire (Explosion en temps fini)
Sisupp(X) :={¢e M, X, #0 € T,M} est compact, alors U = R x M.
La condition sur supp(X) est en particulier vérifiée lorsque M est fermée.
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17 Dérivée de Lie

Définition (Tiré en arriere d'un champ de tenseurs de 79 M)

Soit 7 € D(TODM) : VYo € M, 7, définit une forme g-linéaire sur T, M.
Soit F' € C>®°(M, N). On définit le tiré en arriere F*7 € I'(T®9 N) par :
Vo € N, Yui..vy € TyN, (F*7)z(v1..09) 1= Tp) (dFy(v1)...dFy(vg)).

Définition (Tiré en arriere d'un champ de vecteurs de T'M)

Soient X € I'(T'M) et F' € C*(N, M) un difféomorphisme sur son image. On
définit F*X € I'(T'N) par :

Vo € N, F' X, = d(F ) pa)(Xp@) = (dF) ™ (Xp@)

Définition (Dérivée de Lie)

Soient 7 € [(T®D M) et V € T'(TM) de flot ¢. On définit Ly € T(T®D M)
par :

Vo € M, (Ly7)s = g [t = ($i7)a] li=o0

18 Crochet de Lie

Remarque

On a établi la bijection T, M = der(x) via v — (f € C*°(M,R) — df,(v) €
R).

On peut de méme identifier V' € I'(T'M) a I’application R-linéaire, qui vérifie
la regle de Leibnitz :

V:felC®MR)— (x—dfy(Vy)) € C°(M,R).

Définition (Crochet de Lie)

Soient V' et W € I'(T'M) (en tant que dérivations) :
[V,W]:=VoW —WoV eI(TM)

Dans une carte (U, @), on note V* € C*(U,R) les coordonnées de V dans la
base (5%|,) (fonction de z € U).

Dans cette carte, [V, W], = S(d,W4(V,) — d VI (W,)) x

7

e
ozt T
Proposition

[e, ] est bilinéaire

Antisymétrique : [V, W]+ [W, V] =0

Identité de Jacobi : [V, [W, Z]| + W, [Z,V]] + [Z,[V,W]] =0

Proposition
Soient VW e I'(TM) : [V, W] = Ly W

Remarque
V=W&VYUCM,VeeU VfeC>UR), df,(V,) =df.(W,)
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Corollaire
Soient 14 le flot de V' et w; le flot de W :
[V,IW] =0 <% vy ow, = w, oy dés que cela a un sens.

18
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19 Formes différentielles

Remarque
Dans une carte ¢ = (z'...z™) sur U C M™, la p-forme différentielle o € QP =
['(AP(T*M)) se décompose en :
o= XI: 0; X dz"' A ... A da™ avec o; € C°(U,R) et dz’ le dual de 2.

1€
On éte;d la définition des o; a 4;...i, quelconques, non ordonnés, par o; = 0
si 72 non injective.
Pour 4 injective désordonnée, o; = €(s) X o4(;) avec s € S, la permutation qui
réordonne 1.

m . m
Soit une famille v; = Y v] x % s €T,M. Alors o(vy..v,) = X o4(x) X
j=1 i1 iy =0

i1 ip
vt XX U

Définition
Soit F: N <5 M. On définit F* : QP(M) — QP(N) par :
Vo € N,Vuy,...,vp € TyN, (F*0)y(v1...0p) := Op) (dF,(v1)...dFy(vy))

Proposition
On a les résultats :
— Soient o € QP(M) et f € Q4. Alors a A 5 € QP9 et F*(a A 5) =
(F™a) A (F7f).
— (GoF)*=F*oG*
— Soient 0 = 3 oy x det A ANdz'r € (M) et F = (F'...F™): N —
icl,
M,
dans les coordonnées locales (y'...y") sur Vouvert V'.C N™.
Alors Frfo = Y % (0;0 F) x 2EL OB o (quin A A dy»).

A & dy1 "t oyp
i€lp j1...jp=0 Y 0y

19



20 Orientation

Définition (Orientation de R™)
Deux bases (v;) et (w;) de R"™ définissent la méme orientation < JA €
GL,(R), det(A) >0, V1 <i<n, Axv =w;

Remarque

Soit (v;) base de R™. On pose (v') sa base duale. Alors v = v! A ... Av" €
A (RM).

En particulier, v(w;...w,) = v(Av;...Av,) = det(A) X v(v;...v,) = det(A).

Proposition

De fagon équivalente, w et v € A"(R™)\{0} définissent la méme orientation
S IN>0, w=AXxvr.

w et la base (v;) définissent la méme orientation lorsque w(vy...v,) > 0.

Définition (Orientation de cartes sur M™)
Soient deux cartes (U, ¢) et (V,4)) telles que U NV # ().
vUNV) — {£1}
x —  sign (det {d((b o ¢_1)¢(x)D
7 est constante sur chaque composante connexe de (U NV).
Si v = 1 globalement constante, ¢ et v définissent la méme orientation.

Soit v :

Définition (Orientabilité de M™)

M est orientable < JA un atlas tel que Vo,¢ € A, ¢ et 1 définissent la
méme orientation.

Une orientation de M est le choix d’'un tel atlas.

Proposition
M™ orientable < Jw € Q™(M) = I'(A™M) qui ne s’annule pas.
On dit que w est une forme de volume.

Définition (Base orientée)
Soit M orientée par A. Une base (v') € T, M est orientée si son déterminant
dans une carte de A est positif.

Autrement dit, V(U,¢) € A telle que x € U, on a v; = Y v{%\x et alors
j=1

det(v!) > 0.

Définition (Isomorphismes et orientation)

Soient M et N orientées. F' € C*(M,N) un diffomorphisme qui préserve
I’orientation :

Vo € M, V(v;) base orientée de T, M, la base (dF,(v;)) est une base orientée
de Tp(m)N.

20



Dans le cas contraire, F' renverse 1’orientation :
elle envoie toujours une base orientée (dans le sens "direct") vers une base
"indirecte".

Proposition

Toute variété connexe M non orientable admet un double revétement (a deux
feuillets) M’ orientable :

M' 5 M, Vx € M, 7 '(x) a deux éléments, et Auty (M') = Z7./27.

21



21 Intégration

Soit w € Q(M™) sur une variété M orientée.

Dans une carte (U, ¢) avec des coordonnées locales z!...z™ orientées : IF €
C*(U,R), wlp = F x dz* A ... Ndz™.

Onaalors fw:= [ (¢7)'w= [ (Fog¢ ) (x)x de

U o(U) o(U) det(dy 1))
Plus généralement, si un difféomorphisme ¢ : V- — U (U et V inclus dans
des variétés) préserve 'orientation :

Vw e Q™MU™), [w= [¢*w avec ¢*w = (w o @) x det(dp).
U v

Proposition (Intégrale sur une variété)
Soit (Uy, ¢a, po) une famille de cartes et de partitions de 'unité de M™.
Pour w € Q™(M),onpose [w=3 [ pax (¢1) w.
M @ ¢a(Ua)
Cette définition ne dépend ni du choix de cartes ni de la partition de I'unité.

22
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22 Différentielle extérieure

Définition (Différentielle extérieure)

On définit d : QP(M™) — QPTLH(M™) par :

Localement, w = Y w; x dx" A ... Ndx', et alors dw = > > % X dx? N
i€l i€l j=1

dz™ A ... A da'r.

Proposition
d: Q" (M) — Q*t1(M) précédemment définie est I'unique application qui
vérifie :

— d|qo est la différentielle usuelle.

— Yae QP VB eI, dlaNpf)=(da) NS+ (—1)P x aA(dp)

— Ya € QF, d(da) =0

Proposition
Soient F' € C®(N, M) et w € QP(M).
On a Ffw e QP(N) et d (F*w) = F* (dw).
Proposition
Soient X,Y € T(T'M) des champs de vecteurs et o € Q'(M) une forme
linéaire.
Alors (da)a(X, Ya) = d[aa(Ya)] (Xa) — d[0a(X2)] () — au([X, Y12).
Définition (Forme fermée et exacte)
Soit w € Q* :
— Forme fermée : dw =0
— Forme exacte : w = da
w exacte = w fermée (réciproque est fausse).

23 Formule de Cartan
Soient w € QP(M™) et V € I'(T'M) un champ de vecteurs.

Lyw=d[w(V,..) € @]+ [dw] (V,...)

24 Théoréme de Stokes

Remarque
Soit F' € C>*(M,N) un difféomorphisme de variétés orientées a bord (F
préserve le bord).

23



Si F préserve l'orientation entre M et N, alors F|gy préserve I'orientation
induite sur les bords OM et ON.

Théoreme oo
Soient M™ une variété a bord et i : 9M < M 1'injection canonique.

Pour w € Q™ 1(M) a support compact, on a I'égalité [ i*w = [ dw.
oM M

24



25 Distributions et feuilletages

Proposition

Soit M™ sans bords, V;...V,, € I'(T'M) et g € M tels que (V;(g)) une base de
T,M.

Alors (U, ¢) une carte autour de q (¢ = (z'...2™)) telle que V1 < i <
m, %L} = Vilq)

Remarque
En général, on ne peut pas vérifier ' = V; sur un voisinage de q.
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Proposition

Avec les hypotheses précédentes :

(U, ¢) une carte telle que V¢’ € U, 32|y = Vi(¢) © V1 <i,j <m, V¢ €
U’ [V;, ‘/}]q’ =0

Définition (Distribution de rang k)
D C TM vérifie :
— Vg e M, D, := DNT,M un sous-espace vectoriel de T,M (de dimen-
sion k).
— VYq € M, 3U voisinage de ¢, V4.V, € I'(TU), Yz € U, (V;(z)) base
de D,.

Définition (Sous-variété intégrale de D)

S une variété telle que :
— S % M une immersion injective (S C M donc T'S C TM).
— Vqe S, T,8 = D, (donc S de dimension k).

Remarque
A priori, pour certains g € M, AS sous-variété intégrale de D telle que g € S.

Définition (Distribution involutive)
VV.W e I'(D), [V.W] € I(D)

Définition (Distribution intégrable)
Vq € S, 45 une sous-variété intégrale de D telle que g € S.

Définition (Distribution complétement intégrable)
Vg € M, 3(U, ¢) une carte autour de U telle que :
— AW, C Rk, AW, C Rmik, gb(U) CW; xWy CR™
— Yy € Wy, ¢~1(W; x {y}) une sous-variété intégrable de D.

25



Remarque
Sans efforts, on a :
D completement intégrable = D intégrable = D involutive.

Théoréme (Théoréme de Frobenius local)
D involutive = D completement intégrable.
On a donc des équivalences dans la remarque précédente.

Lemme

Soient F € C*(M,N), V,W € T(TM) et V,W € T(TN).

SiVe € M, dF,(Vy) = Vi) et dF,(W,) = Wi, alors dF,([V,W],) =
[V, W]re)-

Définition (Feuilletage de M™ de dimension k)
(F) une famille de sous-variétés de M de dimension k qui vérifie :
— M =|F;
— VB, Fé % M une immersion injective.
— VYq e M, d¢ : U — W7 x W5 une carte autour de q telle que
VB, 3(yi)ier € Wo! dénombrable, FyNU = ‘uj o (W x {y:}).
1€

— D = ||TFp une distribution de rang k.
B

Théoréme (Théoreme de Frobenius global)
Soit D une distribution involutive. La famille de sous-variétés intégrales de
D maximales est un feuilletage de M.
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