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1 Espérance conditionnelle dans le cas dis-
cret

— X une v.a. sur intégrable sur (2, F,P) et B € F tel que P(B) >0 :

E[X|B] = EXxLsl

— Y une variable une variable a valeurs dans E dénombrable :
Ex={ye E,P(Y =y) >0}

Définition (Espérance conditionnelle de X selon Y)

R A

Proposition
Soit Z une variable sur R? :
Z mesurable selon ¢(Y) < 3C : (E,€) = R4, Z=CoY

Proposition (Caractérisation par la tribu o(Y))

E[EXY][] < E[|X]]

Pour toute variable Z o(Y')-mesurable :

E[ Z x B[X|Y] | = E[ZX]

Cette relation caractérise ’espérance conditionnelle :

En particulier, si o(Y) = o(Y’) alors Y et Y’ induisent la méme espérance
conditionnelle.



2 Définition générale et propriétés

Définition (Espérance conditionnelle de X selon B)

Soient B C F une sous-tribu sur (2, F,IP) et X une variable intégrable.
Il existe une unique v.a. B-mesurable, notée E[X|B], telle que :

VB € B,E[ 15 x E[X|B] | = E[15X]

De facon équivalente on a :

VZB-mesurable, bornée, E[ Z x E[X|B] | = E[ZX]

Définition (Cas positif non intégrable)

X une v.a. positive quelconque :

E[X[B] = lim E[min(X,n)|B] € [0; o0]

Cette espérance conditionnelle est caractérisée par la méme relation que le
cas intégrable.

Proposition (Propriétés élémentaires)
On a les points suivants :
— TE[e|B] est linéaire
— Ee|B] est croissante (pour X >,, X')
— X B-mesurable = E[X|B] =,, X
— E[E[X|B] ] = B[X]
— | EXIB] | <pp. E[X] 5]

Définition (Espérance conditionnelle de X selon Y)
E[X|Y] = E[X|o(Y)

3 Regles de calcul

Proposition
Soient X et Y deux v.a. telles que X, Y et XY sont intégrables (ou positives).
Si Y est B-mesurable, alors E[XY|B] = E[X|B] x Y.

Proposition
Soient deux tribus B; C By C F :
E[ E[X|B1] |B:] = E[ E[X|B,] |Bi] = E[X|B]

Proposition

Si X indépendant de B, alors E[X|B] = E[X].

Plus généralement : B; indépendant de By < VX intégrable, By-mesurable,
E[X[B)] = E[X]
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4 Théoremes usuels de I’espérance condition-
nelle

Remarque
L’égalité caractéristique E[ZE[X|B]] = E[ZX] reste vrai dans un contexte
assez général, tant que X et ZX sont intégrables (ou positifs).

Théoréme (Lemme de Fatou)
Si X, > 0 alors E[(lim X,,)|B] < lim E[X,,|B].

Théoréme (Convergence monotone)

Si X, > 0et X, 7 X alors lim E[X,[B] = E[X|B]

Théoréme (Convergence dominée)
Si|X,| < Z, Z intégrable et X,, — X alors E[X|B] = limE[X,|B] et
E[ [X] [B] < E[Z|B]

Théoréme (Inégalité de Jensen)
Si X intégrable, ¢ : R — R convexe et ¢(X) intégrable alors ¢(E[X|B]) <
E[o(X)|8].

5 Cas des variables de carré intégrable

Proposition
Soit X € L*(Q, F,P). E[X|B] est la projection orthogonale de X sur I'espace
L*(Q,B,P).

6 Variables a densité

X € RP, Y € R des variables aléatoires, (X,Y) de densité fxy. On définit
fr(y) = [ fxy(z,y)dx la loi marginale de Y.

La densité conditionnelle de X selon Y est fx ¥(z) = b‘f;i((:)y) (défini presque

partout).
Soit h : R? — R telle que h(X) intégrable. On définit ¢(y) = [ h(z)fx Y (z)dz.
Alors E[A(X)|Y] = ¢(Y).



7 Vecteurs (Gaussiens

Soit (X, Y)...Y,,) un vecteur gaussien centré.

Soit (\;) telle que V1 <7 < n,Cov(X —> \Y;,Y;) = 0. Alors E[X|Y;...Y,)] =
LAY

f: A\;Y; est en fait la projection orthogonale de X sur Vect(Y;...Y,,). Une telle

famille (\;) existe toujours. Si la matrice de covariance de (X,Y7...Y,) est
définie positive, alors les coefficients ();) sont uniques.

Plus généralement, si h(X) intégrable, alors E[h(X)|Y]...Y,] = [ h(x)du(x)
ou p ~ N (ZNY;, Var(X — S \Y)).



8 Martingales

Définition (Filtration sur (2, F,P))
Suite croissante de sous-tribus (F,,)

Définition (Processus a temps discret)
Suite de variables aléatoires (X))

Définition (Processus (X,,) adapté a la filtration (F,,))
Vn € N, X,, est F,,-mesurable.

Définition (Filtration canonique de (X))
.Fn = O'(Xan>

Définition (Martingale selon (F,,))

(M,,) un processus réel adapté a (F,) tel que Vn € N, E[M,,1|F,] = M, et
M, intégrable.

Si E[M, 1| Fn) < M, (M,) une surmartingale.

Si E[M,41|Fn) > M, (M,) une sous-martingale.

Proposition
(M,,) une (F,)-martingale = martingale selon la filtration canonique (vrai
pour les sur/sous-martingales).

Proposition
Pour une martingale, Vm > n, E[M,|F,] = M, (< pour une surmartingale,
> pour une sous-martingale).

Proposition
Soit f convexe telle que les f(M,,) sont intégrables.
Si (M,,) est une (sous-)martingale, alors (f(M,,)) est une sous-martingale.
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Définition
(H,) est (F,)-prévisible si H,; est F,-mesurable.

Proposition
(M,,) martingale, (H,) prévisible bornée. Alors (H+M),, = > H;(M;—M;_1)

i=1
définit une martingale.
Informellement, M, — M, _, représente le gain du jeu au temps n et H, la
stratégie suivie par un joueur (la somme qu’il mise). Dans ce cas, le gain

total du joueur H * M est une martingale, aucune stratégie n’est gagnante.

b}



9 Temps d’arrét

Définition (Temps d’arrét sur (F,))
T :Q — N vérifie Vn € N, T < n” € F, (ou "T = n” € F, de facon
équivalente).

Remarque (Temps d’arrét classique)
(X,,) adapté a (F,) a valeurs dans (E,€) et A € £.
T =inf{n € N, X,, € A} est un temps d’arrét.

Définition

T un temps d’arrét : Fr = {A € F,Vn € N,AN"T <n” € F,} définit la
sous-tribu des évenements antérieurs a 1.

Si T strictement constant, égal a n sur §2, alors Fr = F,.

Proposition

Soient S, T' deux temps d’arrét sur (F,,).

Alors sup(S,T), inf(S,T) et S+ T des temps d’arrét.
Si S < T partout sur €2, alors Fg C Fr.

Théoréme (Théoreme d’arrét, version faible)

(M,,) une martingale, 7" un temps d’arrét.

M := Myin(n,) €st une martingale.

Si T borné (<,, M € N fixé), alors E[My] = E[M,].

Si T fini (presque partout) et (MT) uniformément L' (|MT| < Z € L) alors
E[Mr] = E[M,)].

Proposition
Sion adeux temps d’arrét S <,,, T' <,,, C € N bornés, alors E[Mr|Fs] =,,
Ms.

10 Exemple : Ruine du joueur

(X,,) iid valent 1 avec probabilité p et -1 avec probabilité (1 — p).
Le joueur dispose de sy € ]N* initialement, gagne ou perd 1 a chaque tour, et

possede donc S, = sg + Z X au tour n.

Le jeu s’arréte au temps T (pour la filtration canonique) des que (S,,) atteint
0 ou N > sy pour la premiere fois.
Si p = 0.5 alors (5,) est une martingale et P(Sp = N) = 2.

Sn
Sip # 0.5 alors M, = (%) une martingale et P(Spr = N) =



11 Théoréme de convergence presque siire

Théoreme

(X)) une sous-martingale telle que sup E[X7] < +o0. Alors X,, — X €
I nelN

Corollaire

On peut de facon considérer une surmartingale et les X, dans le théoreme
précédent.

Il en découle que pour (X,,) une surmartingale positive, X,, — X € L' et
X Zpp. E[Xoo| Fal.

Remarque
Pour une martingale (X,,), E[Xo] = E[X,,] = E[X,[] — E[X].
Il en découle sup E[XF] < +00 < supE[X] < +o0 < sup E[| X,,|] < +o0.

n
nelN nelN nelN
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Corollaire

Si (X,) une martingale converge vers X, dans L', alors (X,,) converge
presque stirement vers X .

L’implication réciproque est fausse en général.

12 Martingales fermées

Définition (Martingale fermée)
(X,) telle que 37 € L, X,, = E[Z|F,)].

Proposition

X, 5 X, e 3zl X, _IE[Z|]-"]

Dans ce cas, Xo = E[Z|F], Foo = 0(Fn, n € IN) et donc X,, = E[X|F,].
18/10

13 Convergence dans L”

Théoréme (Inégalité de Doob)
(X,,) une sous-martingale. Ya > 0, on a :
a X IP(maXX >a) < E[X, X x

<
maxX >a] -
i=1



Proposition
Z une variable positive, p > 0 : E[ZP] = [ ptr~'P(Z > t)dt.
0

Proposition

X,,) sous-martingale positive, X* := max X;.
gale p , X = ma
1=

Alors Vp > 1, B[(X;)"] < (527)7 x B[(X,,)7]

Théoréme (Convergence LP)
Soit une martingale (X,,) bornée dans L? pour p > 1 fixé.

Alors X, P24 X € LP et E[|X,.|P] 2 E[| X ).
Avec X7, = sup | X, [, on a E[(X3)"] < (;55)P X E[| X|?]
nelN

14 Convergence dans L'

Définition (Famille uniformément intégrable (u.i.))
(Xi)ies vérifie lim (Sup E[ | X5] X X|xi>a ]) =0.
a0 \ iel -

Remarque
(X;) w.i. = bornée dans L'.
La réciproque est fausse en général.

Remarque
Si X1,..., X, € L', alors (X;)1<i<, est u.i.

Proposition
(X))ier est w.i. < Ve > 0, 30 > 0 tel que si P(A) < 6 alors Vi € I, E[|X;] x
x4l <e

Théoréme
(X1 )new une martingale :
(X,,) converge dans L' (donc presque stirement) < (X,,) fermée < (X,,) u.i.
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15 Théoreme d’arrét de Doob

Définition )
Si X, "8 Xoet T:Q — N, alors Xy = 1p_ooXoo + 3 17, X, est bien

nelN
défini.



Théoréme (Théoreme d’arrét pour une martingale u.i.)

X, une martingale u.i. de limite X, et 7" un temps d’arrét pour la méme
filtration.

Alors X1 = E[X | Fr].

Si § < T, par inclusion des tribus, il en découle E[Xr|Fs] = Xs.

16 Martingales rétrogrades

Définition (Filtration rétrograde)

(Frn)n<o telle que (F_,)new décroissante.

On note F_o = Qo JF,, sa limite.

Définition (Martingale rétrograde)

(X, )n<o pour la filtration rétrograde (F,) :

Vm < n < 0, E[X,|F.] = X, (> pour les sous-martingales, < pour les
surmartingales).

Théoréme (Convergence des sous-martingales rétrogrades)
Si (X,,) une sous-martingale rétrograde, bornée dans L', alors :

s. 1
IX o, X P28 X et X o < B[X,|F o).
Corollaire (Convergence des martingales rétrogrades)
Si (X,,) une martingale rétrograde, bornée dans L', alors :

AX o, X, "N et X = BX, | Fo).
Corollaire
Z € L', (Gn)new décroissante, Goo = N G

nelN

Alors E[Z]G,] "% E[Z|G).

Proposition
G, G’ deux tribus indépendantes. Z € L' indépendante de G'.
Alors E[Z|G] = E[Z|o (G,G)].

17 Loi du 0-1 de Hewitt-Savage
Soient (X,,) iid, de (2, F) dans (£, G), de loi p.

On munit E™ de la tribu cylindrique G®¥ et de la probabilité P = u®N.
Soit gn = {A S g@]N’ (wi)ign(wi)i>n S A= Vo S Sn> (wo(i)>i§n<wi)i>n € A}



E = N &, la tribu des évenements échangeables, invariants par toute per-
n>0

mutation d’un nombre fini de coordonnées.
£ est triviale : si A € &, alors P(A) € {0,1}.

Remarque (Hewitt-Savage = Kolmogoroff)

H =0(Xn, Xpi1,...) est une sous-tribu de &,, donc N H, C & est triviale.
n<0

18 Processus de Galton-Watson

Zoy > 0 la population initiale fixée, Z,, la population au temps n.
(Cox) iid 1a loi de descendance de I'individu k au tour n, égale & u € L' une
probabilité sur IN de norme m = E[u].

Zn,

Soit la loi d’évolution Z,,11 = 3 (.. On considere les tribus Fy = {0, Q} et
i=1

]:n—‘rl - 0-(]:717 (Cn,i)i>0)‘

On définit A =J Z;1(0) 'éveénement ou la population s’éteint en temps fini.

Proposition
On a les résultats suivants :
— (#£2) est une martingale pour la filtration (F,).
— Dans le cas (sous-)critique ou m < 1, P(A) = 1.
— Dans le cas sur-critique ou m > 1, P(A) = ¢ < 1 et ¢(q) = ¢ (avec
¢(s) = E[s7] = E[s"]).
— Dans le cas sur-critique, si de plus u € L?, alors % Vs € L?et
P(M =0)=q.

10
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19 Chalnes de Markov

Définition (Matrice stochastique)
E un ensemble dénombrable. () : £ x E — R une matrice stochastique :

Vee B, 3 Qz,y) =1, Vy € E,Q(z,y) > 0.
yeE

Autrement dit, Vx € E, Q(z, ) une probabilité sur E.

De fagon équivalente, on consideére I'opérateur Q € L(RF) tel que Qf(z) =
> Qz.9)f ).

Yy

Remarque
Soient @ et ()’ stochastiques. (Q X Q')(x,y) := > Q(x,2)Q’'(z,y) définit une

zeE
matrice stochastique.

Définition (Chaine de Markov)

Soit () une matrice de transition.

(X)) un processus sur E vérifie Vy € E, P(X,11 =y | 0(Xo...Xy) ) =
P(Xn1=y | Xn)

De fagon équivalente, Vzq...z,,y € E, P(Xg = .. X, = z,) > 0 =
P(Xp =yl X1 =21..X, =2,) = Q(zn,y).

Proposition

(X,) une chaine de Markov < Vzg..z, € E, P(Xy = z..X,, = x,) =
n—1

P(Xo = x0) X ,1:10 Q(xi, Tiy1)

Alors P(Xy =1z) > 0= P(X,, = y|Xo = z) = Q"(z,v).

Remarque
On nomme p(z) = P(Xy = z) la loi initiale de la chaine.

Proposition

Qf(x) = E[f (X1)|Xo = 2] et @"f(x) = E[f(Xy)[Xo = z].

Théoreme

V@ stochastique, Vi une probabilité sur £, 3(Q2, F,P), 3(X,,) € E un pro-
cessus tels que :

(X,,) une chaine de Markov sur cet espace de loi de transition @ et de dis-
tribution initiale u.

11



20 Espace canonique

Définition (Espace canonique)

(X,) une chaine de Markov : (Q,]:) = (BN, (P(E))@’]N) son espace cano-
nique.

Le processus canonique sur un tel espace désigne les projection X, ((w;) € E®) =
Wy

Fo=0(X1..X,) ={ACE*® Jx;.x0, € E, VwE A, w =21..w, =1T,} et

F =o(F.,neN).

Proposition

V(@) stochastique, Yy une loi sur E, 3P, sur I'espace canonique telle que (X,,)

une chaine de Markov pour (Q, p).

En particulier, on note P, = P, pour laloi p =6, : Vpu, P, = ZEu(x) x IP,.
xe

Remarque
Soit X une variable de loi p : Ex[e] = E,[¢] = [ odP,(z)

21 Propriétés de Markov

Définition (Opérateur de décalage)
O : (wo,wr, ...) = (w1, ...) et de méme, O, (wp, ...) = (Wp, ...).

Proposition (Markov faible)

(92, F) 'espace canonique sur (X,,) la chaine de Markov (@, ).
Soient F' et G mesurables bornées (ou positives).

Si F' est F,-mesurable, E,[F x (G0 ©,)] = E,[F x Ex,[G]].
Autrement dit, E,[G 0 ©,|F,] =, Ex, [G].

Proposition (Markov fort)

Avec les notations précédentes, soit T un (F,)-temps d’arrét.

Si F est Fr-mesurable, E,[F X Lrcoo X (GoOr)] = E,[F X Lrcoo X Ex,.[G]].
Autrement dit, E#[]ITQX,G ©) @T‘]:T] =p.s. ]1T<ooEXT {G]
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22 Fonction de Green

Définition (Fonction de Green)
Soient (X,,) une chaine de Markov @,y sur E et x,y € E :

12



N(z) =#{neN, X, =z} = Y 1x,_, une variable aléatoire.
nelN

On définit la fonction de Green G(z,y) = E,[N(y)] € RT U {c0}.

Proposition

G(z,y) = %N Q" (z,y)

Remarque
Si I — Q inversible, alors G = (I — Q).

Définition
Soit v € E :
7, = min{n > 0, X,, = x} et 77 = min{n > 0, X,, = x}

Lemme
On a les résultats suivants :
— Sous Py, N(x) ~ Geom (P[] < o])
— Avec la convention § = oo, G(z,y) =
. . o 1
— En particulier, G(z,z) = Th.hF <

P [1y<oo]
171Py[7;r<oo} ’

Proposition (Etats récurrents et transitoires)

On dit que x € E est récurrent s’il vérifie, de fagon équivalente :
— P (1 <o) =1
— N(x) = oo presque stirement pour la loi P,
— G(z,x) =0

A contrario, on dit que x est transient s’il vérifie, de fagon équivalente :
— P.(1f <) <1
— N(z) < oo presque stirement pour la loi P,
— G(z,7) < 0

23 Classification des états

Définition (Communication)
x conduit a y (x ~~ y) lorsque P,[7, < oo] > 0.
x et y communiquent (z ~ y) si z ~ y et y ~ .

Proposition
r~y e Gry) >0 Ine N, Q" (r,y) >0

Remarque
~~ est une relation transitive.
~ est une relation d’équivalence sur F.

13



Lemme

Si x récurrent et x ~» y, alors y est récurrent et P,[r, < oo] = P,[r, < 00| =
1, dou x ~ y.

En conséquence, si x ~ y, alors x récurrent < y récurrent.

Théoréme (Classification des états)
Soit R ’ensemble des états récurrents de E, Q) :

Sixz € Retx~ yalorsy € R, donc ~ se restreint correctement a R.
Soient (R;);e; une énumération de R/ ~ et T'=inf{n € N, X,, € R} :
— Six € R; et y € R; alors P, presque siirement, N(y) = oo.

— Siz € R; et y € E\R; alors P, presque sirement, N(y) = 0.

— Six € E\R et y € R; alors P, presque siirement :
— T < o0 et Xr € Ry, alors N(y) = 0.
— T <ooet Xy € R, j#1i,alors N(y) = 0.
— T = o0, alors N(y) = 0.
— Six € E\R et y € F\R alors P, presque sirement N(y) < oo.

Définition
Q irréductible < Vr,y € E, x ~ y.

Proposition

Soit @) irréductible. Avec la classification ci-dessus, on a nécessairement :
— R = F, alors la chaine est dite irréductible récurrente.
— R =0, alors la chaine est dite irréductible transiente.

Définition
x € E est absorbant lorsque Q(z,x) = 1.
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24 Marche aléatoire sur Z

& ~ u des variables iid sur Z, Xy la loi initiale et X, 1 = X, + &,01.
(X,,) une chaine de Markov pour Q(z,y) = u(y — z).

Théoréme
On suppose p € L' et m = E[pu].
— Tout état x € Z est récurrent < m = 0
— La chaine @ est irréductible < supp(u) engendre (Z, +) (en tant que
monoide)

14



25 Marche aléatoire simple sur Z¢

Avec le méme formalisme que précédemment adapté a Z?, Q(z,y) = u(y —

1
) = 53 % Ojly—zl=1-
Cette chaine de Markov est irréductible.

Théoréme (Théoreme de Polya)
Sid € {1,2}, alors la MAS est récurrente.
Sinon, si d > 3, la MAS est transiente.

26 05/12
27 Chailne de Markov tuée

p € 1[0,1], (E,Q) une chaine de Markov et A ¢ E' le cimetiere.
On a la chaine @' qui reste dans (F, Q) avec probabilité 1 — p et meurt en
A avec probabilité p, définie par :
Siz,y € E, Q(z,y) = (1 —p)Q(x,y). Siz € E, Q(x,A) = p, et enfin
Q'(A,y) = 0y=n.
En particulier, si z,y € E, alors (Q')"(z,y) = (1 — p)"Q"(z,y).
I en découle G'(z,y) = Z}N(Q’)”(x,y) <o, Glpxp =2 (I —(1-pQ) "
ne

15



28 Mesure invariante et convergence

Définition (Mesure invariante)
p € (RT)P non nulle telle que Vo € E, u(z) = 3 u(2)Q(z, z).
2€l

Autrement dit, u = p@ est un vecteur propre a gauche.

Définition (Probabilité invariante)
i une mesure invariante telle que u(E) = 1, p une probabilité.
Plus généralement, p(F) < oo suffit, & normalisation pres.

Proposition
Si Xy ~ p ou p une proba invariante de @), alors Vn € N, X,, ~ p.

Remarque
Plus généralement, on a toujours X, 1 ~ X, x Q.

Remarque

Si E fini et @ irréductible (nécessairement récurrente), par Perron-Frobenius,
J!u proba invariante.

Si E fini et () non irréductible, alors il existe une infinité de probas inva-
riantes,

combinaisons convexes des probas sur les composantes irréductibles.

Proposition
Soit z € E récurrent.

'r;r—l

Alors pi,(y) == E;[ X 1x,-,] (nombre moyen de passages en y entre deux
k=0

passages en x) une mesure invariante.

En particulier, p,(x) = 1.

Définition (Mesure réversible)
p > 0 non nulle telle que Vz,y € E, pu(z)Q(z,y) = n(y)Q(y, ).

Proposition
Si p réversible, alors u invariante.

Théoreme
Soit @) récurrente irréductible : 3!y invariante (a constante multiplicative

pres).

Définition (Etats récurrents positifs ou nuls)
Soit x € (E, Q) un état récurrent.
— Si E,[7] < 00, @ est récurrent positif.
— Si E,[7}] = 00, & est récurrent nul.
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Proposition (Chaine récurrente positive ou nulle)
Soit @) récurrente irréductible. Alors de fagon mutuellement exclusive, on a
nécessairement :
— Vz € E, x récurrent positif : u(z) = Ez[lT;] I'unique proba invariante.
— Vz € F, x récurrent nul : il n’existe pas de proba invariante (< de
mesure invariante finie).

Remarque
Si (F, Q) récurrente irréductible et E fini, alors la chaine est positive.

Proposition
Si p proba invariante sur () irréductible, alors nécessairement () récurrente
positive.

Remarque
Ceci est faux si on n’a qu'une mesure invariante (Z?> transiente a une mesure

invariante).

Théoréme (Théoreme Ergodique)

Soit 1 mesure invariante sur (E, Q) récurrente irréductible.

Soient f,g € L*(E — R, ) avec g > 0. Alors en partant de tout point, VP, :
n—1

3 X
Z Q(Xk) nree fgdu

k=0

Remarque
J gdp # 0 suffit pour le résultat, mais alors les sommes finies ne sont pas
toujours définies.
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Corollaire
Si la mesure pu(E) < oo est finie (@) récurrente positive), avec g =1, on a :

n—1
1 Pops o p du
n kz—:(] f(Xk) — ffp,(E)

n—oo
En particulier, avec f = d,, le temps moyen passé en y converge vers la proba

invariante p(y).

Corollaire
Si @ récurrente nulle, Vf € L*(u), on a :

n—1 s
%kgo f(XK) B0
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29 Convergence en loi vers la proba invariante

Définition (Période de x récurrent)
Soit x € E un état récurrent : L(z) := {n € N, Q"(z,z) > 0} additif.
d(x) := ged(L(z)) et on a d(x)Z = L(z) — L(z).

Proposition

Si (F, Q) irréductible, tous les états ont la méme période notée d(Q).

Si d(Q) =1, on dit que @ est apériodique.

Si @ irréductible apériodique, alors Vz,y € E, Ing € N,Vn > ng, Q" (z,y) >
0.

Définition (Distance en variation totale)

Soient p et v des probas sur E.

drv (p,v) := 5 sup |u(z) — v(x)] est une distance majorée par 1 sur les probas
el

de F.

Théoreme

Soit g proba invariante sur (E, Q) récurrente irréductible, positive apério-
dique.

VX, la loi initiale, on a dpy (X, @) — 0.

Comme X,, ~ XoQ", de fagon équivalente, dry (Q"(Xo,e), ) — 0.

Corollaire .

En général, u, dry = 1o L4

En particulier, ici, X, 1oy 1 la proba invariante.

Corollaire

Sous les mémes hypotheses, si de plus F fini, alors la convergence est expo-

nentielle :
VX, 3C < 00, Fe € [0, 1], dry (X, 1) < C X €

18
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30 Processus de Poisson

Remarque (Rappels sur la loi exponentielle)
Z~EN) & P(Z=t)= e dt
IN>0, Z~EN) & Vit,s>0, P(Z>t+s|Z >s)=P(Z >1t)
Si (Z;)i<n indépendantes, exponentielles de parametres (\;);<y,, alors mf (Z;) ~
E(X Ni)-
i<n
Définition (Processus ponctuel sur R™)
(T;) des variables telles que presque strement, (7,,) ,/* 0o.

Définition (Processus de Comptage)
(N¢)ier+ définie par Ny := #{i € N*|T; <t} = Z Tr,<i.

OnaN;—Ny=#{i>0,s <T; <t}ett— N, (presque stirement) continue
a droite, convergente a gauche.

Remarque
La donnée des (T;) équivaut a celle des (V).

Définition (Processus de Poisson)

Un processus de Poisson est un processus ponctuel sur R™ qui vérifie 1'ac-
croissement stationnaire indépendant :

Vs >0, (N — Ng)iss L 0 (Ny, u < s)

Vt > s, Ny — Ny~ N;_g

Proposition

Soit (IV;) un processus de Poisson. 3!\ > 0 l'intensité du processus, tel que :
Vit > s, (Ny — Ng) ~ P(A X (t—s)) (avec u ~ P(N) une loi de Poisson,
p(n € N) =27 x ™)

Théoréme

Soit (N;) d’intensité A : avec Ty = 0 fixé, on a 7, = Tj1 — Ti ~ E(N) des
variables iid.

Réciproquement, une telle famille (7;);>0 induit naturellement un processus
de Poisson d’intensité A.

Définition (Temps d’arrét)

T un temps d’arrét pour la filtration (F;)scr+ :

Vi >0, {weQ, T(w) <t} € F.

On définit Fr = {A € o(F;,t € RT), Vt € RT, ANT1([0,t]) € F;} la tribu

des événements antérieurs a 7.
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Proposition (Markov Fort pour un processus de Poisson d’intensité \)
Soit T un temps d’arrét selon la filtration canonique F = o(N,,u < t).
On pose N} := Nr,; — Ny, bien défini lorsque T'(w) < co.
Conditionnellement & T~1(0, 00[), (NI)i>0 est un processus de Poisson d’in-
tensité )\, indépendant de la tribu F.

Théoréme (LGN et TCL pour un processus de Poisson)
On retrouve ici deux résultats classiques des probabilités :

— Loi des Grands Nombres : % % A
— Théoréme Central Limite : ]\\%’7’\; L% A(0,1)

t—o00
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31 Introduction aux chaines de Markov a temps
continu

On se place toujours sur £ dénombrable (ou fini). (X;) homogene en temps
vérifie :

— VYVt >0, 3Q; : E x E — [0,1] de sorte que Vt > 0, Vo € E, Q.(z,e)

une probabilité sur F.

— Vt,5 > 0,P(Xpys = y| Xy, u < 5) = P(Xips = y[Xo) = Qe(Xs, 9).
(Q¢) est le groupe de transition de la chaine, et vérifie Vi, s > 0, Qs =
Q: X Qs (produit matriciel).
Autrement dit, Vt,s > 0, Vz,y € E, Quis(z,y) = ZE Qi(x, 2)Qs(2,y).

ze

(X;) est a trajectoires continues a droite, limitées & gauche.
dL: E x E — R le générateur de Markov, ou terme de saut, tel que :
— Ve#y€eFl, L,y>0,L,:=> L, <ooet L, =—L,.
yFT
— Sachant que X; = x, on va attendre un temps aléatoire de loi £(L,)

) . sy 2 La,
puis faire un saut en y € E, y # x avec probabilité 2.

Remarque

Un processus de Poisson (IV;) est une chaine de Markov a temps continu
particulier,

ou on n’effectue que des sauts de n a (n+ 1) sur £ = IN.

On a alors l'intensité qui décrit Ly, ,,41 = L, = A le temps de saut.
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