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TD Quantification des Champs Libres

TD 4: Créateurs et Annihilateurs

Répétition des concepts du cours

Soit un systeme de mécanique analytique dont la dynamique est décrite par le la-
grangien £(g;,¢;) qui dépend des coordonnées généralisées g1 ,(t) et des vitesses
généralisées ¢;—1,.,(t) (mais qui ne dépend pas explicitement du temps t).

(i) Rappelez les équations du mouvement (équations d’Euler Lagrange).
(11) Définissez les moments conjugués p;—; ., et rappelez ’hamiltonien du systéme.

(11i) Dérivez les équations de Hamilton

dg;  0H o dpi  OH

(iv) Rappelez la définition des crochets de Poisson .

\. J

Exercise I: Changement de référentiel galiléen
On considere une particule libre non relativiste de masse m en 3 dimensions, dont la fonction
d’onde satisfait I’équation de Schrodinger

§ O ) = g AU

2m

(on rappelle que on utilise des unités avec h = 1 = ¢). On considere un changement de
référentiel galiléen de vitesse v. On donne les lois de transformations des coordonnées et de
la fonction d’onde

1

¥ = t, g =7— Ut, wl(f/,t/) — ez(5m62t—mﬁ.5) w(f’ t) )

1) Montrer que l'on a

a a . = =d = — 8
%za—%v-v, V'=V, avec (V')i:ax,i.
2) Montrer que ¢/(Z’,t") est aussi solution de I’équation de Schrédinger
D, 1 ; N R R
e "zt = 5 Az,  avec A= 5 Bt \VARRVA
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Exercise II: Oscillateurs complexes
On consideére un ensemble de N oscillateurs complexes (Q;, QF) dont la dynamique est
déterminée par le Lagrangien

1)

2)

3)

4)

5)

6)

N
(QZJQz?Ql? ) Z(Qsz—wasz>, avec w; Ry Vi=1,...,N.

=1
Montrer qu'une solution quelconque des équations du mouvement peuvent s’écrire

Qz(t) _ 1 (ai 6—iwit + b;k ez’mt) 7

2w;

-¥

= (b e ™" +af ™), Vi=1,...,N. (1)

On note (I1;, IT¥) les variables canoniquement conjuguées respectives de (Q;, Q)
oL oL
I, = 2= et =2, Vi=1,...,N.
0Q; 0Q;

Donner I'expression du Hamiltonien en fonction des variables (Q; , @QF , II; , II¥) de I'espace
de phases. Pour une solution des équations du mouvement, écrire I’expression de

(I (2), T (2)).

Pour une solution des équations du mouvement, exprimer le Hamiltonien en fonc-
tion des variables complexes (a;, b;) et leurs complexes conjuguées.

Pour une solution des équations du mouvement, exprimer les variables complexes
(ai, b;) (et leurs complexes conjuguées) en fonction de (Q;,I1;) (et des complexes con-
juguées).

A partir des expressions trouvées dans la question précédente, montrer que les variables
complexes (a;, b;) et leurs complexes conjuguées satisfont les crochets de Poisson

{awa]} = l]? {bla ]} = ZJ? {ai7bj} = {a“b;} =0
A partir des expressions de la question précédente, calculer le crochet de Poisson

Ayt t) = {Q4(t), Q;(t/)}

Verifier que la fonction A;;(¢, ") satisfait I’équation différentielle

82 . .
(@JFW)A@(H’):O, Vi,j=1,...,N.
et les conditions aux limite
Ayt t)],_, =0 t O Ayl t 5
5]y =0, € 5 it t) T
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7) On considere la distribution
Gii(t,t) =0(t —t') Ay (L, 1) .

Montrer successivement les équations

0
a Gij (t, t/) = —61']‘ 9(t - t/) COS(wi(t — t/)) s
0? 9
/ /
(ﬁ "‘%’) Gij(t,t) = —(5<t —t)dij .
8) Montrer que le modele étudié dans cet exercice est invariant sous les transformations
de phase
Qi — e Q;, et Qf — e Q7 avec aeR. (2)

9) Pour une solution des équations du mouvement, comment se transforment les co-
efficients (a;, b;) sous les transformations (2))?

10) Quelle est la variation des (Q;, Q) sous une transformation de phase infinitésimale?
Montrer que la charge de Noether associée a la symétrie s’écrit

Q:ii(@@i—@:@i).
i=1

Donner 'expression de Q comme fonction dans I'espace des phases, d’abord en terms

des coordonnées (Q; , Q% ,I1; ,II¥), puis en termes des coordonnées (a;, a; ,b; , b}).

11) Montrer que la variation infinitésimale des (Q;, QF) peut s’écrire

12) On définit 'opération de ‘conjugaison de charge’ C agissant sur une fonction quelconque
I sur 'espace des phases par

C: FHFC? avec FC(Q’LvQ;kaﬂzuH;k):F(Qer’mH:aHz)

a) Montrer que C est une transformation canonique.
b) Calculer HC et Q°.

c) Quelle est I'action de la conjugaison de charge sur les variables (a;, b;)?
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