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TD Quantification des Champs Libres

TD 6: Champ Scalaire (2)

Répétition des concepts du cours

Soit ¢ un champ scalaire classique, complexe, massif et I son conjugué, avec crochet
de Poisson canonique

De plus, on rappelle
R . e =) 2
a(p) = W et wy (2, t) + ¢ I17(Z, 1)) ‘pozwﬁ’ avec  wy= /P2 +m?.

(i) Calculer le crochet de Poisson {a(p),a*(p”)} pour p,p’ € R3

(i1) Verifier que’une transformation de Lorentz p — k = A-p est une transformation
canonique.

Exercise I: Champ Scalaire de Masse Nulle

A d dimensions d’espace-temps (1 dimension de temps et (d — 1) dimensions d’espace), on
considére un champ complexe ¢(x) (et son conjugué ¢*(z)) dont la dynamique classique est
déterminée par l’action

Sl ¢ = / & (8,6° (1)) (0" 6(x)) 1)

1) Donner les équations du mouvement.
2) Rappeler 'expression du tenseur énergie-impulsion 7),,.

3) Montrer que le tenseur

S;w - apSpm/ , ~avec Sp;w = Npv (¢* au¢ + ¢au¢*) — N (¢* 8p¢ + ¢8p¢*) ) (2>

est conservé pour toute configuration des champs, c.a.d. satisfait 0*S,, = 0, méme
si le champ ¢ n’est pas solution de I’équation de Klein-Gordon a masse nulle. Le
tenseur Sy, est appelé un terme d’amélioration. On vérifiera que S, est un tenseur
symétrique.

4) En déduire que tout combinaison linéaire

A

T =Tw+aS,,,
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ol « est un parametre réel, est un tenseur conservé lorsque les équations du mouvement
sont satisfaites. La valeur de I'impulsion

P, — / da Ty,
est-elle modifiée par le terme d’amélioration?
5) Existe-t-il une valeur de « telle que la trace du tenseur énergie-impulsion modifié
TH# = g TW :

s’annule lorsque les équations du mouvement sont satisfaites?

6) Montrer que Iaction (1)) est invariante sous les transformations
at — = Nat, et (") =" ¢(x),
ou A € R,. Ces transformations sont appelées dilatations.

7) Calculer le courant de Noether D* associé aux dilatations. Montrer que, lorsque les
équations du mouvement sont satisfaites, il peut s’écrire
A d—2

=2"T

D L4222
w o)

(" Spuw) -

y2

Exercise II: Conjugaison de Charge

On considere un champ scalaire complexe libre de masse m (avec m € R), et les opérateurs
de création a'(p), b'(p) et d’annihilation a(p), b(p). On introduit un opérateur linéaire U,
par

N AER,
Uy = exp ((2@3/% / @p ((a' (7) = b (7)) (a(p) - b(ﬁm) oavee o g,

P = Gmysize,

) 2
avec wy = /P~ + m=.

1) Montrer que U, est un opérateur unitaire. Donner I’action de U, sur le vide |0).

2) On rappelle les commutateurs

[a(@),a'(7")] = 2w 8P (F— )L, et [b(D),0"(5")] = 200 (5~ p") 1.

Montrer que les opérateurs

al(p) = Ura' () U, et bA(p) = Unb'(p) UL,
satisfont les équations différentielles
oy ) = (a3 (p) = b(p)) et o ) = —i(ay(p) = bi(p)) .-

3) Intégrer ces équations.
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4) Existe-t-il une valeur de A telle que I'on puisse identifier Uy avec 1'opérateur de conju-
gaison de charge Uq qui satisfait

Ucd'(p) U = bl (p), et Ucbf () U = af (5) 7

Exercise III: Produit Scalaire
On considere I'espace de Fock introduit dans la théorie quantique du champ scalaire libre,
notamment les états

L
‘pla"'7pn7Q17"'7qm>— mma

1) Montrer que

Ty ... al(F) 0N (q) .. b1 (Gn)|0),  Vii, g € R?.

(El...,En;]ﬁl,...,ﬁm;>:0, si m#n.
2) Calculer les produits scalaires
(kv Ea; |, B ) et (kv; i [Ko; ;) -
3) Sans trop de calculs, proposez une expression pour le produit scalaire général

(kiy .o kms Dy, Palkd’s o ks 0 D)

4) Calculer les relations de commutation des opérateurs de création et annihilation avec
I'opérateur

N = (2n)" [ dp (ol (7)alp) + V(7)) -

Quelle est I'interprétation de cet opérateur ?

5) De méme, donner U'interprétation de I'opérateur

Epy [ Ppe L L L L
Puoo) = - /%—f!pl,m;)(pl,pg;l.
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