ENS de Lyon TD 10 09/12/2014
Géomeétrie avancée

Exercice 1. Calculs en coordonnées
Soit M une variété différentiable, et (z1,...,x,) un systéme de coordonnées locales sur
un ouvert U C M.

1. Rappeler les définitions de 86_:@ et dx;, puis de dx; A -+ - A dxy,.

2. Soit w une p-forme différentielle sur M. Si X est un champ de vecteurs sur M, on
rappelle que X Jw est la p — 1-forme définie par :

(Xow)z(vr, .., vpm1) = we(X(x), 01, ..., Up1).
Siw = f(z)dz; A Adz, et X(z) = Y1 X;(x)2, donner une expression de
Xow.
3. Stw =731, fi(x)dz; est une 1-forme différentielle, donner une expression de X jw.

4. Si f: M — R est une fonction lisse, donner I'expression de X.f.

5. Si (y1,-..,Yn) est un systéme de coordonnées sur un ouvert V' d’une variété N. Soit
F 'V — U une application lisse. Si w est une 1-forme, donner ’expression de F*w
en coordonnées.

Exercice 2. Différentielle extérieure d’une 1-forme
Soit M une variété différentiable, et soit w est une 1-forme sur M. Soient X et Y deux
champs de vecteurs sur M. Montrer I'égalité :

dw(X,Y) = Xw(Y) - Yw(X) — w([X,Y]).

Exercice 3. Formule de Cartan
Soit M une variété différentiable. Soit X un champ de vecteurs, et soit w une p-forme
différentielle sur M. On rappelle que la dérivée de Lie £ xw est la p-forme définie par :

d .
Lx(w) = TR
=0

ol ; est le flot local de X.
Le but de cet exercice est de démontrer la formule de Cartan :

Lx(w)=X1dw+d(Xiw).

1. Démontrer la formule pour p = 0 (i.e. si w est une fonction M — R).
2. Démontrer la formule pour p = 1.
3. Montrer que Lx(a A f) = Lx(a) AN+ aALx(B).

4. En déduire la formule de Cartan.



Exercice 4. Théoréme de la boule chevelue
Soit X un champ de vecteurs sur la sphére S™. On suppose que X est unitaire. On définit
la fonction f:[0,1] x S" — S" par f(t,x) = cos(nt)x + sin(7t) X (z).

1. Montrer que f est bien définie, et lisse sur la variété a bord [0, 1] x S™.

On pose w la forme volume sur S™ définie par w,(vy,...,v,) = det(x, vy, ..., v,).
Pour t € [0, 1], on pose f; = f(t,-).

2. Montrer que fsn fiw— fS" fow = fa[o,l]xgn ffw.
3. En déduire que fS” ffw = fS" fow.

4. Démontrer le théoréme de la boule chevelue : si n est pair, tout champ de vecteurs
sur S™ s’annule.



