ENS de Lyon TD 11 16/12/2014
Géomeétrie avancée

Exercice 1. Cohomologie du cercle
1. Soit f : R — R une fonction lisse 1-périodique. A quelle condition f est-elle la
dérivée d’une fonction 1-périodique ?
2. Montrer que H°(S') =R et H'(S!) = R.
Exercice 2. Cohomologie des sphéres
On consideére S" = {(zq,...,x,) € R"™ |23+ -+ 4+ 22 = 1} la spheére de dimension n > 2.
On note Uy et U_ les deux ouverts S\ {(1,0,...,0)} et S\ {(—1,0,...,0)}.
Montrer que toute forme différentielle fermée sur U, ou U_ est exacte.
Montrer que toute 1-forme fermée w € Q'(S") est exacte.
Montrer que H?(S?) = R (indication : se ramener & des 1-formes sur Uy NU_).
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Plus généralement, si k < n, montrer que H*(S") = 0.
5. Donner un isomorphisme explicite entre H"(S™) et R.

Exercice 3. Gradient, divergence et rotationnel

On munit R? du produit scalaire usuel (-|-). Soit U C R? un ouvert, et soit X un champ
de vecteurs sur U.
On rappelle que la fonction DiV(Y) : U — R est définie par :

Lx(dry Adxg A dxs) = Div(?)dml A dxo N dxs.
Le champ de vecteurs R(Y) est défini par :
ot (X) (dey A dwy A dag) = dX -
ott la 1-forme XL vérifie XL (v) = (X (2)| ) pour tout (z,7) € U x R™.
1. Montrer que Div(ﬁ(?)) =0.

2. Si 7 est un champ de vecteurs sur R? vérifiant D1V(7) = 0, montrer qu’il existe
—
un champ de vecteurs ? tel que 7 = rot(?).

3. Si f:U — R est une fonction lisse, montrer que rot(?f) =0.
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4. Si X est un champ de vecteurs sur R” tel que rot(X ) = 0, montrer qu’il existe une
fonction lisse f telle que ? = V.

5. Les résultats des questions 2. et 4. restent-ils vrais pour tout ouvert de R3?
Exercice 4. Produit avec R
On suppose que M est une variété de dimension n telle que M x R soit difféeomorphe a
R+,

1. Montrer que toute forme différentielle fermée sur M est exacte.

2. Montrer que M ne peut pas étre compacte (indication : on montrera que M est
orientable).



