Méthodes variationnelles pour 1’étude des orbites périodiques| - Marco Mazzucchelli
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Exercice 1. Soit A"M = W'2(R/mZ, M), et soit A™ : A™M — R la fonction action a
période m définie par
1 .

m JRrR/mzZ
Les courbes 1-périodiques sont en particulier m-périodiques pout tout m € IN. Autrement
dit, A'M est une sous-variété de A™M. Si v est un point critique de A', on a vu qu’il est
également un point critique de A™ pour tout m € IN. En utilisant les lemmes de Bott,
prouver les inégalités d’itération

mind(y) — 2dim(M) < ind(A™,~) < mind(y) — 2dim(M) — nul(A™,~),

ott ind(¥) est I'indice moyen de  défini par

. 1 2T
ind(y) : / indio () d6.
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Exercice 2. Une conséquence des lemmes de Bott est que la fonction m — ind(A™, ) est
bornée si et seulement si elle est identiquement nulle. Prouver cet énoncé de facon directe,
i.e. sans utiliser la théorie de Bott.

Indication. On localise en 7, et on suppose que ind(A™°,7) > 0 pour un certain mg. Sans perte de
généralité, on peut supposer mo = 1. Donc il existe £ € WH2(R/mZ, R") tel que d®A' ()¢, €] < 0. Pour
chaque d > 0, on veut utiliser & pour construire un espace vectoriel V. C W2(R/mZ,R"), ot m est
suffisamment grand, tel que dim(V) > d et d*A™(y)[n,7] < 0 pour tout € V \ {0}. Voici quelques
suggestions.
Montrer qu'il existe m; suffisamment grand et, pour tout m > my + 1, il existe &,, € WH2(R/mZ, R")
tels que
Enlt) = { E(t) site|0,m],
m 0 site[my+1,m-—1],
et A*A™(7)[&m. m] < 0.
Soient 71,12 € WY2(R/mZ, R™) tels que d*A™(y)[n;,n;] < 0 pour i = 1,2. Ceci n’implique pas que
d?A™ (v) soit défini négatif sur vect{n,n2}, mais cette implication est valide si les supports de 71 et 7y
sont disjoints.
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