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1 Cinématique des solides indéformables

1.1 Torseur cinématique
1.1.1 Définition

On considere le solide (S) en mouvement dans le référentiel Z fixe. De facon générale, on a besoin
de 6 variables pour décrire le mouvement d'un solide :
— 3 variables pour la translation

— 3variables pour la rotation

- repere fixe

Pour cela, on se donne la vitesse d'un point de référence O’ et I'orientation d'un repére %’ attaché
a (8). Pour I'orientation de %', on peut utliser les angles d’Euler (c.f plus tard) ou les coordonnées des
3 vecteurs de base de %’ dans le repere (éy, €), €;) soient 9 variables mais qui peuvent étre réduites a
3 en utilisant les contraintes (d’orthogonalité, de normalité des vecteurs de bases de %#').

Propriété cinématique fondamentale

VA,Be(S), T(A D= TB,1) +Q()xBA (1)
—— N——
translation rotation

Sil'on veut connaitre la vitesse en tout point de (S), il faut connaitre la vitesse en un point B € (S)
et le vecteur rotation Q(#). On note :

Q)

T (B, 1) @

B

le torseur cinématique.
NB: 7 (A, t) ne dépend pas du choix du point de référence
T(O, =T (B, 0+ Q) xBO
donc T(A, 1) = (O, ) — Q(t) x BO' + Q(t) x BA

TAH=TO,0+Q()x0A

Démonstrationde (1) :
Considérons un point M dans le solide indéformable (S).

T repere fixe



- —_— B — R ———
Ona OM = OO0’ + O'M et on exprime le vecteur O'M dans %' :
OM = 00"+ x &' + y, &) + 2\, €7
Nous dérivons 'expression précédente pour avoir acces a la vitesse du point M

dOM dé,’ dé,’ dé,’
—— =TWM,0D=T (O, +xy—+ Yy —2 + 2, —=
ar - VM0 =vI0L DXy Vg Ay,

car (x},, ¥, 2y,) sont constant dans Z'.

. déi’ !
On exprime 3 dans %'

. déi, 3 Ny
VZ(: x;y,Z)» d_ = Z Rl ]e]
Ry =36
avec nj j = —+€j
PEde

)

. sI112 _ R N ||
Or, on sait que ||€;'||“ =1donc R;; = 5 i =0.

Etsii#j
é'(t+dn-éj'(t+drn =0
Alors
dé;’ dé;’
— A./ ! . A., _]
0_(e, 0+ (r)dt) (e] 0+~ (t)dt)
dé;'  dé/
0=2¢/-¢6+ (éi’-d—; + de; -é]-'(t)) + terme quadratique
Donc,
él'l Ny Ny déf,
—_ l’ e . —_—
a G 0="e g,
Ri,j = _R],L

Finalement, R est une matrice anti-symétrique, on peut la mettre sous la forme :

0 Rip, Ry
R=|-Rip 0 Ry3
—-Ri3 —Ryz3 O

_ R2,3 Qx
En prenant Q () = | —Ri 3
Rip Q,

dans %', on vérifie bien que :

|
@)
<

& =
Vi, —=Q(t)xé;'
1 (1) x é;

TWM, =T, )+Q(t)xO'M



1.1.2 Exemple

On considere un cylindre roulant sans glissement le long d'un plan incliné.

.’I;/

L'absence de glissement impose :

TI,H=0 Vt
On pose :
éx' = cos(0)éy +sin(0)é),
é,' = —sin(0)éy + cos(0)é),
Dans ce cas
déx, :
=0¢,
dr y
=0¢, xé,/

Alors,
VMe(S), TM,t) =06 xIM
V(G,1) =06, x Ré, = —ORé,
1.2 Généralités sur les torseurs

Un torseur est un champ vectoriel M — m(M) défini par :

— 2 vecteurs

_ E, la résultante
m(0), le moment en un point de réf o

— Une régle de calcul : m(M) =m(O) + E X O_M

Propriétés:
— Indépendance par rapport au point de référence
— Equi-projectivité m(M) - W =m(0)- W/I car 7%) X W 1 W/I



— Invariant scalaire

VM, m(M)-R =m(0)- R

— Axe du torseur Pour tout torseur, il existe une droite (A) parallele a R telle que, VM € (A), m(M)
est constant et parallele a R.

Deux cas particuliers
— Couple:si R =0 (pour la vitesse, mouvement de translation)

— Glisseur : 3un point O / m(0) = 0 alors m(M) = R xOM perpendiculaire au plan engendré par
RetOMetm=0le long de (A) (Pour la vitesse, mouvement de rotation)

Deux remarques sur le torseur cinématique

— Ona
dAB — —
—— =QO x AB
dr
car
dAB

Fz v(B)—- B(A)

— L’accélération n’est pas un torseur

T(A) =T B +Q(t) x BA
dQ(n
t

G(A)=d(B)+ x BA+ Q(1) x (Q x BA)

-

accélération centripete

1.3 Solide en rotation

3 un point O/ 7 (0) = 0 alors le torseur est un glisseur avec T =01le long de 'axe paralléle a 5
passant par O.
On a un mouvement de rotation autour de cet axe car

VYO elaxe, T (M) = Q(t) x OM

Si la direction de Q est constante dans le temps, on a une rotation autour d'un axe : dans ce cas,
Q = 60é;. Sinon, on a une rotation autour d'un point (qui peut lui-méme changer dans le temps). Dans
ce cas on a besoin de 3 angles, les anlges d’Euler, on transforme % en %’ grace a 3 angles.
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FIGURE 1 — Angles d’Euler

1. Précession
Rotation de ¥ autour de é,
(éx, éy; éz) — (ﬂ, 0» éz)
tqie (x'y") oude (z2).

2. Nutation
Rotation de 6 autour de
(@, 0,8;) — (4, W, €))
tqé,— é, ouwe (x'y).

3. Giration
Rotation de ¢ autour de &/,
(4, w, &) — (&, ég,, é))

Q=Yeé,+00+@é,

Exemple : Cone en rotation sur un plan (xy).

On a une précession de ¥, nutation de a — % =0, et une giration de ¢ dans le plan (x'y’). Soit

Q=We,+0+¢e,



Siroulement sans glissement, V=0le long de I'axe (OI)
= rotation autour de (OI)
= Q doit étre parallele a (OI)
=0Q- g; =0
dou ¥ +¢pé,-é,=0.

i.e ¥ + ¢sin(a) = 0 (Condition de non glissement)

1.4 Cinématique des liaisons

(Sa)

(S1)

On modélise une le contact par un point I ou1 un point /; de (S;) coincide avec un point I, de (S>).
Sans glissement, v (I;) = v (I2).
Sinon, on note u = v (I) — v (I}) la vitesse de glissement de (S,) par rapport a (S1).

Si on exprime la vitesse d'un point M dans (S,) par rapport a (Sy).

TMEeS/S)=V(MeSy))— TMEeS;)
N ——’

v qu'aurait M s’il €(S;)

272>+_>2><12_1\;I—7(11)—§1><11_1\;1
=7+(§2—51)Xm
———

Qan

On décompose

Qon= Q) + Q)
~~ S~~~
roulement frottement

2 Cinétique des solides indéformables

2.1 Torseur cinétique

2.1.1 Définition




Pour tout champ vectoriel 75 (M) (discret ou continu) on peut associé un torseur tel que :
R= ZF(M)( :derf(?))
M
et le moment en un point, tel que :
m(0)=Y OM x TD’(M)( :fdgr(Wx ?(?)))
M

Le torseur cinétique est associé a la quantité de mouvement p(M) v (M), champ continu avec
p(M) la densité volumique locale.
La résultante est

3=fd3rp(?)7}(?) =Mr Tg
~—~—
vitesse cdm

et le moment cinétique en un point A

T A :fdsrmxp(M)Tf(]\d)

Propriétés:
— 6')0=6')A+MTT/)GXA—O)
— G0-0A=7,-04A

— —_
— 0" UVg=Ccte

2.1.2 Référentiel barycentrique

On considere le référentiel barycentrique 2* qui est uniquement en translation a la vitesse v g
(en général, non Galiléen). Dans la suite, toutes les grandeurs calculées dans le référentiel barycen-
trique porteront une notation « * ».

—_—
Dans 2%, on a évidement v ¢, = 0 donc P* =0
L * ko2 Tk i ouT* =0
Le torseur cinétique T; estun couple avec 0 ;; =cte= 0 * etun glisseur d'ott v ;;, = Q x GM.
De plus, on a un mouvement de rotation autour de G.

—

Tr=Tg =fd~°’(ﬁ’/1x p(M)T*(M)

=fd3r@xp(M)7(A4) —W

0

g —_ . A . Pl
donc 0 * = 0 g i.e G ale méme moment cinétique en Z et Z*

G+MT7Gxa4

—_ —_
OpA=0
—_— —_
o o

A *+MTT/>GxGA

C’est le théoréme de Kéening.
Pour I'énergie cinétique K du solide (S), le théoréme de Kéening s’écrit
K=im,724 K*
2 TYG —

~—~—rotation dans Z*
translation



Démonstration :
1 —
K= zfcﬁ’r,o(M) U2(M)
1 — —
:zfdgrp(M)(v(;— v (M)

- %fdgrp(M)TféﬁL%fdgrp(M)Tf*(M)z_f(dsrp(M)?*(M))'T;G

0
1 — 1 — g —
:zfdgrp(M) vé+zfd3rp(M) v*(M)Z—W e

1
=§MT Ve +K*

2.2 Solide en rotation

2.2.1 Opérateur d’inertie

Ta= fd3rmx p(M)T (M)
Si A, M€ (S), alors T (M) = T (A) + Q x AM. Donc
T4 =fd3rﬁ/1x p(M) x (TJ(A)+§ x W)
- derwp(M) <7 (A) +fd3rF\4p(M) x (5 x H/I)
My AG
= M7 AG x T (A) +fd3rﬁ4p(M) x (5 x H/I)
si v 4=00u A=G,alors
Fa= [ draMp < (@ « AM)
donc 7 4 est une fonction linéaire de Q donc il existe une matrice [Jal, opérateur d’inertie, tel que :

Ta=Ua-Q

Expression de Uopérateur d’inertie

X Qy
Dans le repere %' attaché a (S) et centré sur A, on note AM = ( y) et Q= (Qy) dans #'.
z Q,

T :fd3rp(M)(||AM||25 - (m.a)m)

(x%+ y2 +22)Q, — (xQy + yQy+2Q2)x
= fdsrp(M) (x%+ y2 + zz)Qy —(xQx+yQy+ zQZ)y)
(x®+ y2 + ZZ)QZ = (xQx +yQy+2Q,)z
(V% +2%)Qx — xyQ, — x2Q,
:/dsrp(M) (% + zz)Qy —xzQy — yzQZ)
(% +y)Q, — z2xQyx — 2yQy

+2z%) -xy —xz Q,
:fdsrp(M) —-Xy (x? +2?) -yz )-(Qy)

-xz -yz  (x*+y%)) \Q,

Alors [] 4] est une matrice symétrique et

Lix _Ixy =l
[Jal = Iyy _Iyz

IZZ



avec
Lix = f EroM)(y? +2%) = Io, moment d’intertie par rapport a I'axe (Ox)
Iy = f d®rp(M)xy produit d’inertie

[J 4] renseigne sur la répartition des masses dans (S). De plus, [J 4] est symétrique réelle donc dia-
gonalisable : il existe une base d’inertie et 3 axes principaux d’'inertie.

Exemple : Cylindre plein homogene de longueur L et d’axe (Oz).

f d®rxy = 0 par symétrie miroir % (Oxz)

Donc une base d’inertie est ’axe du cylindre et toute paire de vecteur perpendiculaires dans le plan
perpendiculaire a z

R
I, = fd3rp(M)(x2 +y?) = po 2nrdrr? = pLgR4
0
et My = pLR*7

1
dou I, = zMTR2
Pour un cylindre quiroule O =é,, ona o = [Jol Q = I,,0¢,.

2.2.2 Energie cinétique de rotation

Ona
1 —_
K= 5fd%o(M) v (M)?
On considére une rotation autour de A, d’olt v 4 = 0. Il vient :
]_ 3 —_ —_— —_ —_—
K= Efd rp(M)(Q x AM)-(Q x AM)
]_ 3 — R — — e
= Efd ro(M)Q - (AMX (Q < AM))
1—-

==Q-0
> A

1—> —_
—EQ'[]A]Q

De fagon générale, dans ' base d’inertie centrée sur G.

o

K—_Ml VG+_(I() Q)C+I“ Q +I(} Qz)
2 2 o vy 7
avec 2 eXprimé dans %l

10



2.2.3 Théoreme de Huygens

(A)

On considere une rotation autour de (A) passant par A, donc Q = wéx. et

]_—) —
Kior = EQ'[]A] Q

1 . R
= _w2(eA [Jal eA)
2 —_——
Lo
avec I (n) moment cinétique calculé en A par rapport a la droite (A).
Théoreme de Huygens

Iaw = I + Mrd? 3)

2.3 Principe fondamental de la dynamique
2.3.1 Enoncé

Dans un repere Galiléen, la dérivée par rapport au temps du torseur cinétique est égale au torseur
des forces extérieures.

dpP d7 ¢ -

4~ M, :%Fext(M) Flot
90 _ 5 58 F ons(b) = 7
T_% *FenM)=mo 7,

si O est fixe dans le repére Galiléens

Le « théoreme » du moment cinétique s’applique en O fixe ou en G quelque soit son mouvement.

Démonstration
6-)0:6')(;+MTT/)G><G_O>
doo _dog oy d7 ¢ SO T dGO
-~ = X Vg X
dt  dr T dr TEe™ gy
dO’G O—>
=< ZPext(M)xGo+MTva(}6'—vG)
—0
Dans ce cas,
dEG - = =
—C =Y (OM x Foxs (M) +GOx Y. F ot (M)
dr M M
do* dog
dr :_t_Z(GMXF””(M)) "GIF i

11



hnd . P N .
avec 0 * le moment cinétique du repeére barycentrique.

2.3.2 Théoreme de I'énergie cinétique

Si (S) se déplace, la puissance des forces extérieures fournies a (S) est 2 =Yy F ox (M) - U (M) et
I'énergie potentielle des forces extérieures par rapport a un point O est donné par :

€p = _% Fext(M)-OM

Ona

dK
dr
ou de fagon équivalente K + ¢, = cte

Démonstration c.f Compléments

2.3.3 Exemple: chute de yoyo

On assimile le yoyo a un disque et on note T la tension du fil.

Méthode 1:

On applique le théoreme du moment cinétique en G.

dog GIx T =RTé
— = X = e
dr “

Ly 0
etQ=60é,douog=cl Q= Iy 0|
I..)\6

12



Alors
1,,0 =RT
1 .
EMRZH =RM(yg+g)
or yg = — RO pas de glissement
2
douyg=—-
Y6=738
Méthode 2 :
Comme v; =0, on peut appliquer le théoréeme du moment cinétique en I et
o1 =U1Q = I110968;

3
et I1/(02) = Ig/02 + MR? = EMRZ

Finalement,
do; 3 . -
— =—-MR“0é,=IGxM
dr 2 ¢z *ME
=RMge,

3 .

5 RH = g
e

Méthode 3 :

.o 1 52
Etot:EMyG +§IZZ9 + Mgy =cte

On dérive par rapport au temps, et on retrouve encore yg = —% g.

2.3.4 Liaisons et contacts

Un contact ou une liaison impose un torseur pour contraindre le mouvement du solide. Ils im-
posent une force et/ou un moment pour bloquer les translation et/ou les rotations du solide.

0 0

Toupie 17 = 0 0
F, 0

0 my

Cube T} = 0 my
F, 0

Force de frottement

(S2)

(51)

13



Si on a un mouvement relatif de (S,) par rapport a (S;), on a une force de frottement. On repré-
sente ces frottements par la loi phénoménologique de Coulomb :

(S2)

=)

(S1)

Si ||7|| < fsllﬁl [, il n'y a pas de glissement.

En cas de glissement, IITF)II = deINII et? = —fdllﬁllll%l.

3 Solides en rotation et effet gyroscopique

Leffet gyroscopique est la conséquence du « théoreme » du moment cinétique :

doo —
= m Fex
a7 O/F,y
Exemple : Roue en rotation
—

Y

Ce systéeme impose un moment
ago(t+A1) =0o(0) + mAte,

=008éy+mAre,

— Enl'absence de moment appliquée o = cte : un solide en rotation conserve son moment ci-
nétique.

— Alinverse, pour changer o, il faut appliquer un moment, d’ot1 la présence d’une résistance
au changement d’orientation d'un solid en rotation

3.1 Ilustrations

a) Roue en rotation
Une roue en rotation résiste a tout changement de direction.

14



Si on tourne la roue horizontalement autour de é;, on applique un moment de la forme mé,.
De plus, si ce moment est constant pendant At,

oo(t+At) =ao(t) + mAte,
=008y +mAte,
Laxe de rotation de la roue tourne autour de (Ox) et la roue s’'incline. De méme, si on tourne la
roue autour de (Ox), on, impose un moment de la forme mé, et la roue tourne autour de I'axe
éz.

b) Ajout d’'une masse

Si on rajoute une masse a I'extrémité d’'une poignée, elle créée un moment perpendiculaire a
I'axe de la roue qui fait tourner la roue autour de e,

On retrouve, ici, un moment de précession a ¥ = cte.

De plus, si ¢ est faible, on observe une rotation de l'axe de rotation autour d'un axe moyen :
c’est un mouvement de nutation.

3.2 Fréquence de précession

On place une liaison rotule qui bloque la translation mais laisse les rotations libres.

15
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Liaison rotule

/77777777
La torseur de liaison s’écrit :
R, 0
Tr=| [Ry]| |0
R, 0

On utilise les angles d’Euler :
Q=We,+0a+¢e,

Comme la roue est symétrique, la base 2%, (i1, ®, &;) est une base d’inertie avec un vecteur rotation
Qggl/gz =We,+00+ Ppé..

De plus é; = cos(6)é, +sin(0) .
d’ou,
Qo150 = 00+ Wsin@)d + (¢ + Peos(6)) &,

Si on note I) = I, et I3 les moments d’inertie en O respectivement par rapport a @, @, et a &, il
vient :

I, 0 O
o=Uol-Q=|0 L 0/[-Q
0 0 I

= L00+ [ Vsin@)@ + I3 (¢ + Pcos(0)) &,

Remarque : Formule de la dérivée en repére mobile
Si £, tourne a la vitesse Q a,/% Par rapport a &, pour tout vecteur V.

d‘7) d\_/’) .G 7
_— —_— X
dt ) dt ) g, Il

Danscecas:

do_o’J _ dag

dr ), dt
=E¢1><M§

) +Qgz*x00

Dans le cas de Papproximation gyroscopique, on suppose que ¢ > ¥,6. Dans ce cas, 7 = Lpé.,.

16



Finalement, dans %,

i 0 ] 0 0 0
d—°= 0 |+|W¥sin® [x| 0 |=| o |x| —Mgsin®)
t LY Ycos(9) LY -1y —Mgcos(@)"l"

Si le solide est de révolution avec I; = I, # I3 alors w3 = 0 d’ol1 w3 = cte.
Si on note AT = I3 — I}, on obtient le systéme suivant :

Ila')1+AIw3w2 = 0
hwy +Alwsw; 0

On a donc un systeme linéaire couple de solution générale :

w1 =wcos(At + ¢)

w2 = wsin(At + ¢)

avec A = %—1113.

4 Déformations élastiques simples

4.1 Contraintes et déformations

a) Loide Hooke

Essai de traction simple : un barreau de longueur L est fixe a une extrémité et soumis a une
force F a I'autre extrémité — le barreau s’allonge de AL.
— Effet de taille : pour un barreau de longueur 2L, I'allongement est 2AL.

— La grandeur pertinente est l'allongement relatif (ou déformation) : € = % (sans dimen-
sion).

F

— De meéme, ce n'est pas F qui compte mais la contrainte: o = 5.

— loi de Hooke (1675) : avec E module d’Young en Pa.

0dG du module d’Young :
— Acier : 100 GPa.
— Caoutchouc: 1 a 100 MPa.
— Gélatine : 10 a2 100 Pa.
On remarque qu’il y a une énorme variation de E parmi différents matériaux.

b) Origine atomique de E

On assimile un cristal a un réseau cubique simple. On suppose que les déformations sont suf-
fisament faibles pour approximer le potentiel interatomique par une fonction quadratique.

Ula) = Uy + 3 K(a— ag)?

= ressorts de raideur K entre atomes
On applique une force f par atome, a I’équilibre :

f=K(a- ap)
€= a—dady
Ao

17



c)

S _Ka-a_ K
(ap)? — ao ao ap

g = &

E est controlé par la raideur du potentiel interatomique et la distance entre atomes. Comme
ag = 2 a3 Apour tous les matériaux, plus I'énergie de cohésion est grande, plus E est grand.

Exemple : déformation sans poids propre
Une portion élémentaire dz a la hauteur z subit une contrainte due au poids sous elle.

o= "S(LT_Z)g =pg(L-2)

e=b8(-2)

AL= [} e(z)dz = 25 ng

4.2 Autres coefficients élastiques

a)

b)

Coefficient de Poisson

METTRE UN SCHEMA

Comme les solides sont au moins partiellement incompressibles, si un solide s’allonge dans
une direction, il a tendance a se contracter dans une autre.

Pour une traction simple :

On appelle v le coefficient de Poisson.

v traduit I'incompressibilité du solide car

AV _ AL, ALy AL, _ 1 _ 5. 3 ALy 1 _onC
Y=t S s -2 = (-2

On montre que pour les matériaux isotropes -1 <v<0,5.
Pour la majorité des matériaux v ~ 0, 3, mais pour le caoutchouc v ~ 0,5 et pour le liege v = 0.

Module de compressibilité

Un cube est soumis a une pression P.
Remarque : la convention P >0 est une compression, alors que o >0 est une traction

P P

AL AL AL
X (= e —_— + 2v—
ETE =T E E
—~—~ ——

cornpression enx COl’I‘lpI‘eSSiOHS enyetz

A

=-(1-2v)£

3(1-2v

Avec yr : coefficient de compressibilité isotherme

Un solide est stable si 62V £ >0dou 6‘; 35 E >0 donc yr>0etv < %
En mécanique, on note P = -BAY V =>B= 302y

Avec B : Module de compressibilité

18



c) Module de cisaillement
METTRE UN SCHEMA

Torseur de la liaison :

—F, 0
T = 0 0
0 my

ALLX = tan(®) ~ O (si petite déformation)

X

La déformation: y =

La contrainte: o = Lf + =Gy, avec G : Module de cisaillement

De facon générale, si on applique une force dF a une surface cTé, on définit le tenseur des
dF;
dsS;

contraintes [o] tel que cﬁ:" = [0]33 Alors|o;j =

Par exemple
- o - _ v
— entraction simpleona F=F,e,etS=S,e, doliog,, =&
— encisaillement oy = £
y

d) Déformations thermiques
La dilatation thermique induit une déformation isotrope.

Eth = aAT
Avec a : Coefficient de dilatation thermique

sans liaison ou contact, cette expression n'induit pas de contrainte.

5 Déformation de flexion

SCHEMA

On considere une poutre, encastrée a une extrémité et soumise a une force verticale a I'autre
extrémité. Quelle est la déflexion 6 ?
5.1 Efforts tranchants et moments fléchissants

Lencastrement bloque toutes les translations et rotations.
Torseur de liaison :

Ry my
T = Ry my
R, mzj 4
Torseur de la force extérieure :
0 0
Text = -F 0
0 0 B

On suppose F et § suffisament petits pour calculer les torseurs dans I’état initial non déformé.
ATéquilibre, T + Tox; =0=|Ry =R, =0 et Ry=F|
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Le moment total en A est ma;1 + M ajexr = 0 SOit Ma;L + MB/ext +f7/\BA =0
=0

mx 0 _L
my|+|-F[A]l 0 [=0
my 0 0

Soit | my=my =0 et m;=FL

On peut faire I'équilibre d’'une section 1 soumise a gauche a T et a droite au torseur des forces de 2

vers 1.
Torseur des forces2 — 1 :

0 0
T = V(x) 0
0 My(x)/

Avec M¢(x) : Moment de cisaillement

Al'équilibre, on a V(x) = F etle moment en I selon z:

Mf(x)+FL—Fx=OSoit Mf(x) =—-F(L-x)

Si on isole une portion élémentaire

SCHEMA
On rajoute une force linéique (par exemple pour représenter le poids de la poutre) gdx.

Al'équilibre,

_dV
dx

-V(xX)+qdx+V(x+dx)=0=>|q =

et le moment total en I

~M(x) + Mp(x+dx) + V(x+dx)dx+qdx % =0

D dx+ V(xdx+ YD (@x)? + L(dx)? =0

dMy
dx

d*My
a1

V= d’ ol

donc on a une équation différencielle pour My a résoudre en tenant compte des conditions aux li-
mites. Et si g = 0 alors My est forcément linéaire par morceaux.

5.2 Déformation de flexion

Approximation de Euler Bernoulli :
— Toute section droite reste droite (valable pour les petites déformations).
— La partie haute est une traction simple (¢ > 0). La partie basse est une compression (e< 0). La
médiane est une ligne neutre o1 € = 0.
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On note Y (x), 'équation de la ligne neutre qu’on prend comme référence des ordonnées.
Soit R le rayon de courbure total : dx = Rd©
Alahauteur y, dl = (R+y)df d'ot1(y) = dl{;fx = (R+y)};if®—Rd® =

=

La contrainte est donc o(y) = E %. Or la force exercée par la partie droite du solide sur la partie
gauche au travers d'une surface élémentaire d S orientée sur eyest F=odxd yex .
D’ot1 un moment fléchissant :

. X E%dydz 0
mo=[¢dOMAdF=[s |y|A| 0 =| Exdydz
z 0 —E}—y?dydz

D’ot1 par symétrie, g = (—% f y*dydz)e,. Avec I moment quadratique de la section S par rapport a
S

=I
(Oz), caractérise I'effet de la géométrie de S sur la déformabilité en flexion.

. EI
Finalement| M ) =-——
R(x)
5.3 Déflexion
Ona Mg(x)=—-F(L-x) = —%. Or ﬁ = —m = ‘;—xZ pour les petites déformations.
dx
3
L. _F 2 3 _FL
D’olt Y (x) = —; (L% - %). Et finalement| § = 35

5.4 Flambage

flambage : instabilité d'une poutre en compression.
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