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I) Histoire du magnétisme .

[1 ]

→ Présence d'objets en fer dans les tombeaux de divers civilisation de

l'Antiquité ( Sumériens, Egyptiens , grecs . . .
) maie on ne sait pas trop

si ils étaient au courant du caractère magnétique du fer .

→ Premier manuscrit mentionnant l'existence d'aimants : écrivain chinois

Guanzhong (r 650 avant J-C ) .

→ Les chinois appellent les aimants
"

pierres tendres
"

car elles attirent les
métaux ferreux , par analogie avec

"

la tendresse d'une mère à son enfant
"
.

→ Origine du mot
"

magnétisme
"

: les grecs extrayaient les aimants
d'un gisement situé sur un mont proche d'une ville qui s'appelait
"

Nagusia ad Sipglum
" ( en Asie Mineure )

.

→ Premiére boussole : autour de l'an 0 en Chine .

"

Cet outil ressemble
à une cuillère , et quand on la pose au un plateau par terre

,
la poignée

pointe vers le sud .

"

→ Fin duXVIe : on connait les notions de pôles , que les aimants peuvent
s'attirer etqu'il est possible d'aimanter du fer avec un aimant.

→ 1795 : Coulomb met en évidence une intéraction en llr
? entre 2aimants

→
"

Dans la foulée
"
: Poisson introduit la notion de champ magnétique .

→ 1820 : Œrsted montre qu'un fil parcouru par un courant crée un champB.

→ 1821 : Faraday découvre le phénomene d'induction et construit la première
dynamo .

→ 1864 : Equations de Maxwell.

→
Fin XIIe

,
débutVIE : P. Curie introduit les notions de dia

, para et ferromagnétisme.
Langevin introduit les notions de magnétisme induit et permanent .
Weiss introduit la notion de champmoléculaire .



→ 1922 : Expérience de Stan et Gerlach
,
existence du spin .

→ 1929 : Heisenberg montre que le magnétisme est d'origine quantique
( couplage entre spins voisins ) .

→ 1911 : Onnes observe la supraconductivité du mercure .

→ 1986 : découverte de Capra à
" haute

"

température critique (~ look ) .

Ordres de grandeurs :



☒Dipôles magnétiques .

f23 .

1) Définition .

Dicyclique : distribution de courants contenue dans un volume V,
d'extension spatiale typique a et observée à un distance
r»a .

IEEE :
À = f- 'En jai) )d'F

'

En pratique , on se restreint à une boucle de courant filiforme
parcourue par un courant I.

(e)
_
_

-É
⇒
^

On peut réécrire À=
IÎ avec

E-§
> p→

I P dè

circuit filiforme
.

2) Champ magnétique .

Potentiel vecteur : Âcm = f÷Ê÷, d'F
! ?÷§ËË,

ce

⇒ Âim .â =
"
÷ f.IE?-..ide--G.-.$;I.E.::.-p.dsp

Stokes

Gr rôt! fl re') .

â ) = f1E) . rôt là) + giad ( fcn )n a-F'

FÜR un champ uniforme .



Ainsi ÂIM .
À
= Ç÷Igrad⇒¥, ) ^ êx )À
= ?÷Æ( T.ir?.-paeieDds

Or : approximation dipolaire ⇒ ÎË÷ ,= Î = ÇI
D'où Âlm

.
à = !÷Iû÷ ^ eû ) DÎ

(einen ) -DÎ
= laineuse: → = (Ç÷ ⇐%)nui ) . e:

f2

⇒ Âlm
= Ç÷

Ànier
f2

Le champ magnétique est alas donné par À(n) = rôt/Âcn) )

⇒ rien> = f÷Ât(ÙfÎ- ) .

niez
>
✗
M

i :on se place en coordonnées sphériques : %ËÀkÉÊ
ça;

ii.Etre
Ànier = HsinOUI

⇒ Km -
- Être (simplex )



Gr rôt (Sigoua ) =sijf-rotluqli-gradfsinrf-nuacoso.sinf.IE?-o--% | - sino
0

•
% Pinocoeff:-O e.in?-nua--/asf- ^ | !① = [2siyf-E.no:-|

0 0

Finalement Îpxn ) = µ. oh
20s 0

⇒ | si on a0
Remarquée Analogie avec le dipôle électrostatique .

Potentiel d'un D.ES : Ven ) =¥
.
Î÷

[ Analogie
Pour un dipôle magnétique : ✓

*
(n) = Ç÷ÂÊ-

On retrouve la bonne expression du champ Ô :

Êcm
= -grid(Vcm ) c- Âxn ) = .gr?edCVYnD



on a donc ÂCM = - girad (Y÷ÂÊ-)
= - ?÷[LÀ. :)gîad(%)

+ f-z.gr?edldli.r) ]
=
-%÷fÛ . ⇒ 1-3È ) + f.À ]

⇒ Jen > = N° ( 3LÀ.ee?).eir-M )⇒
⇒ Formule intrinsèque .

• Lignes de champ : En un point n donné , la tangente
DI à la ligne de champ doit étre colinéaire au
champ Jdn ) .

⇒ 51mn DÎ = Ô

a / Fda = °⇒ YÉ:
°

rsinodcl

⇒ Br ✗ rdo - Badr = 0 d'où d÷ = r÷
Avec Br = MÊM200¥ et Bo = M¥ simpl
⇒ % = 2%9%1 ⇒ ln Ir) = 2hr (kinot) + Ete

⇒ r(o) = Rosin '(O)
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3) Force etmoment subie par un dipôle .

Si on place une densité de courant j dans un champ magnétique ,

la force et le moment qui s'exercent sur la distribution sont :

Ê
= $
,

j'(F)nÂ(E)d'F1

À
= F 'n ( j'(F)n Âslr ') )d3F

.

On considère un dipôle magnétique correspondant à une dietribution de
courant J ,

d'extension spatiale typique a .

On suppose que le champ varie peu à l'échelle de la distribution .

µ
On peut faire un dvpt de Taylor :

F.giad Balo
(F ' ) = À (O) + §.gr?idBgIo + . ' '

IF '.gr?edBzlo



Si on injecte cette expression dans l'expression de la force subie par une D,
on obtient (pour

la ième composante ) :

Fi = Ça Eiik [ Berlo) jj (F)d'F
'

+ jjcr
') F ' .gr?edBktod3r' ]

Rappel : le produit vectoriel À = TBné s'écrit : Ai = ÇaEija Bick
avec Eijh = 1 pour i = 1, j = 2 , h=3 etpour tout autre permutation
circulaire

, Eija = - 1 pour tout autre permutation , et Eijh = 0

dès que 2 indices au moine sont égaux ) .

Or
, pour une distribution de courants stationnaire

,
contenue dans

un volume V délimitépar une surface fermée , ou ce :

# j.eu de =④[div(xjs ) - xdiv(j ) ]DEv -

=0 en régime permanent .

= § xj. ÂDS

= 0 car I. À = 0 sur la surface !sinon
ça•E).

⇒ jDE = 0 en Régime permanent .

Ie le terme monopolaire est nul .
Ainsi Fi = Ça Eijk j (F) F.gs?adBelod3Fj* ↳

= Ça Eijhldbngrad )j Ba (o)d'Î



⇒ F-
= (Ànigrad)n Bto)

= gsîad LÀÀ )! - div BT . À
=

⇒ F- = gr-adlik.BY. = (À.gr?ed)jB
i
dipôle rigide

Avec une démo du même type , on arrive à Âo = Àn Ô lo)

⇒ Un dipôle magnétique s'aligne dans la direction du champ et est
attiré par les zones de champ fort .

4) Energie potentielle .

On se contente de l'analogie avec le dipôle ES : Ep = -
ÛbÀ

5) Analogie avec le dipôle ES.



Chapitre 8

L’expérience de Stern et Gerlach

Les choses capitales qui ont été dites à l’humanité
ont toujours été des choses simples.

Charles de Gaulle

Nous abordons maintenant l’expérience de Stern et Gerlach. Nous allons
montrer, sur cet exemple d’une situation expérimentale hautement « non clas-
sique », comment on peut construire phénoménologiquement l’espace des états
et les observables pertinentes. La description ainsi mise en place fournira une
illustration concrète d’un processus de mesure en mécanique quantique.

1 Le principe de l’expérience

On envoie un jet d’atomes de vitesse bien définie dans une zone où règne
un champ magnétique inhomogène dirigé suivant une direction z orthogonale
à la vitesse initiale des atomes (figure 8.1a). On mesure la déviation éventuelle
des atomes par ce gradient de champ magnétique en regardant l’impact des
atomes sur un écran orthogonal à la direction initiale du jet atomique.

1.1 Analyse classique

Raisonnons d’abord dans le cadre de la mécanique classique. Les atomes
sont neutres ; ils ne sont donc pas soumis à la force de Lorentz. En revanche,
s’ils portent un moment magnétique µ, ils ressentent, à l’intérieur de la zone
où règne le gradient de champ magnétique, une force parallèle à z :

Fz = µz
∂Bz

∂z
. (8.1)

L’expression (8.1) est un résultat bien connu de mécanique classique et de
magnétostatique. Rappelons sa démonstration. Quand un moment magnétique
µ est placé dans un champ magnétique B, l’énergie d’interaction s’écrit :

W = −µ · B , (8.2)

169

☒

✗
1922 .
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écran de
détection

gradient
magnétique

jet atomique
incident

z

x

y

(a) (b)

0

Fig. 8.1: (a) Expérience de Stern et Gerlach ; un jet d’atomes d’argent issus d’un
four se clive en deux faisceaux lorsqu’il traverse une zone où règne un gradient
de champ magnétique. Cette expérience peut être considérée comme une mesure
de la composante du moment magnétique atomique suivant la direction du champ
magnétique (z sur la figure). (b) Gradient magnétique entre les pièces polaires de
l’aimant.

et le couple :
Γ = µ × B (8.3)

s’exerce sur le moment magnétique. De plus, si le champ magnétique est in-
homogène, le moment magnétique est soumis à une force :

F = ∇(µ · B) =
∑

i=x,y,z

µi(t)∇Bi . (8.4)

Nous pouvons faire un modèle classique pour un atome (l’atome d’hydro-
gène pour simplifier) en considérant une particule de masse me et de charge
−q (l’électron), en rotation uniforme à la vitesse v sur un cercle de rayon r
centré sur une charge +q. Cette charge fixe représente le noyau et est supposée
beaucoup plus lourde que l’électron. Le moment cinétique de ce système par
rapport au centre de l’orbite électronique est :

L = r × p = merv u , (8.5)

où u est le vecteur unitaire perpendiculaire au plan de la trajectoire de
l’électron. Le moment magnétique de cette boucle de courant élémentaire
s’écrit :

µ = IS u , (8.6)

où I = −qv/(2πr) est l’intensité dans la boucle et S = πr2 l’aire de cette
boucle. Nous trouvons donc une relation remarquablement simple entre le

proton
\

Ig»
•

et
Il s'agit d'un

courant moyen
sur une période .



1 . Le principe de l’expérience 171

moment cinétique et le moment magnétique de ce système classique :

µ = γ0L avec γ0 =
−q

2me
. (8.7)

Notons que le coefficient de proportionnalité γ0, appelé rapport gyromagné-
tique, ne dépend pas du rayon r de la trajectoire de l’électron, ni de sa vitesse
v. En principe, la présence d’un champ magnétique extérieur perturbe l’orbite
électronique et modifie cette relation très simple, mais on peut montrer que
cette perturbation est très faible pour les champs réalisables en pratique, et
nous la négligerons.

A partir de (8.3), on pourrait s’attendre näıvement à ce que le moment
magnétique s’aligne avec le champ magnétique local, comme l’aiguille ai-
mantée d’une boussole. Mais la relation de proportionnalité entre moment
cinétique et moment magnétique donne naissance à un comportement radica-
lement différent, conséquence d’un effet gyroscopique. L’évolution du moment
cinétique est donnée par dL/dt = Γ. La proportionnalité entre L et µ entrâıne
donc :

dµ

dt
= −γ0 B × µ . (8.8)

Par conséquent, pour un atome en r, le moment magnétique ne s’aligne pas
avec le champ local B(r), mais précesse autour de cet axe avec la pulsation :

ω0 = −γ0B(r) . (8.9)

La quantité ω0 est appelée pulsation de Larmor.

Ce phénomène de précession joue un rôle important en pratique. C’est un cas
particulier d’un théorème général1 de l’électrodynamique prouvé par Larmor
en 1897. Ce problème fut étudié de manière indépendante par H.A. Lorentz
la même année.

Supposons que la trajectoire classique des atomes se trouve dans le plan
de symétrie x = 0 de l’aimant (figure 8.1b). Le long de cette trajectoire, le
champ magnétique est toujours parallèle à l’axe z, et la précession de Larmor
se fait autour de cet axe. De plus, en raison de la symétrie du dispositif, les
quantités ∂Bz/∂x et ∂Bz/∂y s’annulent le long de la trajectoire atomique
(nous négligeons de possibles effets de bord). Si le déplacement du moment
magnétique pendant une période de précession 2π/ω0 est petit devant l’échelle
de variation spatiale de B(r), nous pouvons moyenner la force (8.4) sur une
période de Larmor. Les contributions de µx et µy à (8.4) s’annulent, et il ne
reste plus que la composante de la force le long de l’axe z : Fz = µz(t) ∂Bz/∂z.
De plus, nous déduisons de (8.8) que µz reste constant quand l’atome bouge
dans le champ magnétique, ce qui justifie finalement le résultat (8.1).

1voir par exemple J. D. Jackson, Classical Electrodynamics, chap. 5 (Wiley, 1975).↳
= µ. }B÷



Remarque : Forme du champ magnétique .

En

{ ⇒ |a=
g. doit

avoir

t»÷=
- Ès

i
(*)

(*)
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(b)

µz
+ µ0

− µ0

0

(a) (c)

Fig. 8.2: Résultats possibles d’une expérience de Stern et Gerlach. (a) En absence
de gradient magnétique, aucune déflexion des trajectoires atomiques ne se produit
et les atomes forment une tache unique autour du point x = z = 0 ; chaque point
représente l’impact d’un atome sur l’écran de détection. (b) Simulation du résultat
attendu classiquement, en supposant que tous les atomes portent le même moment
magnétique µ0 avec une orientation aléatoire ; la distribution de la composante selon
z du moment magnétique est alors uniforme entre −µ0 et +µ0. (c) Simulation du
résultat trouvé expérimentalement avec des atomes d’argent : l’expérience, qui peut
être considérée comme une mesure de la composante selon z du moment magnétique,
n’admet que deux résultats µz = ±µ0.

1.2 Résultats expérimentaux

En l’absence de gradient de champ magnétique, on observe une tache
unique sur l’écran de détection, au voisinage de x = z = 0 (figure 8.2a). Le gra-
dient de champ magnétique permet la mesure de la composante selon z d’un
éventuel moment magnétique des atomes. Supposons que les atomes portent
tous un moment magnétique de norme µ0, et faisons l’hypothèse (raisonnable)
que ces moments ont une direction aléatoire quand les atomes entrent dans la
zone de champ magnétique. On s’attend alors à ce que les points d’impact sur
l’écran forment un segment parallèle à z (figure 8.2b). Les deux extrémités
du segment correspondent aux atomes dont les moments magnétiques sont
orientés tels que µz = ±µ0.

Le résultat trouvé expérimentalement diffère radicalement de cette prédic-
tion classique. L’ensemble des impacts ne forme jamais un segment sur l’écran.
Pour certains atomes comme l’argent, ces impacts se groupent en deux taches,
correspondant à µz = +µ0 et µz = −µ0, avec µ0 = 9, 27 10−24 J T−1 (figure
8.2c). Pour d’autres types d’atomes, on trouve trois, quatre,... taches, toujours
disposées symétriquement par rapport à la trajectoire obtenue en l’absence
de champ magnétique. Certains atomes, comme l’hélium dans son état fonda-
mental, ne donnent lieu à aucune déviation mesurable. Ce cas est facilement
interprétable : ces atomes ne possèdent pas de moment magnétique. Dans le
paragraphe suivant, nous allons chercher comment le formalisme quantique
permet de décrire l’ensemble de ces résultats, en nous attachant tout parti-
culièrement à la situation des deux taches, rencontrée dans le cas d’atomes

Commentaires ¢
Hervé
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d’argent. Notre méthode se généralise à 3,4,. . . taches.
Pour terminer cette présentation, remarquons que l’ordre de grandeur de

µ0 est quant à lui interprétable. En effet, la seule quantité homogène à un
moment magnétique que l’on peut fabriquer à partir des constantes fonda-
mentales est h̄q/m où q désigne la charge élémentaire (proton ou électron) et
m une masse typique de particule atomique. Suivant que l’on choisit pour m
la masse me de l’électron ou la masse mp du proton, on obtient des résultats
différant par 3 ordres de grandeur allant de 10−23 à 10−26 JT−1. Le résultat
µ0 de l’expérience de Stern et Gerlach est compatible avec :

µ0 = h̄ |γ0| =
h̄q

2me
, (8.10)

ce qui revient à prendre L = h̄ dans (8.7). La quantité négative µB =
−h̄q/(2me) est appelée magnéton de Bohr.

Pourquoi Stern et son collègue Gerlach ont-ils voulu faire cette expérience
en 1921, soit 5 ans avant que la mécanique quantique telle que nous la com-
prenons maintenant soit développée ? Le but de Stern était de tester un des
aspects les plus mystérieux de la vieille théorie des quanta, qui était dénommé
la quantification spatiale. Quand les théoriciens de l’époque apprirent le pro-
jet de Stern et Gerlach, la plupart d’entre eux se montrèrent sceptiques.
Born déclara par la suite : « Il me fallut du temps pour prendre cette idée au
sérieux. J’avais toujours pensé que la quantification spatiale était une sorte
d’expression symbolique pour quelque chose qu’on ne comprenait pas. La
prendre au pied de la lettre était vraiment l’idée de Stern... J’ai essayé de le
convaincre que cela n’avait pas de sens, mais il m’a répondu que cela valait
quand même la peine d’essayer » . L’expérience fut difficile, nécessitant à la
fois un vide poussé et un four très chaud (1000 C) pour produire un jet ato-
mique d’atomes d’argent suffisamment intense. Quand le résultat fut enfin
obtenu, il fut tout d’abord considéré comme une preuve éclatante de l’idée de
quantification spatiale. Mais Einstein et Ehrenfest montrèrent presque aus-
sitôt que la description de l’expérience dans le cadre de cette vieille théorie
des quanta était incohérente, et c’est uniquement quand la mécanique quan-
tique fut développée en 1925-27 (avec le concept du spin) qu’une description
théorique satisfaisante de cette expérience devint possible.

2 La description quantique du problème

La première étape de cette description quantique est de préciser l’espace
des états d’un atome dans cette expérience, en déterminant les degrés de
liberté de l’atome. Il y a a priori deux classes de degrés de liberté en jeu.
Tout d’abord les atomes sont des particules mobiles dans l’espace, avec des
degrés de liberté de translation suivant chacune des trois directions x, y, z.
A cette classe de degrés de liberté spatiaux vient s’ajouter un autre degré de
liberté qui correspond au moment magnétique interne de l’atome.

Dans le cas d’atomes d’hélium dans leur niveau fondamental, pour lesquels
aucune déflexion n’est observée, le degré de liberté interne peut être ignoré ;

-

cf Annexe pour
la suite

(



¥ ) Aspects microscopiques du diamagnétisme .

Le diamagnétisme est un comportement de¥ les matériaux qui les conduit, en
présence d'un champÔ , à créer une tres faible aimantation opposée à Â (✗m ~ - là

'

)
.

L'origine du diamagnétisme est un phénomène quantique (quantification de Landau )
pouvant étre expliquée par la modification du modification du moment orbital des e-
autour du noyau .

1) Traitement semi- classique .

On considère un atome dont les électrons ne posaient que du
moment cinétique orbital: ê= Çri ^ méo; ( i : électrons ? -

On applique le champ suivant ( initialementnul) :

a Bolt) ✗
À

&. = Vie

îg-
"°

⇒• mere

Modi signe>

z

Force de Lorentz sur 1 e- : Ê = -
et Ê+ ÛNÂ ) .

Le champ Ê crée peu le proton ( Êp ) est radial , il n'induit donc
pas de moment sur l'e-.

Une fois le champ À établi , le momentde la partie magnétique
est également nul , en effet :

F ^ ton 5) = Ô

L'effet est donc uniquement du au régime transitoire
.

,
durant lequel il

apparait un champ : Ê
= - IIe .



on a À HÂ ⇒ HÉ HÉ =p Ê A êo .

rôtÊ=
-ÉE

on a §rôtÊ À = - $ ÇIÀ
⇐ §ÊDÎ = - Tr ? ddB÷
s

Stokes
⇐ 2Fr Etr) = -Tr ? ddB÷
⇒ Ê = - f- rddB÷ êo

Le tnc appliqué à l'e- (refgal + par rapport ào) :

dê
dt

= Îa Le Ê)

=

r-nli-e-rdabg-eol-eE-ddBI.ee
Finalement l'application d'un champ provoque une variation de moment

cinétique :

= G- rt Bo EI ,
r! = n'+y

2

⇒ Il apparait donc un moment magnifique induit :

D.m→ = - Ème r? BI

Le moment magnétique moyen est finalement A<me> = _ Émir!>À



Ce qui permet d'obtenir l'aimantation À = ma B.<me>

⇒ À = ✗mBµI. avec ✗
m

=
_ naamo.IM < rt >

←
Demy : le rayon

de l'orbiten'
est pasaffectée

par le champ
car ily

a

compensation
entre force

magnétique
et la force
centrifugequi
augmente due
à l'accélération



2) Théorème de Bohr - Van Leener .

Enoncé : Le diamagnétisme ne peut exister sous prise en compte
des effets quantiques .

Démo : Le hamiltonien du système de charges plongées dans un champ
ÎB dérivant du potentiel vecteur Â s'écrit (cfannexe B) :

H = G. [ (Âj!f + V19Ê })]

La fonction de partition ( en supposant l'énergie d'intéraction entre
électrons négligeable ) est :

2- = 1µg Fdp?d'À e-
P"

avec Hi =

particules →
indiscernables

car cette fonction de partition ne dépend pas du champ Â .

( ie deÂ)
En effet , si on effectue le changement de variable : À = Ê -QÂ , on a

2- = ftp.nnfff?dEd3riexpl-pXIme)
Puisque l'intégrale n'est pas bornée (système non relativiste ) , on voit
que l'intégrale ne dépend pas de Â .

FLT
,
B) = U- TS

⇒ 2- (T
,
B ) = 2- (T

,
O) - BM

T
moment

⇒ J' = - HBTln (Z ) indépendant de B . dipolaire
(nik)

⇒ n =
- f- Eg
ÉÉTÈSnulle .

"



3) Traitement quantique .

C'estle

Froment
total

( = F) .

←
Indépendant
de I , de
Î. . .

de Landau a- il
apret .



F) Aspects microscopiques du paramagnétisme .

Cs ]
Ce mécanisme concerne les atomes dont les élections possèdent un
moment magnétique permanent . Il décrit la compétition entre orientation
et agitation thermique .

tiparaomaguétismedelangevin /de Curie .

Prendreen compte
Î

) ←serait compliqué
car

on aurait trop
de

niveaux d' énergie
à

prendre en compte
dans

le calcul
de Usta .

Étire
serait de

traiter le

pb classiquement
( sans quantification
du moment magnétique
mais bof bof

.



Pour un
moment

✗ ET+5 quelconque
.

on
aurait

une

fonction
de
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la description de l’état de l’atome se fait par une fonction d’onde ψ(r) dont
l’évolution est déterminée par l’équation de Schrödinger pour une particule
libre (chapitre 2). Au contraire, pour un atome comme l’argent, le degré de
liberté interne associé au moment magnétique joue un rôle essentiel. C’est ce
degré de liberté qui conduit à la séparation des trajectoires atomiques dans
le gradient de champ magnétique et qui donne naissance aux deux taches sur
l’écran de détection.

L’espace des états que nous sommes amenés à considérer pour rendre
compte de l’expérience de Stern et Gerlach a une structure d’espace pro-
duit tensoriel E = Eexterne ⊗ Einterne. L’espace associé aux degrés de liberté de
translation Eexterne est l’espace des fonctions d’onde vu aux chapitres 2 et 3 :
Eexterne = L2(R3). Pour construire l’espace Einterne associé au degré de liberté
correspondant au moment magnétique interne de l’atome, nous remarquons
que l’expérience de Stern et Gerlach réinterprétée dans un langage quantique
peut être considérée comme une mesure de l’observable composante suivant z
du moment magnétique de l’atome. Nous noterons par définition cette obser-
vable µ̂z.

La première observation expérimentale est que, quel que soit l’état de mo-
ment magnétique de l’atome, la mesure de µz donne l’un des deux résultats
+µ0 et −µ0, et seulement l’un de ces deux résultats. Par conséquent, la di-
mension de l’espace Einterne est au moins 2. Il y a au moins deux états propres
de µ̂z, avec valeurs propres +µ0 et −µ0.

Bien entendu, l’axe z n’a rien de particulier. Les mêmes considérations
s’appliquent aux projections µx et µy du moment magnétique suivant les axes
x et y, et aux observables correspondantes µ̂x et µ̂y. Il y a au moins deux
états propres de µ̂x avec valeurs propres ±µ0, de même pour µ̂y.

Dans quel espace Einterne doit-on décrire les états de moment magnétique
de l’atome ? La réponse à cette question n’est pas évidente. Classiquement,
le moment magnétique µ d’un système est une grandeur physique vecto-
rielle, caractérisée par ses trois composantes (µx, µy, µz) dans un système
d’axes. Quantiquement, nous avons affaire à un ensemble de trois observables
(µ̂x, µ̂y, µ̂z) dont nous savons déjà que chacune n’a que deux valeurs propres
+µ0 et −µ0.

L’étonnant est que l’on peut expliquer les résultats expérimentaux en fai-
sant l’hypothèse « minimale » que l’espace de Hilbert Einterne des états de
moment magnétique est de dimension 2. Comme nous allons le voir, cette
hypothèse est cohérente et permet d’expliquer tous les phénomènes liés à ce
moment magnétique dans l’expérience de Stern et Gerlach2.

Supposons donc que Einterne soit de dimension 2. Une base de cet espace
peut alors être formée par les deux états propres de µ̂z correspondant aux
deux résultats de mesure +µ0 et −µ0. Nous noterons ces états |+〉z et |−〉z.

2Comme toujours en physique (classique ou quantique), il n’est pas question de prouver
que l’explication théorique avancée est la seule acceptable, mais simplement de proposer un
cadre théorique, aussi simple que possible, dans lequel on peut rendre compte de tous les
phénomènes observés.
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Par définition,

µ̂z|+〉z = µ0|+〉z , µ̂z|−〉z = −µ0|−〉z , (8.11)

et un état interne quelconque |µ〉 de l’atome s’écrit :

|µ〉 = α|+〉z + β|−〉z (8.12)

avec |α|2 + |β|2 = 1. Une mesure de la composante µz du moment magnétique
donne alors +µ0 (c’est-à-dire : l’atome arrive dans la tache du haut) avec
probabilité |α|2 et −µ0 (tache du bas) avec probabilité |β|2.

Dans une représentation matricielle, on a dans la base {|±〉z} :

|+〉z =
(

1
0

)

|−〉z =
(

0
1

)

|µ〉 =
(

α
β

)

(8.13)

et
µ̂z = µ0

(

1 0
0 −1

)

. (8.14)

3 Les observables µ̂x et µ̂y

Considérons maintenant la situation expérimentale représentée sur la fi-
gure 8.3. On dispose en série deux aimants successifs. Le premier aimant crée
un gradient suivant l’axe z et il clive le jet atomique en deux faisceaux cor-
respondant aux deux états internes |+〉z et |−〉z. On dispose à la sortie de
ce premier aimant un obturateur qui ne laisse passer que le faisceau |+〉z. Ce
faisceau est ensuite envoyé dans un aimant créant un gradient le long de l’axe
x orthogonal à l’axe z. On mesure alors la composante suivant x du moment
magnétique atomique, observable quantique que nous noterons µ̂x. Le résultat
observé est que le faisceau est clivé en deux faisceaux d’égale intensité cor-
respondant à des valeurs du moment magnétique suivant x égales à +µ0 et
−µ0.

Cherchons maintenant à caractériser l’opérateur µ̂x. Par hypothèse, cet
opérateur, qui agit dans Einterne, doit être décrit par une matrice 2 × 2 dans
la base |±〉z :

µ̂x = µ0

(

αx βx

γx δx

)

. (8.15)

Plusieurs contraintes existent sur les quatre paramètres αx,βx, γx, δx :

1. L’opérateur µ̂x est hermitien, donc αx et δx sont réels, et γx = β∗
x.

2. Les résultats de mesure possibles pour l’observable composante suivant
x du moment magnétique sont +µ0 et −µ0. Ce sont les valeurs propres
de µ̂x, ce qui impose :

somme des val. pr. = Tr(µ̂x) ⇒ αx + δx = 0 , (8.16)
produit des val. pr. = Det(µ̂x) ⇒ αxδx − βxγx = −1 . (8.17)
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Fig. 8.3: Un faisceau d’atomes d’argent traverse deux zones magnétiques, la
première créant un gradient suivant z, la seconde un gradient suivant x. À l’is-
sue du premier aimant, un obturateur ne laisse passer que les atomes dans l’état
interne |+〉z. Le second aimant permet de faire sur ces atomes une mesure de la
composante suivant x du moment magnétique. On trouve les deux résultats ±µ0

avec des probabilités égales.

3. Si l’état initial est |+〉z et que l’on mesure µx, on trouve les résultats
+µ0 et −µ0 avec la même probabilité. La valeur moyenne des résultats
est donc 0 pour cet état initial, ce qui se traduit par :

0 = z〈+|µ̂x|+〉z = µ0αx . (8.18)

En combinant l’ensemble de ces contraintes, on déduit que l’opérateur µ̂x

est nécessairement de la forme :

µ̂x = µ0

(

0 e−iφx

eiφx 0

)

. (8.19)

Dans le raisonnement qui précède, nous avons privilégié l’axe x ; ce rai-
sonnement aurait en fait pu se faire pour n’importe quel axe pourvu qu’il
soit orthogonal à z. En particulier, pour l’axe y orthogonal à la fois à x et z,
on peut reprendre la même démarche et aboutir à une expression similaire à
(8.19) :

µ̂y = µ0

(

0 e−iφy

eiφy 0

)

. (8.20)

Il nous reste maintenant à établir la relation entre les coefficients φx et φy

entrant dans (8.19) et (8.20). Pour cela, considérons un jet d’atomes préparés
dans l’état propre de µ̂x associé à +µ0. Cet état propre, que nous noterons
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|+〉x, s’écrit dans la base |±〉z :

|+〉x =
1√
2
(|+〉z + eiφx |−〉z) . (8.21)

Si l’on mesure, pour des atomes préparés dans cet état, la composante suivant
y du moment magnétique, il est clair par simple transposition des résultats
expérimentaux précédents que l’on trouvera les deux résultats ±µ0 avec la
même probabilité. La valeur moyenne du résultat est donc nulle, ce qui en-
trâıne :

0 = x〈+|µ̂y|+〉x = µ0 cos(φx − φy) ⇒ φy − φx =
π

2
[π] . (8.22)

On pourra se convaincre qu’il n’est pas possible de pousser plus avant la
détermination3 de φx et φy. Tout couple satisfaisant la relation (8.22) conduit
à des opérateurs µ̂x et µ̂y qui permettent de rendre compte de l’ensemble
des résultats expérimentaux. Pour simplifier les notations, nous choisirons
le couple particulier φx = 0,φy = π/2, ce qui conduit finalement aux trois
opérateurs µ̂x, µ̂y, µ̂z décrivant les trois composantes du moment magnétique
suivant les trois axes :

µ̂x = µ0

(

0 1
1 0

)

µ̂y = µ0

(

0 −i
i 0

)

µ̂z = µ0

(

1 0
0 −1

)

. (8.23)

Nous retrouvons, au coefficient µ0 près, les matrices de Pauli introduites au
chapitre 6 (eq. (6.5)). Les états propres de µ̂x et de µ̂y sont :

|±〉x =
1√
2

(|+〉z ± |−〉z) |±〉y =
1√
2

(|+〉z ± i|−〉z) . (8.24)

4 Discussion

4.1 L’incompatibilité des mesures suivant des axes différents

Les trois opérateurs µ̂x, µ̂y, µ̂z que nous venons de trouver ne commutent
pas entre eux. Plus précisément, on vérifiera que l’on obtient les trois relations
de commutation cycliques :

[µ̂x, µ̂y] = 2iµ0 µ̂z , [µ̂y, µ̂z] = 2iµ0 µ̂x , [µ̂z, µ̂x] = 2iµ0 µ̂y . (8.25)

En termes physiques, cela signifie que l’on ne peut pas connâıtre simultanément
deux composantes du moment magnétique d’un atome. Partons d’atomes dans
l’état |+〉z (composante suivante z connue) et mesurons la composante du mo-
ment magnétique suivant x ; nous avons vu que deux résultats sont possibles,

3Le seul élément supplémentaire consiste à imposer que le trièdre (x, y, z) est direct ;
l’arbitraire de phase qui subsiste reflète l’arbitraire du choix de la paire d’axes x et y dans
le plan orthogonal à z.
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±µ0, avec la même probabilité. Supposons que l’on trouve +µ0. Après cette
mesure de µx, l’état de l’atome est l’état propre de µ̂x associé à cette valeur
propre :

|+〉x =
1√
2
(|−〉z + |−〉z) .

Une mesure de µx sur l’état ci-dessus redonnera le résultat +µ0. En revanche,
si l’on revient à une mesure de µz, l’expression de |+〉x montre que la nouvelle
mesure donnera les deux résultats ±µ0 avec des probabilités égales. Comme
on était parti de l’état |+〉z pour lequel la composante suivant z du moment
magnétique était parfaitement déterminée, on voit que la mesure intermédiaire
de µx a changé (ou perturbé) l’état du système.

On retrouve ici le caractère paradoxal de la « logique » quantique par
opposition à la logique des probabilités classiques : on ne peut pas trier des
objets quantiques en catégories A et B (blanc ou noir par exemple), puis
scinder chaque catégorie en sous-catégories 1 et 2 (petit ou gros), et ainsi de
suite. Dans l’exemple de l’expérience de Stern et Gerlach, le tri en catégories
µz = +µ0 et µz = −µ0 perd tout son sens si on effectue ensuite un tri en
sous-catégories µx = +µ0 et µx = −µ0.

4.2 Flou classique ou flou quantique ?

Que donnerait ce type de raisonnement dans le cadre de la mécanique
classique ? À première vue, dans un appareil de Stern et Gerlach orienté le long
de l’axe z, un moment magnétique va précesser autour de cet axe, en effectuant
un grand nombre de tours entre l’entrée et la sortie. Comme en mécanique
quantique, les valeurs finales de µx et µy semblent donc a priori décorrélées des
valeurs initiales. Néanmoins rien n’interdit, au moins en théorie, de supposer
que l’on possède un contrôle suffisant des trajectoires atomiques et du champ
magnétique pour que l’angle de précession représente un nombre entier de
tours, avec une précision arbitrairement bonne. On arrive alors à une situation
où l’on peut mesurer µz sans perturber µx et µy.

Les choses se compliquent si l’on fait une description ondulatoire du centre
de masse du moment magnétique, tout en continuant à traiter ce moment
magnétique comme une variable classique. À l’entrée de l’appareil de Stern et
Gerlach, le paquet d’onde a une étendue transverse ∆z et une dispersion en
impulsion ∆pz, avec ∆z ∆pz ≥ h̄/2. Notons b′ = ∂Bz/∂z le gradient le long
de l’axe z et T la durée de la traversée de l’aimant. Pour que la mesure de µz

soit précise, il faut que la variation d’impulsion transverse lors de la traversée
soit grande devant la dispersion initiale :

µ0 b′ T ) ∆pz , (8.26)

sinon la divergence du jet à la sortie de l’aimant sera essentiellement le reflet de
la divergence initiale. Par ailleurs, l’angle de précession ne peut être constant
du fait de l’inhomogénéité du champ sur l’extension ∆z. Celle-ci induit une
dispersion ∆ω0 = γ0 b′ ∆z de la fréquence de Larmor (8.9). Pour que les
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Fig. 8.4: Un faisceau d’atomes d’argent est préparé dans l’état |+〉z, puis traverse
un gradient de champ magnétique dirigé uθ. On mesure ainsi la composante du
moment magnétique des atomes suivant uθ ; les deux résultats possibles sont +µ0

et −µ0 avec les probabilités respectives cos2(θ/2) et sin2(θ/2). On a indiqué dans le
coin inférieur droit le résultat typique pour θ = π/4.

valeurs de µx et µy ne soient pas « brouillées » lors de la traversée de l’aimant,
il faut que la dispersion de l’angle de précession soit petite :

T ∆ω0 = T γ0 b′ ∆z * 2π . (8.27)

Or, du fait de l’inégalité de Heisenberg et du résultat expérimental µ0 ∼ h̄γ0

(voir (8.10)), les conditions (8.26–8.27) ne peuvent être satisfaites simul-
tanément : la description ondulatoire du mouvement du centre de masse de
l’atome suffit à rendre « incompatibles » les mesures de µx, µy et µz.

4.3 Mesure suivant un axe quelconque

Jusqu’à maintenant, nous nous sommes limités à des mesures selon un des
trois axes x, y, z. Cherchons maintenant à décrire la mesure de la composante
du moment magnétique selon un axe quelconque. L’expérience est schématisée
sur la figure 8.4. On place un appareil de Stern et Gerlach selon une direction
arbitraire définie par le vecteur unitaire uθ tel que :

uθ = ux sin θ + uz cos θ . (8.28)

Du point de vue de la physique classique, cette expérience est une mesure
de la composante µθ suivant uθ du moment magnétique atomique, soit µθ =
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µx sin θ+µz cos θ. Le principe de correspondance suggère donc que l’observable
associée s’écrit :

µ̂θ = µ̂x sin θ + µ̂z cos θ = µ0

(

cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)

. (8.29)

Ce choix assure que les valeurs moyennes 〈µx〉, 〈µy〉 et 〈µz〉 des composantes
du moment magnétique se transforment comme celles d’un vecteur de R3 dans
une rotation, ce qui est essentiel.

Comme µ̂x, µ̂y, µ̂z, cet opérateur a pour valeurs propres ±µ0 ; ses vecteurs
propres s’écrivent :

|+〉θ = cos
θ

2
|+〉z + sin

θ

2
|−〉z =

(

cos(θ/2)
sin(θ/2)

)

(8.30)

|−〉θ = − sin
θ

2
|+〉z + cos

θ

2
|−〉z =

(

− sin(θ/2)
cos(θ/2)

)

. (8.31)

Les résultats observés expérimentalement sont les suivants : si un faisceau
atomique préparé dans l’état |+〉z est envoyé dans un gradient de champ dirigé
suivant uθ, on trouve que ce faisceau se clive en deux faisceaux correspondant
à un moment magnétique suivant uθ égal à +µ0 et −µ0, avec une intensité
respective I+(θ) = I0 cos2(θ/2) et I−(θ) = I0 sin2(θ/2).

Pour rendre compte de ce résultat, appliquons le postulat de la mesure
tel qu’il a été présenté au chapitre 5. Une mesure de l’observable µ̂θ peut
conduire à deux résultats possibles, qui sont les valeurs propres ±µ0. Pour
un système préparé dans l’état |+〉z, les probabilités respectives de ces deux
résultats sont :

p+ = |θ〈+|+〉z|2 = cos2(θ/2) , (8.32)
p− = |θ〈−|+〉z|2 = sin2(θ/2) . (8.33)

On comprend alors pourquoi la mesure expérimentale, qui implique un grand
nombre d’atomes, donne deux taches avec des intensités dans le rapport
cos2(θ/2), sin2(θ/2). La mesure ne donne donc un résultat certain que lorsque
θ vaut 0 ou π, c’est-à-dire que l’axe uz de préparation et l’axe uθ de détection
sont parallèles ou antiparallèles.

5 Description complète de l’atome

On se pose maintenant la question de savoir comment décrire complètement
l’état de l’atome. L’état spatial se décrit dans l’espace de Hilbert Eexterne des
fonctions de carré sommable sur l’espace à trois dimensions L2(R3). L’état
interne correspondant au degré de liberté associé au moment magnétique se
décrit dans l’espace Einterne de dimension 2 introduit ci-dessus.



5 . Description complète de l’atome 181

5.1 Espace de Hilbert

L’espace de Hilbert est le produit tensoriel de ces deux espaces :

EH = Eexterne ⊗ Einterne .

Tout élément |ψ〉 ∈ EH s’écrit :

|ψ〉 = |ψ+〉 ⊗ |+〉 + |ψ−〉 ⊗ |−〉 , (8.34)

où |ψ+〉 et |ψ−〉 sont des éléments de Eexterne, c’est-à-dire des fonctions de r
de carré sommable, et |+〉 et |−〉 sont les états propres de µ̂z. Pour simplifier
les notations, nous omettrons dans la suite l’indice z lors de l’écriture des kets
|±〉z. Les observables d’espace Âext (par exemple x̂ ou p̂) et les observables
de moment magnétique µ̂x, µ̂y, µ̂z agissent dans des espaces différents et par
conséquent commutent. Le produit de deux telles observables est défini par :

(Âext ⊗ µ̂x)(|ψε〉 ⊗ |ε〉) = (Âext|ψε〉) ⊗ (µ̂x|ε〉) , ε = ±1 . (8.35)

5.2 Représentation des états et observables

Il y a plusieurs représentations possibles des états, accompagnées de repré-
sentations correspondantes des observables. Nous en proposons ici deux, le
choix entre elles (ou une troisième) étant uniquement une affaire de goût
personnel.

a) Représentation « hybride ». Tout état |ψ(t)〉 est représenté par un
vecteur de Einterne dont les composantes sont des fonctions de carré sommable :

ψ+(r, t)|+〉 + ψ−(r, t)|−〉 . (8.36)

Le produit scalaire de |ψ(t)〉 et |χ(t)〉, représentés par ψ+(r, t)|+〉+ψ−(r, t)|−〉
et par χ+(r, t)|+〉 + χ−(r, t)|−〉 est :

〈ψ(t)|χ(t)〉 =
∫

(

ψ∗
+(r, t)χ+(r, t) + ψ∗

−(r, t)χ−(r, t)
)

d3r .

La signification physique de cette représentation découle de ce que l’on a
affaire à un couple de variables aléatoires : r et µz. La loi de probabilité de
ce couple est la suivante :

|ψ+(r, t)|2 d3r (resp. |ψ−(r, t)|2 d3r) est la probabilité de détecter la parti-
cule dans un voisinage d3r du point r, avec la projection µz de son moment
magnétique égale à +µ0 (resp. −µ0).

Ceci entrâıne les propriétés suivantes :
1. Normalisation :

∫
(

|ψ+(r, t)|2 + |ψ−(r, t)|2
)

d3r = 1 . (8.37)
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2. Densité de probabilité de trouver la particule en r indépendamment de
la valeur de µz :

P (r, t) = |ψ+(r, t)|2 + |ψ−(r, t)|2 . (8.38)

3. Probabilités conditionnelles. Sachant que la particule est en r (à
d3r près), les probabilité qu’une mesure de µz donne les résultats +µ0

et −µ0 s’écrivent :

P+(r, t) =
|ψ+(r, t)|2

P (r, t)
P−(r, t) =

|ψ−(r, t)|2

P (r, t)
(8.39)

avec P+(r, t) + P−(r, t) = 1.

b) Fonction d’onde « à deux composantes ». Il peut être commode
d’utiliser une représentation matricielle en colonne pour les états |ψ(t)〉 :

(

ψ+(r, t)
ψ−(r, t)

)

, (8.40)

et matricielle en ligne pour 〈ψ(t)| :
(

ψ∗
+(r, t),ψ∗

−(r, t)
)

. (8.41)

L’interprétation physique de ψ+ et ψ− comme amplitudes de probabilité du
couple de variables aléatoires (r, µz) est la même que ci-dessus.

Toute observable n’agissant que sur les variables d’espace est une matrice
scalaire 2 × 2, dont les éléments sont des opérateurs agissant dans L2(R3).
L’opérateur énergie cinétique s’écrit par exemple :

p̂2

2m
=

(

− h̄2

2m∆ 0
0 − h̄2

2m∆

)

.

Toute observable n’agissant que sur les variables de moment magnétique est
une matrice numérique combinaison linéaire des matrices de Pauli (8.23) et
de l’identité. Dans cette représentation, la somme ou le produit de deux ob-
servables est la somme ou le produit des matrices correspondantes.

5.3 Énergie de l’atome dans un champ magnétique

Si l’atome est plongé dans un champ magnétique B(r ), l’énergie poten-
tielle magnétique s’écrit :

Ŵ = −µ̂ · B(r̂) . (8.42)

Dans cette formule, nous regroupons les trois observables µ̂x, µ̂y et µ̂z sous la
forme d’une observable vectorielle µ̂, de sorte qu’on a par définition :

µ̂ · B(r̂) = µ̂xBx(r̂) + µ̂yBy(r̂) + µ̂zBz(r̂) . (8.43)
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6 Évolution de l’atome dans un champ magnétique

6.1 Équation de Schrödinger

Supposons que l’atome soit en mouvement dans l’espace, placé dans un
potentiel V (r), et que, de surcrôıt, il subisse l’action d’un champ magnétique
B. L’hamiltonien est somme de deux termes :

Ĥ = Ĥext ⊗ Îint + Ŵ (8.44)

où :

Ĥext =
p̂2

2m
+ V (r̂)

est du même type que ce qui a été étudié aux chapitres 2, 3 et 4. En particulier,
Ĥext n’agit pas sur la variable interne de moment magnétique. L’opérateur Ŵ
est donné par (8.42). Ce dernier agit dans l’espace Einterne par l’intermédiaire
des trois opérateurs µ̂x, µ̂y, µ̂z. Si le champ est inhomogène, il agit également
dans l’espace externe par l’intermédiaire des trois fonctions Bx(r̂), By(r̂),
Bz(r̂).

L’équation de Schrödinger s’écrit :

ih̄
d

dt
|ψ〉 = Ĥ|ψ〉 . (8.45)

En choisissant la représentation des états (8.36) et en décomposant sur la base
orthonormée {|+〉, |−〉}, on obtient le système différentiel couplé :

ih̄
∂

∂t
ψ+(r, t) =

(

− h̄2

2m
∆ + V (r )

)

ψ+(r, t)

+ 〈+|Ŵ |+〉 ψ+(r, t) + 〈+|Ŵ |−〉 ψ−(r, t)

ih̄
∂

∂t
ψ−(r, t) =

(

− h̄2

2m
∆ + V (r )

)

ψ−(r, t)

+ 〈−|Ŵ |+〉 ψ+(r, t) + 〈−|Ŵ |−〉 ψ−(r, t) .

Les éléments de matrice de Ŵ dans la base {|+〉, |−〉} sont des fonctions des
variables externes. Ils se rajoutent aux termes de potentiel usuels (termes dia-
gonaux) et couplent en général les deux équations d’évolution des composantes
ψ+ et ψ−.

6.2 Évolution dans un champ magnétique uniforme

Considérons un atome d’argent en mouvement libre dans le vide, en pré-
sence d’un champ magnétique uniforme B. On suppose qu’à l’instant t = 0,
la fonction d’onde atomique totale (externe + interne) s’écrit :

ψ(r, 0) (α0|+〉 + β0|−〉) , (8.46)
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c’est-à-dire qu’elle se factorise dans les variables d’espace et de moment magné-
tique. L’hamiltonien total contient à la fois l’énergie cinétique de l’atome et
l’interaction de son moment magnétique avec le champ B :

Ĥ =
p̂2

2m
− µ̂ · B ; (8.47)

(nous omettons à partir de maintenant les opérateurs identité Îint et Îext).
A un instant t quelconque, la solution de l’équation de Schrödinger reste
factorisée :

ψ(r, t) (α(t)|+〉 + β(t)|−〉) , (8.48)

avec :

ih̄
∂ψ(r, t)

∂t
= − h̄2

2m
∆ψ(r, t) , (8.49)

ih̄
d

dt
(α(t)|+〉 + β(t)|−〉) = −µ̂ · B (α(t)|+〉 + β(t)|−〉) . (8.50)

En effet, si on suppose que l’état est factorisé comme en (8.48), on vérifie qu’il
satisfait l’équation de Schrödinger si (8.49) et (8.50) sont vérifiées. Puisque
cet état cöıncide avec l’état initial (8.46) à t = 0, il constitue bien la solution
de l’équation d’évolution.

Il y a donc découplage entre les degrés de liberté internes et externes. La
première de ces deux équations décrit l’évolution de la fonction d’onde externe
d’atomes libres, étudiée au chapitre 2 (le découplage subsiste en présence d’un
potentiel extérieur V (r)). La seconde équation détermine l’évolution de l’état
interne de l’atome. Si B est parallèle à z, l’équation (8.50) devient :

{

ih̄α̇(t) = −µ0B α(t)
ih̄β̇(t) = µ0B β(t) ⇒

{

α(t) = α0 exp(−iω0t/2)
β(t) = β0 exp(iω0t/2) (8.51)

où l’on a posé ω0 = −2µ0B/h̄.
Nous pouvons alors déterminer les valeurs moyennes Mx,My,Mz des trois

composantes µ̂x, µ̂y, µ̂z :

Mx(t) = 〈ψ(t)|µ̂x|ψ(t)〉 = 2µ0 α0β0 cos ω0t ,

My(t) = 〈ψ(t)|µ̂y|ψ(t)〉 = 2µ0 α0β0 sin ω0t , (8.52)
Mz(t) = 〈ψ(t)|µ̂z|ψ(t)〉 = µ0 (|α0|2 − |β0|2) .

Nous supposons ici que α0 et β0 sont réels, mais le calcul se généralise sans
difficulté au cas complexe.

Comme on pouvait s’y attendre à partir du théorème d’Ehrenfest, Mz est
indépendante du temps, car µ̂z commute avec l’hamiltonien si B est parallèle
à z ; en revanche, Mx et My ne sont pas des constantes du mouvement. Pour
avoir une image plus intuitive de cette évolution, on peut récrire ces trois
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Ω

M

Fig. 8.5: Evolution temporelle des va-
leurs moyennes des trois composantes du
moment magnétique d’un atome d’argent
plongé dans un champ magnétique dirigé
suivant z. On retrouve un mouvement gy-
roscopique identique à la précession de
Larmor d’un moment magnétique classique
plongé dans le même champ.

équations sous la forme :







Ṁx = −ω0My

Ṁy = ω0Mx

Ṁz = 0
soit

dM

dt
= Ω × M , (8.53)

avec Ω = ω0uz. On retrouve ici le mouvement de précession de Larmor décrit
en (8.8) (figure 8.5). Nous verrons au chapitre 12 que cette précession peut être
observée expérimentalement et que la fréquence de Larmor peut être mesurée
avec une grande précision, par exemple dans des expériences de résonance
magnétique. Cette technique est à la base de multiples applications en phy-
sique, en chimie, en biologie et en médecine.

6.3 Explication de l’expérience de Stern et Gerlach

Il nous reste à démontrer que le modèle théorique que nous avons construit
permet d’expliquer la séparation spatiale observée pour les états |±〉z. Consi-
dérons un jet atomique incident se propageant selon la direction y ; chaque
atome possède un moment magnétique. Dans une région de longueur L, on
applique un champ magnétique B parallèle à z avec un gradient dans cette
direction :

B(r) = Bz(r)uz avec Bz(r) = B0 + b′z . (8.54)

Cette hypothèse est en toute rigueur incorrecte puisque le champ B ne
satisfait pas ∇.B = 0. Un calcul plus réaliste s’effectue avec un champ
B = B0uz + b′(zuz − xux) qui satisfait bien les équations de Maxwell. Si
le champ directeur B0uz est beaucoup plus grand que le champ transverse
−b′xux sur l’extension transverse ∆x du paquet d’onde atomique (c’est-à-
dire B0 # b′∆x), les état propres de −µ̂ · B restent pratiquement égaux à
|±〉z et notre approche continue à s’appliquer.
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Dans ces conditions, l’équation de Schrödinger (8.45) se découple en deux
équations :

ih̄
∂

∂t
ψ+(r, t) =

(
p̂2

2m
− µ0B

)

ψ+(r, t) , (8.55)

ih̄
∂

∂t
ψ−(r, t) =

(
p̂2

2m
+ µ0B

)

ψ−(r, t) . (8.56)

Ces deux équations sont chacune du même type que l’équation de Schrödinger
vue au chapitre 3, mais le potentiel n’est pas le même pour ψ+ et ψ−. Posons :

π± =
∫

|ψ±(r, t)|2 d3r , π+ + π− = 1 , (8.57)

où π+ et π− sont les probabilités de trouver µz = +µ0 et µz = −µ0. A partir
de (8.55) et (8.56), nous déduisons que :

(d/dt)π+ = (d/dt)π− = 0 . (8.58)

Définissons les quantités :

φ±(r, t) = ψ±(r, t)/
√

π± , (8.59)

qui sont les amplitudes de probabilité conditionnelles des particules pour les-
quelles µz = ±µ0. Ces fonctions d’onde normalisées vérifient également (8.55).

Posons maintenant :

〈r±〉 =
∫

r |φ±(r, t)|2 d3r , (8.60)

〈p±〉 =
∫

φ∗
±(r, t)

h̄

i
∇φ±(r, t) d3r , (8.61)

où 〈r+〉 (resp. 〈r−〉) est la position moyenne des particules pour lesquelles
µz = +µ0, (resp. µz = −µ0), et 〈p±〉 leurs impulsions moyennes. Une simple
application du théorème d’Ehrenfest donne :

(d/dt)〈r±〉 = 〈p±〉/m (8.62)
(d/dt)〈px±〉 = (d/dt)〈py±〉 = 0 (8.63)
(d/dt)〈pz±〉 = ±µ0b

′ . (8.64)

A t = 0, nous supposons que :

〈r±〉 = 0 〈px±〉 = 〈pz±〉 = 0 〈py±〉 = mv .

Nous obtenons à l’instant t :

〈x±〉 = 0 〈y±〉 = vt 〈z±〉 = ±µ0b
′t2/2m . (8.65)
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Il y a par conséquent séparation spatiale le long de z du faisceau initial en
deux faisceaux, l’un correspondant à µz = +µ0, l’autre à µz = −µ0. A la
sortie de l’aimant de longueur L, cette séparation est :

δz = 〈z+〉 − 〈z−〉 =
µ0b′

m

L2

v2
. (8.66)

Si le gradient de champ est suffisamment fort pour que δz > ∆z, c’est-à-
dire que la séparation est plus grande que l’extension spatiale de chacun des
faisceaux, on aura donc deux faisceaux, l’un dans l’état de moment magnétique
|+〉, l’autre dans l’état |−〉. Notre formalisme permet donc de décrire complè-
tement les résultats de l’expérience de Stern et Gerlach. Il met en relief deux
aspects fondamentaux de la mesure en physique quantique :
– une mesure nécessite une extension spatiale finie : (δz = 0 dans (8.66) si
L = 0) ;
– une mesure n’est jamais instantanée (δz = 0 si T = L/v = 0).
Ces deux aspects sont absents de la formulation des principes de la mécanique
quantique présentée au chapitre 5.

Finalement, l’examen de l’évolution temporelle de la séparation moyenne
entre les deux taches conduit au résultat suivant. Notons T = L/v le temps
passé par les atomes dans le champ magnétique inhomogène, et E⊥ = 〈p2

z〉/2m
l’énergie transverse communiquée aux atomes par le gradient de champ. Pour
observer la séparation, la condition suivante doit être remplie :

T E⊥ ≥ h̄/2 .

Cette condition, où le gradient de champ a disparu, constitue un aspect impor-
tant de la relation d’incertitude temps-énergie qui apparâıt dans toute mesure
quantique. Nous reviendrons sur cette relation au chapitre 17.

7 Conclusion

Nous avons proposé ici une description quantique qui rend compte de
l’ensemble des phénomènes observés dans l’expérience de Stern et Gerlach
menée avec des atomes d’argent (ou plus généralement des atomes à « deux
taches »). Notre démarche pourrait être généralisée à d’autres classes d’atomes
pour lesquels trois, quatre,... taches sont observées expérimentalement. Pour
la classe des atomes « à trois taches » par exemple, il y a trois valeurs pos-
sibles +µ0, 0,−µ0 de la composante suivant z du moment magnétique. En
considérant diverses combinaisons de mesures, on construirait les observables
µ̂x et µ̂y dans la base |+〉z, |0〉z, |−〉z, autrement dit dans un espace à trois
dimensions.

En fait, cette démarche se révèle fastidieuse pour des dimensions de Einterne

supérieures à 2, et nous lui préférerons dans la suite une approche plus générale,
fondée sur la relation fondamentale entre moment magnétique et moment
cinétique. Nous verrons alors que les relations de commutations (8.25), trouvées
ici phénoménologiquement, ont un caractère beaucoup plus général.
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Pour en savoir plus

Space Quantization : Otto Stern’s Luck Star, par B. Friedrich and D. Her-
schbach, Daedalus, 127, p. 165 (1998). Voir aussi M. Jammer, The Conceptual
Development of Quantum Mechanics, McGraw-Hill, New York (1966) ; B.L.
Van Der Waerden, Sources of Quantum Mechanics, North Holland, Amster-
dam (1967) ; J. Mehra and H. Rechenberg, The Historical Development of
Quantum Theory, Springer-Verlag, Berlin (1982).

Exercices

1. Détermination de l’état magnétique d’un atome d’argent. On
considère un atome d’argent dans un état de moment magnétique arbitraire :

α|+〉z + β|−〉z avec |α|2 + |β|2 = 1 . (8.67)

a. Montrer qu’il s’agit d’un état propre de u · µ̂ avec la valeur propre +µ0

pour un vecteur unitaire u dont on précisera la direction.
b. Alice fournit à Bernard un atome d’argent dans un état de moment

magnétique a priori inconnu du type (8.67). Bernard peut-il déterminer
cet état, par des mesures de type Stern et Gerlach ?

c. Alice fournit maintenant à Bernard N () 1) atomes d’argent, tous
préparés dans le même état (8.67). Indiquer une stratégie possible pour
que Bernard détermine (de manière approchée) cet état.

2. Mesures répétées ; paradoxe de Zénon quantique. Le moment
magnétique µ d’un neutron peut se décrire de la même façon que le mo-
ment magnétique d’un atome d’argent dans l’expérience de Stern et Gerlach.
Si un neutron est placé dans un champ uniforme B parallèle à l’axe z, il peut
être représenté par un système à deux états en ce qui concerne les mesures de
moment magnétique (en oubliant les variables d’espace).

Notons |+〉 et |−〉 les états propres de l’observable µ̂z. Ces états propres
correspondent aux deux valeurs propres +µ0 et −µ0. L’hamiltonien du système
placé dans un champ B est Ĥ = −Bµ̂z. On pose ω = −2µ0B/h̄.

a. Rappeler les niveaux d’énergie du système.
b. A l’instant t = 0 le neutron est préparé dans l’état : |ψ(0)〉 = (|+〉 +

|−〉)/
√

2. Quels résultats peut-on obtenir en mesurant µx, avec quelles
probabilités ?

c. Ecrire l’état |ψ(T )〉 du moment magnétique à un instant T .
d. On mesure µx à l’instant T . Quelle est la probabilité de trouver +µ0 ?
e. On effectue maintenant sur le même système une séquence de N me-

sures successives aux instants tp = pT/N p = 1, 2, . . . , N . Quelle est
la probabilité que toutes ces mesures donnent le résultat µx = +µ0 ?

f. Que devient cette probabilité quand N → ∞ ? Interpréter ce résultat ;
est-il raisonnable physiquement ?



Annexe B : Demo du Hamiltonien d'intéraction lumière -matière .


