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Source = cerveau humain ; champ mesuré 4 la surface du crane B~ 10" T

Champs magnétiques intenses [moditier | modifier le code |

Fabrication [ modifier | modifier le code |

Champ typique dans le vide interstellaire, mesuré par une sonde
Ahaii P B~10°T La de champs intenses a1m Iemploi d'un électro-
spatiale aimant constitué d'un bobinage de fil conducteur appelé solénoide parcouru par un courant
12 = ¥
Source = Terre ; champ mesuré a la surface B=4,710°T~0,5G électrique.
Source = fil rectiligne infini dans le vide parcouru par un courant ol Problémes rencontrés | modifier | modifier le code |
: i il — B2 _ 10

€820 Adchamp esL & e cletancs 2 om LM (ks h 2_7": =107T Le dispositif de I'édlectro-aimant est sujet a deux limitations :
lignes du champ sont alors circulaires centrées sur le fil;

9 P ) « l'effet Joule, qui tend & faire fondre les fils du bobinage lorsque I'énergie & dissiper sous forme
Source = aimant permanent ; champ mesuré a quelques B~0.1alT de chaleur devient trop grande pour le matériau ;
millimétres de sa surface = « la « pression magnétique », action mécanique sur le bobinage résultante des forces de Lorentz

X £ | les fils. Cette pression magnétique radiale est di l'extérieur de la bobine et tend &
Source = électro-aimant & bobinage ; champ mesuré a lintérieur | B~ 10a 100 T 's"_' 2 I'? o Mp' - il Wighe e ity de e bobins
laire eclater celle-ci.

Source = magnétar, un type d'étoile a neutrons B~10t"'T
Solutions techniques | modifier | modifier le code |

« Pour contrer |'effet Joule, deux possibilités sont utilisées :

.l ion d'un matériau sous sa & critique. Cette possibilité
est limitée, car il existe un champ magnétique critique au-dessus duquel la
supraconductivité du matériau disparait.

« le refroidissement liquide du bobinage pour évacuer I'excédent d'énergie Joule. Un débit
typique de 300 litres d'eau par seconde permet d'atteindre une trentaine de teslas...

« Pour contrer la pression e il faut utiliser un plus solide que le cuivre et
des renforts mé é au bobi

Ordre de grandeurs | modifier | modifier le code |

Champs statiques
Source = électro-aimant de Faraday (1840) B~1T
Source = électro-aimant de 50 tonnes installé au laboratoire Bellevue (début du B~7T
xx® siécle), consommant une puissance de 100 kW
Source = élect t & bobinage (début du x® siécle) B~2T
Source = électro-aimant a refroidissement liquide (début du xx® siécle) B~33T
Source = élect t hybride + refroi liquide - début [ BodsT

du xx® siécle) consommant une puissance de 20 MW

3
Il n'est guére possible de faire mieux actuellement (le record obtenu en 2019 est de 45,5 T ). Pour
aller plus haut, on utilise un courant transitoire, qui ne circule que pendant une bréve durée, de
facon a laisser le bobinage refroidir ensuite. On fabrique ainsi des champs dit pulsés.

Champs pulsés sans destruction de la source

Source = électro-aimant monolithique renforcé (début B~ 60T pendant 100 ms

du xxi® siécle)
Source = bobines gigognes (22 juin 2011 - record du B~ 91.4 T pendant quelques ms
monde )
Champs pulsés avec destruction de la source
Source = bobine monospire (début du xx® siécle) B=~300T

Source = générateur a compression de flux

électromagnétique : striction axiale par forces B~600T
électromagnétiques (début du xxi® siécle)

Source = générateur magnéto-cumulatif : électro-

aimant + confinement magnétique des lignes de champ B =~ 2000 T

PAr OX i
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Ch re 8

\\L’expérience de Stern et Gerlach /tgzz \

Les choses capitales qui ont été dites a I’humanité
ont toujours été des choses simples.

Charles de Gaulle

Nous abordons maintenant ’expérience de Stern et Gerlach. Nous allons
montrer, sur cet exemple d'une situation expérimentale hautement « non clas-
sique », comment on peut construire phénoménologiquement 1’espace des états
et les observables pertinentes. La description ainsi mise en place fournira une
illustration concrete d’un processus de mesure en mécanique quantique.

1 Le principe de I’expérience

On envoie un jet d’atomes de vitesse bien définie dans une zone ou regne
un champ magnétique inhomogene dirigé suivant une direction z orthogonale
a la vitesse initiale des atomes (figure 8.1a). On mesure la déviation éventuelle
des atomes par ce gradient de champ magnétique en regardant I'impact des
atomes sur un écran orthogonal a la direction initiale du jet atomique.

1.1 Analyse classique

Raisonnons d’abord dans le cadre de la mécanique classique. Les atomes
sont neutres; ils ne sont donc pas soumis a la force de Lorentz. En revanche,
s’ils portent un moment magnétique p, ils ressentent, a 'intérieur de la zone
ou regne le gradient de champ magnétique, une force parallele a z :

0B,

F, =pzp -

(8.1)
L’expression (8.1) est un résultat bien connu de mécanique classique et de
magnétostatique. Rappelons sa démonstration. Quand un moment magnétique

p est placé dans un champ magnétique B, I’énergie d’interaction s’écrit :

W=-un-B, (8.2)

169



170 CHAPITRE 8 — L’EXPERIENCE DE STERN ET GERLACH —

gradient (2) (b)
magnétique écran de

détection

jet atomiqué
incident

F1a. 8.1: (a) Expérience de Stern et Gerlach; un jet d’atomes d’argent issus d’un
four se clive en deux faisceaux lorsqu’il traverse une zone ou régne un gradient
de champ magnétique. Cette expérience peut étre considérée comme une mesure
de la composante du moment magnétique atomique suivant la direction du champ
magnétique (z sur la figure). (b) Gradient magnétique entre les piéces polaires de
I’aimant.

et le couple :
T'=uxB (8.3)

s’exerce sur le moment magnétique. De plus, si le champ magnétique est in-
homogene, le moment magnétique est soumis a une force :

F=V(u-B)= > w(t)VB;. (8.4)

1=T,Y,z

Nous pouvons faire un modele classique pour un atome (I’atome d’hydro-
geéne pour simplifier) @nrconsidérant une particule de masse my et de charge
—q (I'électron), en rotation uniforme & la vitesse v sur un cercle de rayon r
centrésurmunerchargestg: Cette charge fixe représente le noyau et est supposée
beaucoup plus lourde que I’électron. Le moment cinétique de ce systeme par
rapport au centre de l'orbite électronique est :

L=rxp=mgou, (8.5)

ou u est le vecteur unitaire perpendiculaire au plan de la trajectoire de
I’électron. Le moment magnétique de cette boucle de courant élémentaire
s’écrit :

p=ISu. (8.6)
ot I = —qu/(27r) est Dintensité dans la boucle et S = 7r? laire de cette
boficle. Nous trouvons donc une relation remarquablement simple entre le

/Bﬂ 4&3;6 A st WG

WW ,Lafn‘w[a ’

Q(ol:av\



1 . LE PRINCIPE DE L’EXPERIENCE 171

moment cinétique et le moment magnétique de ce systeme classique :

w=yL avec Yo = —u (8.7)

" 2m.
Notons que le coefficient de proportionnalité vy, appelé rapport gyromagné-
tique, ne dépend pas du rayon r de la trajectoire de 1’électron, ni de sa vitesse
». En principe, la présence d’un champ magnétique extérieur perturbe 'orbite
électronique et modifie cette relation tres simple, mais on peut montrer que
cette perturbation est tres faible pour les champs réalisables en pratique, et
nous la négligerons.

A partir de (8.3), on pourrait s’attendre naivement & ce que le moment
magnétique s’aligne avec le champ magnétique local, comme D’aiguille ai-
mantée d’une boussole. Mais la relation de proportionnalité entre moment
cinétique et moment magnétique donne naissance a un comportement radica-
lement différent gconséquencerd’ umretfetrgyroscopiques L’évolution du moment
cinétique est donnée par dL/dt = I'. La proportionnalité entre L et g entraine
donc :

Z—l;:—'yonu. (8.8)
Par conséquent, pour un atome en 7, le moment magnétique ne s’aligne pas
avec le champ local B(r), mais précesse autour de cet axe avec la pulsation :

wo = =0 B(r) . (8.9)

La quantité wg est appelée pulsation de Larmor.

Ce phénomene de précession joue un réle important en pratique. C’est un cas
particulier d’un théoréme général® de I’électrodynamique prouvé par Larmor
en 1897. Ce probléme fut étudié de maniére indépendante par H.A. Lorentz
la méme année.

Supposons que la trajectoire classique des atomes se trouve dans le plan
de symétrie x = 0 de laimant (figure 8.1b). Le long de cette trajectoire, le
champ magnétique est toujours parallele a ’axe z, et la précession de Larmor
se fait autour de cet axe. De plus, enraison de larsymétrie durdispositif; les
quantités dB,/0x et 0B,/dy s’annulent le long de la trajectoire atomique
(nous négligeons de possibles effets de bord). Si le déplacement du moment
magnétique pendant une période de précession 27 /wy est petit devant ’échelle
de variation spatiale de B(r), nous pouvons moyenner la force (8.4) sur une
période de Larmor. Les contributions de p, et p, & (8.4) s’annulent, et il ne
reste plus que la composante de la force le long de 'axe z :/[F, = u.(t) 0B, /0z.
De plus, nous déduisons de (8.8) que pu, reste constant quand l’atome bouge
dans le champ magnétique, ce qui justifie finalement le résultat (8.1).

Lyoir par exemple J. D. Jackson, Classical Electrodynamics, chap. 5 (Wiley, 1975).

gradient (a) (b)
magnétique écran de

détection

[}
T
—
v

jet atomique
incident
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9.6.12 Etude de I’expérience de Stern-Gerlach

1. Comme le plan yOz est un plan de symétrie, B, doit étre une fonction paire de z et on doit avoir

oB.
dx

z=0 -
Par invariance par translation le long de Oy

dB.
dy

z=0 -
Les deux composantes non nulles du champ magnétique sont, au voisinage de = 0
B,=—=Tx B. = By + bz

bu —aw
Ce champ vérifie bien les deux équations de Maxwell (1.8) et (1.9) dans le vide V x B = 0 et

PR
v§=a£’+6£‘=%ub=o =\|&=-Ll -
@ _ - Vo

(On dbit &

- . A
L’énergie potentielle est I " T /‘b
) H HaDy — 2Dz /2% Lz e >> 2-= ﬁ
d’ont la force F' de composantes Wo
d(—ji- B) a(—ji- B)
Fzz—zbz Fz=_=—b
Ox " 0z s

Le terme Bz du champ magnétique entraine une précession de Larmor du spin autour de I'axe Oz

(§ 3.2.5) ol . reste constant. EfffevanCHeN eI TaiSoN decetteprécession Iavaleurmoyenie deizesd
‘nulle : (uz) = 0. et la force suivant Oz se moyenne a zéro si le temps de transit est > 1/w, car le spin
- effectue un grand nombre de révolutions autour de Oz.

( -‘V\ 2. La force sur le moment magnétique est verticale et constante; elle vaut F' = +ub pour un spin orienté
suivant £2. L’écart entre les trajectoires d'un spin orienté vers le haut et d'un spin orienté vers le bas a
la sortie de l'entrefer est donc

Evaluons aussi le produit AzAp.

AzAp. ~ (107%) (1.8 x 1072) (10) = 1.8 x 107 2* MKSA ~ 10°h

()




W [ I1 est utile de préciser pourquoi on utilise des atomes d’argent dans cette expérience wlm=i0 dans

\,\ (&/J I’état fondamental et un unique électron sur la couche périphérique ([Ke]4d*5s1), dong S = :l:%hfiz.
(X
172 CHAPITRE 8 — L’EXPERIENCE DE STERN ET GERLACH —
AUy,
+ U T
0+
~HoT (a) (b) (c)

F1G. 8.2: Résultats possibles d’une expérience de Stern et Gerlach. (a) En absence
de gradient magnétique, aucune déflexion des trajectoires atomiques ne se produit
et les atomes forment une tache unique autour du point z = z = 0; chaque point
représente I'impact d’un atome sur 1’écran de détection. (b) Simulation du résultat
attendu classiquement, en supposant que tous les atomes portent le méme moment
magnétique pt, avec une orientation aléatoire ; la distribution de la composante selon
z du moment magnétique est alors uniforme entre —puo et +uo. (¢) Simulation du
résultat trouvé expérimentalement avec des atomes d’argent : ’expérience, qui peut
étre considérée comme une mesure de la composante selon z du moment magnétique,
n’admet que deux résultats p. = £puo.

1.2 Résultats expérimentaux

En I’absence de gradient de champ magnétique, on observe une tache
unique sur I’écran de détection, au voisinage de z = z = 0 (figure 8.2a). Le gra-
dient de champ magnétique permet la mesure de la composante selon z d’un
éventuel moment magnétique des atomes. Supposons que les atomes portent
tous un moment magnétique de norme pg, et faisons ’hypothese (raisonnable)
que ces moments ont une direction aléatoire quand les atomes entrent dans la
zone de champ magnétique. On s’attend alors a ce que les points d’impact sur
Pécran forment un segment parallele & z (figure 8.2b). Les deux extrémités
du segment correspondent aux atomes dont les moments magnétiques sont
orientés tels que p, = £uo.

Le résultat trouvé expérimentalement differe radicalement de cette prédic-
tion classique. L’ensemble des impacts ne forme jamais un segment sur 1’écran.
Pour certains atomes comme l'argent, ces impacts se groupent en deux taches,
correspondant & i, = 4o et . = —pig, avec g = 9,27 1072* JT~! (figure
8.2c). Pour d’autres types d’atomes, on trouve trois, quatre,... taches, toujours
disposées symétriquement par rapport a la trajectoire obtenue en 1’absence
de champ magnétique: Certains atomes, comme 1’hélium dans son état fonda-
mental, ne donnent lieu a aucune déviation mesurable. Ce cas est facilement
interprétable : ces atomes ne possedent pas de moment magnétique. Dans le
paragraphe suivant, nous allons chercher comment le formalisme quantique
permet de décrire I’ensemble de ces résultats, en nous attachant tout parti-
culierement a la situation des deux taches, rencontrée dans le cas d’atomes
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d’argent. Notre méthode se généralise a 3,4,. .. taches.

Pour terminer cette présentation, remarquons que 'ordre de grandeur de
Lo est quant a lui interprétable. En effet, la seule quantité homogene & un
moment magnétique que l'on peut fabriquer a partir des constantes fonda-
mentales est iig/m ou g désigne la charge élémentaire (proton ou électron) et
m une masse typique de particule atomique. Suivant que ’on choisit pour m
la masse m, de I’électron ou la masse m,, du proton, on obtient des résultats
différant par 3 ordres de grandeur allant de 10723 & 10726 J T~ !. duewésultat
o de Vexpérience de Stern et Gerlach est compatible avec :

hq
po =yl =3 - (8.10)
ce qui revient & prendre @m=uh dans (8.7). La quantité négativegupm=

—hq/(2m.) est appelée magnéton de Bohr.

Pourquoi Stern et son collegue Gerlach ont-ils voulu faire cette expérience
en 1921, soit 5 ans avant que la mécanique quantique telle que nous la com-
prenons maintenant soit développée 7{Le but de Stern était de tester un des
aspects les plus mystérieux de la vieille théorie des quanta, qui était dénommé
la"quantification spatiale) Quand les théoriciens de I’époque apprirent le pro-
jet de Stern et Gerlach, la plupart d’entre eux se montrérent sceptiques.
Born déclara par la suite : « Il me fallut du temps pour prendre cette idée au
sérieux. J’avais toujours pensé que la quantification spatiale était une sorte
d’expression symbolique pour quelque chose qu’on ne comprenait pas. La
prendre au pied de la lettre était vraiment I’idée de Stern... J’ai essayé de le
convaincre que cela n’avait pas de sens, mais il m’a répondu que cela valait
quand méme la peine d’essayer » .di’expérience fut difficile; nécessitant &la
fois un vide poussé et un four trés chaud (1000 C) pour produire un jet ato-
miquerd’atomesyd’argentysuffissammentrintensey Quand le résultat fut enfin
obtenu, il fut tout d’abord considéré comme une preuve éclatante de ’idée de
quantification spatiale. Mais Einstein et Ehrenfest montrérent presque aus-
sitot que la description de I’expérience dans le cadre de cette vieille théorie
des quanta était incohérente, etec’est uniquement quand la mécanique quan=
tique fut développée en 1925-27 (avec le concept du spin) qu’'une description
théorique satisfaisante de cette expérience devint possible.

2 La description quantique du probleme CX A nnoe 'm( b suite

La premiere étape de cette description quantique est de préciser I'espace
des états d’un atome dans cette expérience, en déterminant les degrés de
liberté de 'atome. Il y a a priori deux classes de degrés de liberté en jeu.
Tout d’abord les atomes sont des particules mobiles dans ’espace, avec des
degrés de liberté de translation suivant chacune des trois directions x, y, z.
A cette classe de degrés de liberté spatiaux vient s’ajouter un autre degré de
liberté qui correspond au moment magnétique interne de ’atome.

Dans le cas d’atomes d’hélium dans leur niveau fondamental, pour lesquels
aucune déflexion n’est observée, le degré de liberté interne peut étre ignoré;
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A ce stade, il nous faut une estimation du rayon moyen de ['orbite
électronique, ce que la mécanique classique ne peut pas faire caril n’'y a
aucune contraintes sur les orbites.

On utilise donc les données provenant de la mécanique quantique, ce qui
fait que ce modéle est en fait semi-classique.

Qowargee : b opv

Pour I'atome d’hydogéne : ‘!}sk’*ﬁa Sh? /?g, ; il
( .

L Makie® o L (44

Qui permet d’obtenir Yo = ——a— clomp cac (8]

p  puiar —ptel I”“" { pl é,am

La susceptibilité est ici bien négative, indépendante de la température 4, h,

(conforme a I'expérience), et proportionnelle au volume. Dans les conditions ! m{ru
usuelles de température et de pression, pour les gaz :

Gaz (P=1bar) Vm=24La25C  Ma=40mol-m * =24 10 m * a—h‘g‘ -

On trouve : x, ~—4-107"" Xm(Ne) = —0.9:107""  Sroylubm
Xm(Ar) = -2.4-107'°
xm(K)=-35-1071°

Ce qui est le bon ordre de grandeur puisque

Xm(Xe) = -54-107"1°

On pourrait se contenter de ce résultat et imaginer que notre modeéle

classique est formidable. Ce serait probablement la conclusion

au niveau L2. Toutefois un modéle classique se heurte a quelques

Difficultés.

- La premiére est naturellement que nous avons utilisé un résultat de
la mécanique quantique pour estimer le rayon des orbites.

- Laseconde, plus fondamentale, tientauthéoréme de'Bohr=wvan
Leewen “le diamagnétisme ne peut exister sans la prise en compte
des effets quantiques”.
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Traitement quantique d’une particules chargé dans un champ B

On considere toujours le cas d’'une particule chargée orbitant autour d’un
noyau, subissant une force dérivant d’'une énergie potentielle V(r).
L’exemple typique est celui de I'atome d’hydrogene pour lequel 1 électron
orbite autour d’un proton de charge +e.

L’expression du jamiltonien est toujours valide (principe de correspondance)

(7 — qA)? :
H=———+V A=-
om T V()
Dans le cas du traitement quantique, I'énergie du systeme lorsque B (donc A)
est non nul n'est pas la méme que celle en champ nul. Pour montrer ce
résultat, on peut décomposer le hamiltonien en une partie HO (champ B=0), et
traiter la partie magnétique comme une perturbation. Aprés quelques calculs o(/ 4

(voir Cohen Tanoudji ou équivalent), on obtient :
mwmmé 1274
H = Hy +

P
-2? -+ V(")

+

Hydrogéne

iamagnétisme 4

: . . aprd
qui fait apparaitre un terme Hi:proportionnela B; donnantune correction:a»
o | ror ie-k orbi

On peut calculer les corrections <H1> et <H2>

Dans le cas de lorbitale 1s de I'atome d'hydrogéne, on a

“w

Le déplacement d’énergie est

2 B’ao

Dont on tire I'énergie libre F(T,B) = Fy(T) + NE

e

Et 'aimantation
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lllustrons ce mécanisme en consodérant le modeéle d'unisystéme de N/V
électrons par unité de volume sans interactions entre eux, en contact avec
un thermostat.

L'énergie d’'interaction entre un moment magnétique et le champ extérieur
est de la forme :

Uint = =1t - B = —m.B Q{ W w'/u

Rappel : on ne traite ici que la partie provenant de I'interaction magnétique

. oS
due aux spins, en supposant les particules indépendantes. Le hamiltonien K ‘m‘}, o ‘l'“
du systeme faisant apparaitre des termes additifs indépendants, la @

fonction de partition se factorise et I'énergie libre apparait comme une w-j k( OQ
somme des différentes contributions. on J, P!
qouun b S
. . N - M ‘le
Le hamiltonien du systéeme est: H = — Z i, - B ek‘ w

Pour un systéme de spin 1/2 5 =%

B R 2 111‘#/
B = Bé. e

+ U_ =ugB BZW
Supposant le champ vertical, R - W . W{’L( 6
I'énergie de la configuration dépend %—(\ ngv 0‘¢ k
de l'orientation du spin sz RS “ Uy, = —upB Qy) W,W

L freaton
Dans le cadre dedastatistiquerderMaxwelliBoltzmannpla probabilité de ( v q“‘ {%

chaque configuration est : du Wé
B B y .
P_ = Aexp (~ ‘I:T ) P, = Aexp (“AI'JT ) W bg M

On obtient A a I'aide de la condition de normalisation P4 +P- =1
1

)

A=



Le moment magnétique moyen est alors

Pour un systeme de N/V électrons par unité de volume.

M= %(m:)‘, (mg) = (my,) =0

_ eh —23 2
ng = e 107 Aam
La réponse est donc linéaire : ji = N pouy B \ = Nty
~V kKT po iv W W

Pour un gaz (P=1bar) n, ~2:10% m~* Xm(para) ~107% ~ 10" y,.(dia)

Quelques remarques sur ce modeéle :
- Le modéle retrouve la loi de Curie.

Il n'y a pas de ferromagnétisme car les interactions spin-spin entre électrons
sont négligées.

- Il existe un autre type de paramagnétisme, que I'on a pas décrit ici, celui des
métaux qui est basé sur la statistique de Fermi-Dirac qui intégre le principe
de Pauli.

Dans le cas présent, on a considéré la statistique de Boltzmann pour décrire
le spin des électrons car chaque spin/électron était supposé localisé au voisinage
de son atome. Comme les fonctions d’'onde ne se recouvrent pas, le principe
d’exclusion ne s’applique pas.

Le paramagnétisme des atomes libres s'observe dans les substances qui possédent
des atomes magnétiques et ol les distances entre ces atomes sont suffisamment
grandes pour qu'ils n'interagissent pas entre eux. Les substances qui satisfont a ces
conditions sont les suivantes :

. _ S 1
h: désigne par substances parama é " seﬁlement celle§ q‘m pr!sentent un tel
&)mponement Jusqu aux tr&s bqsses 8 ratures Nous verrohs plus lom que tous

matériaux qm sordonnent magnéuguement (ferro- fem- antlferromagné-
tiques...) se oomportent comme des paramagnénques au—Hessus d'une tempéramre

5 O
mqlle. “Ir',-..-.r ot n?l? Qeovy RS RS} JOnT

,4: 2
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i a été interp dans le cadre d'un systéme de pamoules
Independantes Dans ce cadre, on trouve que i) 'aimantation est nulle si B=0.
ii) il n'y a pas de transition de phase, le matériau paramagnétique a toute
température.

Pour tenir compte de l'interaction entre atomes dans le matériau
nétique, on suppose que le champ vu par un site est l‘_
La constante est caractéristique

du matériau.

Le ferromagnétisme est alors traité dans une théone de champ moyen. On
réutilise 'expression obtenue pour le avec l'exp ion du
champ effectif.

Dans le cas du modéle a deux niveaux vu au chapitre précédent,

on obtient : I |

M est solution d'une équation auto-cohérente dont on doit trouver les
solutions possibles en fonction de la température T.

de réécrire I'

Pour é jon, il est
p sous la forme i :

Qui faiti i imale (N =ig
Etla température de Curie -

ur un modeéle différent d'un systéme de spins %, on aurait une
fonction différente de tanh(x), mais I'approche reste similaire.

E lion de I'aimantation a saturation en fonction de la température

[} s — Au voisinage de la transition
- ™ Mo tanh (T~r M )
B \e M, T M,
Soa | tanhz ~z — T
02 T
M~ V3M /1 - —
x M = V3M,,/ i
5 02 04__06 08 10

: réponse en champ imposé
G. Develey, Journal de Physique, 1968
Pour T>Tc M est faible, on peut
I'éq. au premier ordre
M T.M  ppB
1 Sl A mh(TAl.+k7')
pour obtenir
M _T.M  psB
M,” TM, KT
Le modéle permet de
reproduire la loi de Curie-Weiss

- C B
4 M~
I’V.T.A\‘M‘Qd‘,nhnl:l

ERE—

T—T, o Tk

_ M,popp

Pour résoudre I'équation précédente, on pose alors
+ usB

M T
ol S

M,

De telle sorte que la solution est I'intersection des courbes

m = tanh§

La solution s'obtient alors graphiquement.
~ Dans le cas B=0 (champ nul imposé)

T> Tc, 1 solution M=0

T < Tc, 3 solutions.
M=0 (instable)
M non nul

m = tanh§

Il y a deux cas de figure :

£
- Haute température, T > Tc, il n'existe qu'une intersection qui correspond
a la solution M=0. L'aimantation est nulle en champ nul. Le milieu ne
p pas d'ai i il est i

- Basse température, T < Tc la pente de la droite est inférieure a 1 et il
existe 3 solutions. M=0 (qui est instable), et deux solutions opposées M et
non nulles. Le milieu présente une aimantation spontanée, il est

Dans le cas B non nul
Si B est positif, la droite d'équation ms—{-'ﬁ est translatée vers le bas.

(tanhi(xi) qui'donneé M>020n retrouve que M est non nul si B est non nul
(paramagnétisme).

1y iy .
Teﬂ-—»T Uint >~ =ity - By
On trouve que le champ exercé par un atome sur son voisin est de |'ordre

de 1 Tesla
~1T

h y p
m~pug= :T ~10% Am* B~

I‘u/‘ B
ﬂ

Expliquons avec les mains pourquoi les états ++, -, +- ne correspondent
pas a la méme énergie. Supposons pour cela que I'on ait que deux électrons
chacun au voisinage d'un atome formant une molécule de type H2.

o2
Le hamitonien ds entre électrons st H,,, =

Si les électrons ont méme spin (++ ou --)

la partie spatiale de la fonction d'onde est
antisymétrique (Pauli) et s'annule entre les protons.
Les e- ne peuvent étre au méme endroit puisqu'ils ont
méme spin. <Hint> sera faible car r12 est assez grand.

Si les électrons ont des spins différents (+- ou -+)
la partie spatiale est alors symétrique (Pauli) et

les e- peuvent se trouver au méme endroit. “
<Hint> est plus grand car r12 peut étre plus faible.

Les états ++/- sont plus bas en énergie que les états +-/-+, ce qui peut se
décrire en utilisant 5) - 5

Remarque : on voit que J dépend de la du
ses fonctions d'onde. Il y a donc une grande variété de situations.

dmeori2

etde




Dans ce cadre, le systéme magnétique peut étre décrit par le Hamiltonien de

Heisenberg
H_—m;zq. Bo——l Z

{paires)

(1)

M = ppSs;

pour lequel la somme de droite fait mlervemr les paires de moments magnétiques.

H peut s'écrire sous une forme faisant apparaitre ce qui ressemble a un

champBeﬂectif
= — A — §; | +cte 2)
DRH LW
J#i
Lai est lié a la moy (“DZFZ;'

par la relation M= nup(s)
Pour traiter le probléme par une approche de type champ moyon
Y 5= Ny(s)

J#i
On aboutit a une expression pour le champ effectif

E..ﬂ =B+ /\/1(..7\-[

somme de droite s'écrit a I'aide
du nombre de voisins Nv
JN, due
"[l';’[l“
Pour calculer la (notée K) p dans le (2)carona
compté des paires deux fois, il suffit de calculer la moyenne de I'expression (1)
et de I'expression (2) dans I'approximation C.M.
Danslecas(2),ona: (H)=—upN(5)-By— JNN,(5)?+ K
Dans le cas (1), il n'y a que N/2.Nv paires

(H) = —upN(3) - By — JNN, /2(5)?

avec

ion du F C.M. fait donc intervenir une constante,
qui n'en est pas vraiment une puisqu'elle dépend de l'inconnue du probléme, M.

NN, [ M
H=—ppy & (Bo+ o) + J =~ (n”B)

C'est la bonne axpnassion si I'on veut comprendre quelles solutions pour M sont
stables, et lesquelles sont instables.

On peut tracer la forme F(M,T fixe) pour T>Tc (gauche) et T<Tc (droite)

T>Tc ” T<Tc
\/ J
M

Pour T>Tc, F(M,T fixe) ne pfeseme qu un extremum en M=0
C’est un minimum, la d est Pt
solution est stable.

Pour T<Tc, F(M,T fixe) présente trois solutions possibles :

La solution M=0 est un maximum local, la dérivée seconde est négative et
cette solution est instable.

Les solutions (M non nul) dent a des minima sont aussi stables
I'une que l'autre. -

En champ non nul (avec ici B0>0), \
la solution M>0 est la plus stable. |
La solution négallve est aus51 |
ther |
\'
|

mais elle est métastable et il faut
regarder la profondeur du puis
pour savoir si elle est observable.

1

0
Remarque : il est trés rare de pouvoir calculer explicitement F, et la
transition est général décrite de maniére phénoménologique a I'aide d'un
développement a la Landau.

Nous verrons en TD comment la transition ferro-para est bien décrite par
l la forme :
un développement de la e FJV = a(T — T.)M? + bM*

En exercice : on peut montrer que I'énergie libre C.M. se met sous cette forme
lorsque la température est proche de Tc (M est alors petit).

¢
" ZM“ g,
L&C"(‘

8%
I»“.

4

Vv3ce la stabilité des solutions ?
La température et le volume sont imposés. Lénergie libre F=—kTlogZ
estdoncle p y du

F atteint un minimum a I'équilibre sachant que T et V sont fixes. M

apparait comme un degré de liberté interne au systéme qui s'ajuste pour
assurer que F atteint bien un mini SOus ces
), =
.V

Un état d'équilibre stable satisfait donc a :
aF
m) T,V -
Puisqu’on connait I'expression du hamiltonien, on connait la fonction de
partition Z. Dans le cadre de la statistique de Boltzmann on a donc :
= (exp(—H(s = +h/2)/kT) + exp(—H (s = —h/2)/kT))~

L'énergie libre est donc :
M\*\ o (uB.yy
I— (HITB) )(ush (—L'I' )

F = —NkTlog (2 exp ( T

Comme log(exp(x))=x, I'expression se simplifie en :
M /g T M

F= Ak[‘{ (\l) T}l()g(m(xsh(TM"
Avec les notations M, =npg kT, =:JN,
La condition d’équilibre %) = () donne I'équation d'autocohérence

adl TV
T. M
(AI — M, tanh (7 A )) =0

On retrouve donc le résultat établi en section V.1. Une seule solution M=0
pour T>T_c et trois solutions [M=0 et deux solutions opposées non nulles]
pour T<T_c.

&PF
aM?

l"

wl'f)‘

NET.
M,

La différence majeure par rapport au simple fait aup est
que la connaissance de F permet de connaitre la stabilité des solutions.

VIAim ion re ni
Dans le cadre des modeéles développé que la pé ambiante
esttelle que T << Tc, les matériaux m magr 6t ient pré une

aimantation rémanente proche de la saturation. Or on observe que ce
n'est pas du tout le cas, et 'on a méme souvent M, << M; ...

Le premier a avoir proposé une raison est Pierre Weiss (1906), qui a
Supposé le que matenau esten fait formé de petits domaines au sein
est g saturée, mais dont |'orientation est

aléatoire au sein du matériau.

Ces domaines ont par la suite été observés
les

Par
éthode des poud

dans le cas du fer, on peut vi
(image issue du livre de Kittel).

parla

Sur un domaine, le champ est
quasiment homogéne mais il
varie beaucoup a l'interface
entre domaines (parois de
Bloch). Le gradient de B y est
fort et une poudre magnétique
s'y concentre. Les fleches
correspondent ici au sens de
déplacement des parois lors
de I'application d'un champ
magnétique extérieur.

Une le de TP) utilise la rotation faraday de

plus

(voir f
la lumiére polarisée au travers d'une fine couche de Grenat ferrimagnétique.

Cette expérience qualitative (ne pas faire en montage) permet une
observation directe des parois de Bloch au mi pe entre un
etun Ir sion li un champ étique fort a I'échantillon.
Utiliser une bobine a noyau de fer en forme de pointe.




Comme souvent lorsqu'on le rencontre, Ie phénomeéne d'hystérésis provient
des défauts du systéme (défauts ici, ités pour I'angle de

mouillage en capillarité ...).

Lovsqu on applique un champ magnétique a un matérlau et que I' on
I' plusieurs se p de

A M

Rotation en bloc des demiers domaines

=

v

Croissance réversibles de domaines d'orientation favorable

Au dépan I' actlon ds B ne fait  que déplacer des parois de Bloch de maniére
gl 1t et d'autres {

Les parois finissent par accrocher des défauts et il faut augmenter un peu le
champ pour réussir a passer ce qui s'apparente a une barriére. Une fois
passé cette barriére, la parois reste accrochée sur la défaut et tout ne
revient pas arriére lorsqu'on coupe le champ. La croissance est irréversible.

Ce mécanisme n'est cependant pas suffisant pour réussir a saturer
I'échantilion. Certains ines restent ail dans une direction autre
que celle du champ de sorte que les moments dipolaires subissent un
couple magnétique. Lorsque le champ est suffisamment intense, ces le
moment dipolaire des atomes au sein des domaines finissent par tourner en
bloc et 'aimantation sature.

VIl De l'origi " Nei
Si I'étald'équilibre d‘uq Y gnétique résulte de la minimisation du

du sy le p est

Iy aen premier lieu un gain en énergie dans le volume de chaque domaine,
, due a l'ori llective au sein des domaines. Avec une telle
Observation, on devrait avoir donc observer des matériaux saturés.

Toutefois une orientation globale conduit a une énergie globale trés élevée
puisque le systéme produit un champ dans tout I'espace.

On peut s’en rendre compte en étudiant I‘énergie de la distribution

U=[ﬂ’7_"3.w ﬁu’w-—ﬂ] M« Bdv

Qui fait apparaitre une énergle du champ magnéllque créé amsa que le
gain en volume du fait d'une or

" ] 4 Domaine fermé
dipdle 1/r quadrupdle 1/r Bext=0
Avec des distributions d'ai id on peut diminuer beaucoup

I'énergie du champ B en renversant I'aimantation, i.e. en créant des domaines.
Ces domaines font naturellement apparaitre des parois qui ont elles aussi un coOt
énergétique (proportionnel a la surface). De la compétition entre gain en volume et
colt en surface, des défauts, il résul une taille istique qui sera la taille
typique d'un domaine pour le corps considéré ...

Fermeture des domaines dans du fer trés pur

Dans un barreau trés pur et
sans défaut, la fermeture idéale
des domaines peut étre
observée.

Nols ciaun gzrro/ma'z(m‘ éqxw- Er )
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2 La description quantique du probleme

La premiere étape de cette description quantique est de préciser I'espace
des états d'un atome dans cette expérience, en déterminant les degrés de
liberté de l'atome. Il y a a priori deux classes de degrés de liberté en jeu.
Tout d’abord les atomes sont des particules mobiles dans I'espace, avec des
degrés de liberté de translation suivant chacune des trois directions z, y, z.
A cette classe de degrés de liberté spatiaux vient s’ajouter un autre degré de
liberté qui correspond au moment magnétique interne de ’atome.

Dans le cas d’atomes d’hélium dans leur niveau fondamental, pour lesquels
aucune déflexion n’est observée, le degré de liberté interne peut étre ignoré;



174 CHAPITRE 8 — L’EXPERIENCE DE STERN ET GERLACH —

la description de 1’état de l’atome se fait par une fonction d’onde ¥ (r) dont
I’évolution est déterminée par I’équation de Schrodinger pour une particule
libre (chapitre 2). Au contraire, pour un atome comme largent, le degré de
liberté interne associé au moment magnétique joue un role essentiel. C’est ce
degré de liberté qui conduit a la séparation des trajectoires atomiques dans
le gradient de champ magnétique et qui donne naissance aux deux taches sur
I’écran de détection.

L’espace des états que nous sommes amenés a considérer pour rendre
compte de l'expérience de Stern et Gerlach a une structure d’espace pro-
duit tensoriel & = Eexterne @ Einterne- L'e€space associé aux degrés de liberté de
translation Eexterne €St I'espace des fonctions d’onde vu aux chapitres 2 et 3 :
Eexterne = L2(R?). Pour construire I'espace Einterne associé au degré de liberté
correspondant au moment magnétique interne de I'atome, nous remarquons
que 'expérience de Stern et Gerlach réinterprétée dans un langage quantique
peut étre considérée comme une mesure de ’observable composante suivant z
du moment magnétique de l’atome. Nous noterons par définition cette obser-
vable fi..

La premiere observation expérimentale est que, quel que soit I’état de mo-
ment magnétique de l'atome, la mesure de pu, donne 'un des deux résultats
+uo et —pug, et seulement I'un de ces deux résultats. Par conséquent, la di-
mension de I’espace Eingerne €St au moins 2. Il y a au moins deux états propres
de fi., avec valeurs propres +pg et —pg.

Bien entendu, I'axe z n’a rien de particulier. Les mémes considérations
s’appliquent aux projections p, et 1, du moment magnétique suivant les axes
x et y, et aux observables correspondantes fi, et ji,. Il y a au moins deux
états propres de fi, avec valeurs propres %19, de méme pour fi,.

Dans quel espace Eipgerne doit-on décrire les états de moment magnétique
de 'atome ? La réponse a cette question n’est pas évidente. Classiquement,
le moment magnétique p d'un systéme est une grandeur physique vecto-
rielle, caractérisée par ses trois composantes (fig, fy,f>) dans un systeme
d’axes. Quantiquement, nous avons affaire a un ensemble de trois observables
(fiz, [y, ft-) dont nous savons déja que chacune n’a que deux valeurs propres
o et —po.

L’étonnant est que I'on peut expliquer les résultats expérimentaux en fai-
sant I’hypotheése « minimale » que l'espace de Hilbert Einterme des états de
moment magnétique est de dimension 2. Comme nous allons le voir, cette
hypothese est cohérente et permet d’expliquer tous les phénomenes liés a ce
moment magnétique dans 1’expérience de Stern et Gerlach?.

Supposons donc que Eingerne S0it de dimension 2. Une base de cet espace
peut alors étre formée par les deux états propres de ji, correspondant aux
deux résultats de mesure +py et —pug. Nous noterons ces états |+), et |—)..

2Comme toujours en physique (classique ou quantique), il n’est pas question de prouver
que 'explication théorique avancée est la seule acceptable, mais simplement de proposer un
cadre théorique, aussi simple que possible, dans lequel on peut rendre compte de tous les
phénomenes observés.
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Par définition,

ﬂz|+>z = /’LO‘+>Z ) /lz|_>z = _:U’O‘_>Z ’ (811)
et un état interne quelconque |u) de 'atome s’écrit :
lu) = al+). + Bl-)- (8.12)

avec |a|?+|B]? = 1. Une mesure de la composante p1, du moment magnétique
donne alors +pg (c’est-a-dire : I'atome arrive dans la tache du haut) avec
probabilité |a|? et —ug (tache du bas) avec probabilité |3|2.

Dans une représentation matricielle, on a dans la base {|%).} :

e=(o) = (1) w=(5)  cw

fix = 1o ( - ) ~ (8.14)

3 Les observables [, et @,

Considérons maintenant la situation expérimentale représentée sur la fi-
gure 8.3. On dispose en série deux aimants successifs. Le premier aimant crée
un gradient suivant I'axe z et il clive le jet atomique en deux faisceaux cor-
respondant aux deux états internes |+), et |—).. On dispose & la sortie de
ce premier aimant un obturateur qui ne laisse passer que le faisceau |+),. Ce
faisceau est ensuite envoyé dans un aimant créant un gradient le long de l'axe
2 orthogonal a ’axe z. On mesure alors la composante suivant x du moment
magnétique atomique, observable quantique que nous noterons fi,. Le résultat
observé est que le faisceau est clivé en deux faisceaux d’égale intensité cor-
respondant & des valeurs du moment magnétique suivant x égales a +pug et
—Ho-

Cherchons maintenant a caractériser l'opérateur ji,. Par hypothese, cet
opérateur, qui agit dans Eingerne, doit étre décrit par une matrice 2 x 2 dans

la base |+), :
. ay Oy
=m0 (5.15)

Plusieurs contraintes existent sur les quatre parametres oy, Be, Vs, O
1. L’opérateur ji, est hermitien, donc o, et d, sont réels, et v, = 3.
2. Les résultats de mesure possibles pour I’observable composante suivant
2 du moment magnétique sont +pp et —pp. Ce sont les valeurs propres
de fi;, ce qui impose :
somme des val. pr. = Tr(fi,) = a,+06,=0, (8.16)
produit des val. pr. = Det(fiz) = @u0: — Boye = —1. (8.17)
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gradient
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Fic. 8.3: Un faisceau d’atomes d’argent traverse deux zones magnétiques, la
premiere créant un gradient suivant z, la seconde un gradient suivant x. A Tis-
sue du premier aimant, un obturateur ne laisse passer que les atomes dans 1’état
interne |+).. Le second aimant permet de faire sur ces atomes une mesure de la
composante suivant z du moment magnétique. On trouve les deux résultats =£po
avec des probabilités égales.

3. SiI’état initial est |+), et que I'on mesure p,, on trouve les résultats
4o et —po avec la méme probabilité. La valeur moyenne des résultats
est donc 0 pour cet état initial, ce qui se traduit par :

0= o (+|ftz|+). = pots - (8.18)

En combinant ’ensemble de ces contraintes, on déduit que 'opérateur fi,
est nécessairement de la forme :

. 0 e i
Ha = Mo < it 0 ) . (819)

Dans le raisonnement qui précede, nous avons privilégié I'axe x; ce rai-
sonnement aurait en fait pu se faire pour n’importe quel axe pourvu qu’il
soit orthogonal & z. En particulier, pour I’axe y orthogonal a la fois & x et z,
on peut reprendre la méme démarche et aboutir a une expression similaire a
(8.19) :

" 0 e
Hy = Ho < ei%y 0 > . (8.20)
Il nous reste maintenant & établir la relation entre les coefficients ¢, et ¢,

entrant dans (8.19) et (8.20). Pour cela, considérons un jet d’atomes préparés
dans I’état propre de i, associé a +ug. Cet état propre, que nous noterons
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|+)z, s’écrit dans la base |£), :

1

V2

Si ’on mesure, pour des atomes préparés dans cet état, la composante suivant
y du moment magnétique, il est clair par simple transposition des résultats
expérimentaux précédents que l'on trouvera les deux résultats +ug avec la
méme probabilité. La valeur moyenne du résultat est donc nulle, ce qui en-
traine :

[+)a ()= +e?|=)z) - (8.21)

0 =2 (+liyl+)e = po cos(dz — dy) = Gy — Pp = g [7] . (8.22)

On pourra se convaincre qu’il n’est pas possible de pousser plus avant la
détermination® de ¢, et ¢y. Tout couple satisfaisant la relation (8.22) conduit
a des opérateurs fi, et fi, qui permettent de rendre compte de l’ensemble
des résultats expérimentaux. Pour simplifier les notations, nous choisirons
le couple particulier ¢, = 0,¢, = 7/2, ce qui conduit finalement aux trois
opérateurs fl, fly, fi. décrivant les trois composantes du moment magnétique
suivant les trois axes :

" 0 1 . 0 —i N 1 0
m—m(l 0> Ny—NO<i 0) uz—uo<0 1). (8.23)
Nous retrouvons, au coefficient uy pres, les matrices de Pauli introduites au

chapitre 6 (eq. (6.5)). Les états propres de fi, et de fi, sont :

1

V2

1

*)e
£) ;

()= +1-)2) [+)y ()= xil=)z) - (824

N

4 Discussion

4.1 L’incompatibilité des mesures suivant des axes différents

Les trois opérateurs fi,, fiy, fi. que nous venons de trouver ne commutent
pas entre eux. Plus précisément, on vérifiera que ’on obtient les trois relations
de commutation cycliques :

[ﬂma Iay] = 2ipg fiz [ﬂya IELZ] = 2ipo fle [ﬂm ﬂz] = 2ip ﬂy . (8'25)

En termes physiques, cela signifie que I’on ne peut pas connaitre simultanément
deux composantes du moment magnétique d’un atome. Partons d’atomes dans
Iétat |+), (composante suivante z connue) et mesurons la composante du mo-
ment magnétique suivant x ; nous avons vu que deux résultats sont possibles,

3Le seul élément supplémentaire consiste & imposer que le triedre (x,y,z) est direct;
Parbitraire de phase qui subsiste reflete I’arbitraire du choix de la paire d’axes = et y dans
le plan orthogonal a z.
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+110, avec la méme probabilité. Supposons que 'on trouve +pg. Apres cette
mesure de pu,, I’état de 'atome est ’état propre de fi, associé a cette valeur
propre :

1
e = Z5(12): +1=02) -

Une mesure de p, sur I’état ci-dessus redonnera le résultat +po. En revanche,
si l'on revient & une mesure de p, 'expression de |+), montre que la nouvelle
mesure donnera les deux résultats £y avec des probabilités égales. Comme
on était parti de I'état |[+), pour lequel la composante suivant z du moment
magnétique était parfaitement déterminée, on voit que la mesure intermédiaire
de p, a changé (ou perturbé) I’état du systeme.

On retrouve ici le caractere paradoxal de la « logique » quantique par
opposition a la logique des probabilités classiques : on ne peut pas trier des
objets quantiques en catégories A et B (blanc ou noir par exemple), puis
scinder chaque catégorie en sous-catégories 1 et 2 (petit ou gros), et ainsi de
suite. Dans ’exemple de ’expérience de Stern et Gerlach, le tri en catégories
Wy = +po et p, = —po perd tout son sens si on effectue ensuite un tri en
sous-catégories , = +pg et py = —po-

4.2 Flou classique ou flou quantique ?

Que donnerait ce type de raisonnement dans le cadre de la mécanique
classique 7 A premiere vue, dans un appareil de Stern et Gerlach orienté le long
de I'axe z, un moment magnétique va précesser autour de cet axe, en effectuant
un grand nombre de tours entre ’entrée et la sortie. Comme en mécanique
quantique, les valeurs finales de p,, et i, semblent donc a priori décorrélées des
valeurs initiales. Néanmoins rien n’interdit, au moins en théorie, de supposer
que ’on posséde un controle suffisant des trajectoires atomiques et du champ
magnétique pour que 'angle de précession représente un nombre entier de
tours, avec une précision arbitrairement bonne. On arrive alors a une situation
ot I'on peut mesurer j, sans perturber p; et p,.

Les choses se compliquent si ’on fait une description ondulatoire du centre
de masse du moment magnétique, tout en continuant a traiter ce moment
magnétique comme une variable classique. A Dentrée de I’appareil de Stern et
Gerlach, le paquet d’onde a une étendue transverse Az et une dispersion en
impulsion Ap,, avec Az Ap, > h/2. Notons b’ = 9B, /0z le gradient le long
de I’axe z et T' la durée de la traversée de 'aimant. Pour que la mesure de p,
soit précise, il faut que la variation d’impulsion transverse lors de la traversée
soit grande devant la dispersion initiale :

pob' T > Ap, (8.26)

sinon la divergence du jet a la sortie de 'aimant sera essentiellement le reflet de
la divergence initiale. Par ailleurs, 'angle de précession ne peut étre constant
du fait de I'inhomogénéité du champ sur Iextension Az. Celle-ci induit une
dispersion Awg = 79b Az de la fréquence de Larmor (8.9). Pour que les
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Fia. 8.4: Un faisceau d’atomes d’argent est préparé dans 1’état |+)., puis traverse
un gradient de champ magnétique dirigé uy. On mesure ainsi la composante du
moment magnétique des atomes suivant ug ; les deux résultats possibles sont +puo
et —p1o avec les probabilités respectives cos?(6/2) et sin?(/2). On a indiqué dans le
coin inférieur droit le résultat typique pour 6 = 7/4.

valeurs de p, et u, ne soient pas « brouillées » lors de la traversée de I’aimant,
il faut que la dispersion de ’angle de précession soit petite :

T Awy =Ty b Az <21 . (8.27)

Or, du fait de I'inégalité de Heisenberg et du résultat expérimental g ~ hvyg
(voir (8.10)), les conditions (8.26-8.27) ne peuvent étre satisfaites simul-
tanément : la description ondulatoire du mouvement du centre de masse de
I’atome suffit & rendre « incompatibles » les mesures de jiz, fiy et ..

4.3 Mesure suivant un axe quelconque

Jusqu’a maintenant, nous nous sommes limités a des mesures selon un des
trois axes x, y, z. Cherchons maintenant a décrire la mesure de la composante
du moment magnétique selon un axe quelconque. L’expérience est schématisée
sur la figure 8.4. On place un appareil de Stern et Gerlach selon une direction
arbitraire définie par le vecteur unitaire ug tel que :

Ug = Uy sinf + u, cosf . (8.28)

Du point de vue de la physique classique, cette expérience est une mesure
de la composante g suivant ug du moment magnétique atomique, soit py =
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e sin @41, cos 6. Le principe de correspondance suggere donc que ’observable
associée s’écrit :
. . . cosf sin 0
ug—,uwsm9+u20089—,uo( Ginf  —cosf ) . (8.29)
Ce choix assure que les valeurs moyennes (i), (1) et (u.) des composantes
du moment magnétique se transforment comme celles d’un vecteur de R? dans
une rotation, ce qui est essentiel.
Comme fi, fly, fi-, cet opérateur a pour valeurs propres £y ; ses vecteurs
propres s’écrivent :

Ha = g bsmglon= (S0 ) )
-y = —sing ). + cosg =), = ( _Czlsr(lgjg) > . (8:31)

Les résultats observés expérimentalement sont les suivants : si un faisceau
atomique préparé dans I’état |+), est envoyé dans un gradient de champ dirigé
suivant ug, on trouve que ce faisceau se clive en deux faisceaux correspondant
a un moment magnétique suivant ug égal a +pug et —up, avec une intensité
respective It (0) = In cos?(0/2) et I~ (0) = Iy sin?(0/2).

Pour rendre compte de ce résultat, appliquons le postulat de la mesure
tel qu’il a été présenté au chapitre 5. Une mesure de l'observable fig peut
conduire a deux résultats possibles, qui sont les valeurs propres =+py. Pour
un systéme préparé dans 1'état |+),, les probabilités respectives de ces deux
résultats sont :

e = lo(+4)I? = cos2(6/2) | (8.32)
po = lo{- )P = sin’(6/2) . (8.33)

On comprend alors pourquoi la mesure expérimentale, qui implique un grand
nombre d’atomes, donne deux taches avec des intensités dans le rapport
cos?(0/2),sin?(A/2). La mesure ne donne donc un résultat certain que lorsque
0 vaut 0 ou 7, c’est-a~dire que I’axe u, de préparation et ’axe ugy de détection
sont, paralleles ou antiparalleles.

5 Description complete de ’atome

On se pose maintenant la question de savoir comment décrire completement
I’état de 'atome. L’état spatial se décrit dans ’espace de Hilbert Eqoxiorne des
fonctions de carré sommable sur I'espace a trois dimensions £2(R?). L’état
interne correspondant au degré de liberté associé au moment magnétique se
décrit dans I'espace Einterne de dimension 2 introduit ci-dessus.



5 . DESCRIPTION COMPLETE DE L’ATOME 181

5.1 Espace de Hilbert

L’espace de Hilbert est le produit tensoriel de ces deux espaces :

gH = 5externe & 5interne .

Tout élément |1)) € Ey s’écrit :

) =) @)+ ) @), (8.34)

ou |14 ) et |1_) sont des éléments de Eexterne, ¢’est-a-dire des fonctions de r
de carré sommable, et |+) et |—) sont les états propres de fi,. Pour simplifier
les notations, nous omettrons dans la suite 'indice z lors de ’écriture des kets
|£).. Les observables d’espace At (par exemple & ou p) et les observables
de moment magnétique fiz, fiy, fi. agissent dans des espaces différents et par
conséquent commutent. Le produit de deux telles observables est défini par :

(Aext ® fr)(I0e) @ l€) = (Aexeltoe)) ® (fiale)) , e=+1. (8.35)

5.2 Représentation des états et observables

Il y a plusieurs représentations possibles des états, accompagnées de repré-
sentations correspondantes des observables. Nous en proposons ici deux, le
choix entre elles (ou une troisieéme) étant uniquement une affaire de goiit
personnel.

a) Représentation « hybride ». Tout état |i)(t)) est représenté par un
vecteur de Eipterne dont les composantes sont des fonctions de carré sommable :

¢+("‘vt)\+> —|-w_(’l",t)|—> : (836)

Le produit scalaire de [1(t)) et |x(¢)), représentés par ¢ (v, t)|+)+1_ (v, t)|—)
et par . (r, )|+) + X (r, )| ) est :

WOX®) = [ (50 () + 07 (rx-(6) &*r

La signification physique de cette représentation découle de ce que 'on a
affaire a un couple de variables aléatoires : r et u,. La loi de probabilité de
ce couple est la suivante :

[y (r,t)|2d®r (resp. |v_(r,t)|>d®r) est la probabilité de détecter la parti-
cule dans un voisinage d®r du point r, avec la projection i, de son moment
magnétique égale a +pg (resp. —po).

Ceci entraine les propriétés suivantes :

1. Normalisation :

/ ([ + o (m )2) dPr=1 . (8.37)
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2. Densité de probabilité de trouver la particule en r indépendamment de
la valeur de p, :

P(r,t) = [y (r, )] + [u-(r, )] . (8.38)

3. Probabilités conditionnelles. Sachant que la particule est en r (&
d3r pres), les probabilité qu'une mesure de . donne les résultats +jig
et —po s’écrivent :

Py(rt) = % P_(r 1) = M (8.39)
avec Py (r,t) + P_(r,t) = 1.

b) Fonction d’onde « & deux composantes ». Il peut étre commode
d’utiliser une représentation matricielle en colonne pour les états |(t)) :

(60) 640

et matricielle en ligne pour (3(t)] :

(Wi(r, ), 0Z(rt)) . (8.41)

L’interprétation physique de ¢4 et ¥_ comme amplitudes de probabilité du
couple de variables aléatoires (7, u.) est la méme que ci-dessus.

Toute observable n’agissant que sur les variables d’espace est une matrice
scalaire 2 x 2, dont les éléments sont des opérateurs agissant dans £?(R3).
L’opérateur énergie cinétique s’écrit par exemple :

P _ (a0
2m 0 —%A

Toute observable n’agissant que sur les variables de moment magnétique est
une matrice numérique combinaison linéaire des matrices de Pauli (8.23) et
de l'identité. Dans cette représentation, la somme ou le produit de deux ob-
servables est la somme ou le produit des matrices correspondantes.

5.3 Energie de ’atome dans un champ magnétique

Si Patome est plongé dans un champ magnétique B(r ), ’énergie poten-
tielle magnétique s’écrit :

W=—p- B(#) . (8.42)

Dans cette formule, nous regroupons les trois observables fi., fi, et fi, sous la
forme d’une observable vectorielle fi, de sorte qu’on a par définition :

- B(F) = [1a Bo(7) + fiy By(F) + f12B(F) . (8.43)
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6 Evolution de I’atome dans un champ magnétique

6.1 Equation de Schrodinger

Supposons que ’atome soit en mouvement dans ’espace, placé dans un
potentiel V(7), et que, de surcroit, il subisse action d’un champ magnétique
B. L’hamiltonien est somme de deux termes :

H = He ® Ling + W (8.44)
ou :
A p? .
Hext = % + V(T)

est du méme type que ce qui a été étudié aux chapitres 2, 3 et 4. En particulier,
H. n’agit pas sur la variable interne de moment magnétique. L’opérateur 144
est donné par (8.42). Ce dernier agit dans l'espace Eipterne par 'intermédiaire
des trois opérateurs fi., fly, fi.. Si le champ est inhomogene, il agit également
dans Pespace externe par Uintermédiaire des trois fonctions B, (7), By(#),
B, (7).

L’équation de Schrodinger s’écrit :

L d 5
ih— ) = H|Y) . (8.45)

En choisissant la représentation des états (8.36) et en décomposant sur la base
orthonormée {|+),|—)}, on obtient le systeme différentiel couplé :

gintrnt) = (<5 At ve) vl

+ (HWH) Yy (r,t) + (HW =) ¢ (r,1)
(—;—mA + V(r)> v (1)
+ (W) () + (W =) (. 2) .

ih%w, (r,t)

Les éléments de matrice de W dans la base {|4),|—)} sont des fonctions des
variables externes. Ils se rajoutent aux termes de potentiel usuels (termes dia-
gonaux) et couplent en général les deux équations d’évolution des composantes

Yy et .

6.2 Evolution dans un champ magnétique uniforme

Considérons un atome d’argent en mouvement libre dans le vide, en pré-
sence d’un champ magnétique uniforme B. On suppose qu’a U'instant ¢ = 0,
la fonction d’onde atomique totale (externe + interne) s’écrit :

P(r,0) (aol+) + Bol=)) (8.46)
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c’est-a-dire qu’elle se factorise dans les variables d’espace et de moment magné-
tique. L’hamiltonien total contient a la fois I’énergie cinétique de ’atome et
I'interaction de son moment magnétique avec le champ B :

—i-B; (8.47)

(nous omettons a partir de maintenant les opérateurs identité fint et fext).
A un instant t quelconque, la solution de I’équation de Schrodinger reste
factorisée :

() (@) + B0)-)) (8.48)
LoP(rt) h2

ZTLT = —%Aw(ht), (8.49)

L ()1 + A=) = —i- B (a(®)) +B()-) . (850)

dt

En effet, si on suppose que ’état est factorisé comme en (8.48), on vérifie qu’il
satisfait I’équation de Schrodinger si (8.49) et (8.50) sont vérifiées. Puisque
cet état coincide avec I’état initial (8.46) & ¢ = 0, il constitue bien la solution
de I’équation d’évolution.

Il y a donc découplage entre les degrés de liberté internes et externes. La
premiere de ces deux équations décrit I’évolution de la fonction d’onde externe
d’atomes libres, étudiée au chapitre 2 (le découplage subsiste en présence d’un
potentiel extérieur V(r)). La seconde équation détermine 1’évolution de I'état
interne de 'atome. Si B est parallele & z, ’équation (8.50) devient :

iha(t) = —poB aft) a(t) = g exp(—iwot/2)
{ihﬁ(t) = poBpB(t) {ﬂ(t) = ,Bgexp(iwot;Q) (8.51)

ou l'on a posé wy = —2ugB/h.
Nous pouvons alors déterminer les valeurs moyennes M, M,,, M des trois
composantes fly, fly, i, :

Ma(t) = ()|l (t)) = 20 oo coswot ,
My(t) = (()|fy|(t)) = 2u0 aofo sinwot (8.52)
M.(t) = ()=l (t)) = po (Jewo* = Bol*) -

Nous supposons ici que aq et Gy sont réels, mais le calcul se généralise sans
difficulté au cas complexe.

Comme on pouvait s’y attendre a partir du théoréeme d’Ehrenfest, M, est
indépendante du temps, car /i, commute avec I'hamiltonien si B est parallele
a z; en revanche, M, et M, ne sont pas des constantes du mouvement. Pour
avoir une image plus intuitive de cette évolution, on peut récrire ces trois
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— 4 — Fic. 8.5: Evolution temporelle des va-
7 leurs moyennes des trois composantes du
moment magnétique d’'un atome d’argent
plongé dans un champ magnétique dirigé
suivant z. On retrouve un mouvement gy-
M roscopique identique a la précession de
Larmor d’un moment magnétique classique
plongé dans le méme champ.

équations sous la forme :

. dM
M, = woM, soit = Qx M, (8.53)

avec {2 = wou,. On retrouve ici le mouvement de précession de Larmor décrit
en (8.8) (figure 8.5). Nous verrons au chapitre 12 que cette précession peut étre
observée expérimentalement et que la fréquence de Larmor peut étre mesurée
avec une grande précision, par exemple dans des expériences de résonance
magnétique. Cette technique est a la base de multiples applications en phy-
sique, en chimie, en biologie et en médecine.

6.3 Explication de I’expérience de Stern et Gerlach

Il nous reste a démontrer que le modele théorique que nous avons construit
permet d’expliquer la séparation spatiale observée pour les états |£),. Consi-
dérons un jet atomique incident se propageant selon la direction y; chaque
atome possede un moment magnétique. Dans une région de longueur L, on
applique un champ magnétique B parallele a z avec un gradient dans cette
direction :

B(r) = B.(r)u, avec  B.(r)=By+Vz. (8.54)

Cette hypothése est en toute rigueur incorrecte puisque le champ B ne
satisfait pas V.B = 0. Un calcul plus réaliste s’effectue avec un champ
B = Bou, + b'(2u, — xu;) qui satisfait bien les équations de Maxwell. Si
le champ directeur Bou, est beaucoup plus grand que le champ transverse
—b'zu, sur 'extension transverse Az du paquet d’onde atomique (c’est-a-
dire By > b'Ax), les état propres de —fi - B restent pratiquement égaux &
|£)- et notre approche continue & s’appliquer.
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Dans ces conditions, I’équation de Schrodinger (8.45) se découple en deux
équations :

th—y(r,t) = (—AQ - B) Py(r,t) (8.55)

ot ’ om 10 T ’

th—y_(r;t) = (—AQ + w B) P_(r,t) (8.56)
at ’ 2m 0 ’ ' ’

Ces deux équations sont chacune du méme type que ’équation de Schrédinger
vue au chapitre 3, mais le potentiel n’est pas le méme pour 9 et ¢_. Posons :

ne= [P | men=1, (8.57)

ou 74 et m_ sont les probabilités de trouver p, = 4o et p, = —pg. A partir
de (8.55) et (8.56), nous déduisons que :

(d/dt)ymy = (d/dt)ym— =0 . (8.58)
Définissons les quantités :
¢x(r,t) = ¢u(r,t)/yms , (8.59)

qui sont les amplitudes de probabilité conditionnelles des particules pour les-
quelles p1, = %pp. Ces fonctions d’onde normalisées vérifient également (8.55).
Posons maintenant :

ra) = [riostropdr, (8.60)
. h
(ps) = /¢i(r,t) = Vou(rt) dr, (8.61)
ou (r4) (resp. {r_)) est la position moyenne des particules pour lesquelles
Hy = +po, (resp. py = —fio), et (py) leurs impulsions moyennes. Une simple
application du théoreme d’Ehrenfest donne :
(d/dt)(r+) = (pi)/m (8.62)
(d/dt)(pay) = (d/dt)(py.) =0 (8.63)
(d/dt)(p..) = Zpob . (8.64)

A t = 0, nous supposons que :
(re) =0 (Pey) = (P2r) =0 (Pyy) =mo
Nous obtenons a 'instant ¢ :

(1) =0 (y4) = vt (z4) = +ub't*/2m . (8.65)
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Il y a par conséquent séparation spatiale le long de z du faisceau initial en

deux faisceaux, I'un correspondant a u, = +pug, autre a pu, = —pg. A la
sortie de I'aimant de longueur L, cette séparation est :
,U/Ob/ L2
0z={zy)—{(z_)="— — 8.66
(24) = () = 222 1 (5.66)

Si le gradient de champ est suffisamment fort pour que dz > Az, c’est-a-
dire que la séparation est plus grande que ’extension spatiale de chacun des
faisceaux, on aura donc deux faisceaux, I'un dans I’état de moment magnétique
|+), Pautre dans 1’état |—). Notre formalisme permet donc de décrire comple-
tement les résultats de I’expérience de Stern et Gerlach. Il met en relief deux
aspects fondamentaux de la mesure en physique quantique :

— une mesure nécessite une extension spatiale finie : (0z = 0 dans (8.66) si
L=0);

— une mesure n'est jamais instantanée (dz =0si T = L/v = 0).

Ces deux aspects sont absents de la formulation des principes de la mécanique
quantique présentée au chapitre 5.

Finalement, I’examen de 1’évolution temporelle de la séparation moyenne
entre les deux taches conduit au résultat suivant. Notons 7' = L/v le temps
passé par les atomes dans le champ magnétique inhomogene, et E| = (p?)/2m
I’énergie transverse communiquée aux atomes par le gradient de champ. Pour
observer la séparation, la condition suivante doit étre remplie :

T E, >h/2

Cette condition, ou le gradient de champ a disparu, constitue un aspect impor-
tant de la relation d’incertitude temps-énergie qui apparait dans toute mesure
quantique. Nous reviendrons sur cette relation au chapitre 17.

7 Conclusion

Nous avons proposé ici une description quantique qui rend compte de
I’ensemble des phénomenes observés dans l'expérience de Stern et Gerlach
menée avec des atomes d’argent (ou plus généralement des atomes a « deux
taches »). Notre démarche pourrait étre généralisée a d’autres classes d’atomes
pour lesquels trois, quatre,... taches sont observées expérimentalement. Pour
la classe des atomes « a trois taches » par exemple, il y a trois valeurs pos-
sibles +pg,0, —po de la composante suivant z du moment magnétique. En
considérant diverses combinaisons de mesures, on construirait les observables
fiz et fi, dans la base |[+)., [0)., |—)., autrement dit dans un espace a trois
dimensions.

En fait, cette démarche se révele fastidieuse pour des dimensions de Eipterne
supérieures a 2, et nous lui préférerons dans la suite une approche plus générale,
fondée sur la relation fondamentale entre moment magnétique et moment
cinétique. Nous verrons alors que les relations de commutations (8.25), trouvées
ici phénoménologiquement, ont un caractére beaucoup plus général.
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Pour en savoir plus

Space Quantization : Otto Stern’s Luck Star, par B. Friedrich and D. Her-
schbach, Daedalus, 127, p. 165 (1998). Voir aussi M. Jammer, The Conceptual
Development of Quantum Mechanics, McGraw-Hill, New York (1966); B.L.
Van Der Waerden, Sources of Quantum Mechanics, North Holland, Amster-
dam (1967); J. Mehra and H. Rechenberg, The Historical Development of
Quantum Theory, Springer-Verlag, Berlin (1982).

Exercices

1. Détermination de I’état magnétique d’un atome d’argent. On
considere un atome d’argent dans un état de moment magnétique arbitraire :

al): +6l-).  avec  [a?+ |57 =1. (8.67)

a. Montrer qu’il s’agit d’un état propre de u - i avec la valeur propre +pg
pour un vecteur unitaire u dont on précisera la direction.

b. Alice fournit & Bernard un atome d’argent dans un état de moment
magnétique a priori inconnu du type (8.67). Bernard peut-il déterminer
cet état, par des mesures de type Stern et Gerlach ?

c. Alice fournit maintenant & Bernard N (> 1) atomes d’argent, tous
préparés dans le méme état (8.67). Indiquer une stratégie possible pour
que Bernard détermine (de maniere approchée) cet état.

2. Mesures répétées; paradoxe de Zénon quantique. Le moment
magnétique p d’'un neutron peut se décrire de la méme facon que le mo-
ment magnétique d’un atome d’argent dans l’expérience de Stern et Gerlach.
Si un neutron est placé dans un champ uniforme B parallele a 'axe z, il peut
étre représenté par un systeme a deux états en ce qui concerne les mesures de
moment magnétique (en oubliant les variables d’espace).

Notons |+) et |—) les états propres de 'observable ji,. Ces états propres
correspondent aux deux valeurs propres +po et —ug. L’hamiltonien du systeme
placé dans un champ B est H= —Bji,. On pose w = —2ugB/h.

a. Rappeler les niveaux d’énergie du systeme.

b. A Vinstant ¢ = 0 le neutron est préparé dans 1'état : [¢(0)) = (|+) +
|-))/v/2. Quels résultats peut-on obtenir en mesurant s, avec quelles
probabilités ?

c. Ecrire I'état |¢(T)) du moment magnétique & un instant T .

d. On mesure p, a linstant T'. Quelle est la probabilité de trouver +pg 7

e. On effectue maintenant sur le méme systéme une séquence de N me-

sures successives aux instants ¢, = pT/N p = 1,2,...,N. Quelle est
la probabilité que toutes ces mesures donnent le résultat p, = +pug?

f. Que devient cette probabilité quand N — oo ? Interpréter ce résultat ;
est-il raisonnable physiquement ?
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1 Hamiltonien d’interaction

Le but de cette section est de justifier 'hamiltonien décrivant I'interaction
lumiére-matiére. On commence par établir I'équivalence du couplage minimal
et de la force de Lorentz classique. On discute ensuite de I'invariance de jauge et
de la maniére générale d'introduire le champ électromagnétique dans un systeme
matériel. Enfin, on introduit la notion de courant paramagnétique, essentielle a
la description de l'interaction entre le champ électromagnétique quantifié et la
matiére qui n'est pas deuxieme-quantifiée.

1.1 Force de Lorentz
En présence de champs électrique et magnétique, une particule de charge électrique
¢ (pour un électron ¢ = —e (e > 0))' subit, en physique classique, une force
donnée par la formule de Lorentz

F=qE+qixB. (1)

Le but de cette section est de démontrer que le lagrangien qui conduit a cette
formule a la forme suivante:

L= %mtﬁ +qAT—qU (2)

ot A est le potentiel vecteur et U le potentiel scalaire électrique.

Ici, pour simplifier on ne considéere que le cas d’une particule soumise a un champ
électromagnétique (E(F,1), B(F,t)).

Pour démontrer cela, calculons d’abord le moment conjugué (p; = ;%%)

3)

Notons que ce moment conjugué n'est plus égal a la quantité de mouvement
mi. L'équation de Lagrange est alors

d(oLy _ oL
dt \oi,) — Or
dA; 0A; DA dx;
ar ot +Z( p, dt

X e i DA; i DA; dx;
D, = mu q prbasteses Sty
B TN ot T oay dt
JL ou DA

B py——t 4
o iz T g, O
(la convention de sommation sur les indices répétés est utilisée. C'est la con-
vention d'Einstein). Cette équation peut aussi s'écrire (on utilise la convention
bi=4)

mié; = q (Ai).U - %{') +q(v;0iA; — v;0,4;)

= qE; + q€iji€itmviOAm
= qE;+q(7 x B); (5)

ol nous avons utilisé les expressions B=VxAetE=-VU- %}‘ des champs
en fonction des potentiels. Nous retrouvons done la force de Lorentz, ce qui
prouve la légitimité du lagrangien (2). €k, = +1 pour les permutations paires
(+1) et impaires (—1) des indices klm.

L’hamiltonien classique associé a ce lagrangien se trouve de la maniere
habituelle:

]

H pi—L
1

=2 T
= miv* + qU
2 [l
(5~ qA)? +qU 0)
= cxitmaliy.e & qu .
2m g g
En mécanique quantique, il faut remplacer 7 par 'opérateur correspondant P et
remplacer I'argument 7 de A par 'opérateur de position R (attention: 7 désigne
le vecteur position de la particule en non pas la position & laquelle on évalue le
potentiel vecteur)

s ) N R L A,
1= [P - qA(R)] +qU(R). )

i~



