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Introduction

Contexte

Les jeux a paiement moyen sont une classe de jeux a deux joueurs sur un graphe. La complexité de
leur résolution, qui consiste a déterminer le vainqueur, est encore mal connue : si on sait que ces jeux
sont dans NP NcoNP et qu’il existe un algorithme de résolution en temps pseudo-polynomial, on ne sait
pas s’ils sont dans P.

D’autre part, la programmation linéaire consiste en ’optimisation d’une application linéaire avec des
contraintes linéaires. En dépit de I'existence d’algorithmes trés utilisés comme celui du simplexe ou celui
des points intérieurs, la question de la faisabilité en temps fortement polynomial demeure non résolue et
constitue le neuviéme probléme de Smale.

L’équipe de recherche ayant encadré ce stage, Tropical, est spécialisée dans les applications diverses
des mathématiques tropicales, qui consistent a travailler dans des structures ot I’addition a été remplacée
par le maximum et la multiplication par I'addition. L’équipe Tropical a notamment cherché a relier les
deux domaines précédents en travaillant sur la géométrie des jeux & paiement moyen et ses liens avec la
programmation linéaire. En particulier, il a été montré que les jeux & paiement moyen sont équivalents
a des programmes linéaires tropicaux. Il a été également montré que des programmes linéaires usuels
suffisamment génériques, sur des corps ordonnés non-archimédien, étaient équivalents a des programmes
linéaires tropicaux. Ainsi, un algorithme décidant la faisabilité d’un programme linéaire en temps poly-
nomial résoudrait également les jeux a paiement moyen en temps polynomial.

Objectif

Le travail réalisé durant ce stage s’intéresse plus précisément a une classe particuliére de jeux a
paiement moyen, appelés jeux de parité. En 2017, un algorithme résolvant ces jeux de parité en temps
quasi-polynomial a été publié. Une question est alors de savoir quels sont les éventuelles particularités des
programmes linéaires tropicaux obtenus & partir des jeux de parité, dans le but de déterminer lesquels
pourraient étre résolus avec un tel algorithme.

Plan

Dans la Section [1} consacrée a I'aspect algébrique du sujet, on introduit les mathématiques tropicales
et ainsi que certaines extensions utiles. On s’intéresse également aux objets géométriques classiques dans
le cadre des mathématiques tropicales. Enfin, on s’intéresse a des corps de séries formelles utiles par la
suite. Dans la Section 2] on introduit les jeux a paiement moyen et les jeux de parité, en explicitant une
réduction des seconds aux premiers et en donnant quelques résultats classiques. Dans la Section [3] on
explicite la facon dont sont liés les programmes linéaires tropicaux et les jeux a paiement moyen, puis celle
dont les programmes linéaires tropicaux peuvent se ramener & des programmes linéaires usuels sur des
corps non-archimédiens. Ces deux réductions successives nous aménent a travailler sur 'idée de double
déquantisation pour les considérer d’un point de vue algébrique. Dans la Section [4] on s’intéresse tout
particuliérement aux jeux de parité et aux particularités géométriques des programmes linéaires qu’ils
engendrent.

Les Sections et constituent principalement un travail bibliographique et une étude de
travaux préexistants, tandis que les Sections et [4 représentent les contributions de ce stage.



1 Mathématiques tropicales

Les mathématiques tropicales consistent en 1’étude d’objets mathématiques lorsque 'addition est
remplacée par le maximum usuel, et la multiplication par ’addition usuelle. Le terme tropical a été choisi
en ’honneur du mathématicien et informaticien brésilien Imre Simon, précurseur du domaine.

Les définitions de cette section proviennent essentiellement des articles [ABGJ14], [ABGJ15], [AGG14].

1.1 Préambule algébrique

Soit (G, +,>) un groupe abélien totalement ordonné. On pose T(G) = G U {0}, écrit parfois plus
simplement T, ot O est un nouvel élément inférieur a tous les éléments de GG. On considére la structure
(T,®,®), ou la loi additive & est donnée par a & b = max{a, b} et la loi multiplicative par a ©b = a + b,
étendue avec la convention a © 0 =0 ® a = 0. Il s’agit d’'un semi-anneau, dans la mesure ou :

— (T,®) est un monoide commutatif (P est associative et commutative et dispose d'un élément
neutre 0), et pas un groupe (puisque @ n’est pas inversible) ce qui constitue la différence avec un
anneau ;

— (T, ®) est un monoide (et en fait méme un groupe abélien, ® ayant 1 = O pour élément neutre
et étant inversible) ;

— © est distributive sur &.

Un exemple classique est le semi-anneau max-plus réel T = Rpax = RU {—0c0} muni de & = max et
®=+.0naalors 0 =—-oc0et 1=0.

Calcul matriciel tropical On définit les matrices et les opérations matricielles de fagon usuelle, c¢’est-
a~dire que pour deux matrices A = (a;5), B = (b;;), les matrices A @ B et A ©® B sont définies, sous
réserve d’avoir des dimensions compatibles, par :

(A D B)” = aij D bij = max{aij, b”}

(A®B);; = @ air © by = m}?X(aik + bi;)

De méme, dans T", la multiplication scalaire est donnée par A ® x = (A + z1,..., A + x,). On peut
alors voir alors T” comme un semi-module sur T.

Ensemble tropical signé On construit maintenant ’ensemble des nombres tropicaux signés, noté T.
Il est constitué de deux copies de T constituant d’une part les nombres tropicaux positifs, notés @z ou
simplement x avec x € T, et d’autre part les nombres tropicaux négatifs, notés ©x avec x € T. Les deux

copies "coincident" en 0 = —oo, c’est-a-dire que 0 = &0.
Pour tout = € T, on définit le signe sgn(z) = 1 et sgn(©x) = —1 si  # 0 et sgn(0) = 0, ainsi que le
module |z] = | © z| = z € T. On définit également pour tout € T sa partie positive x+ et sa partie

négative x~ par
ot || si sgn(z) =1 - 0 si sgn(z) =1
0 sinon |z| sinon

La multiplication de x,y € Ty est définie comme le nombre tropical signé de module |z| + |y| et de
signe sgn(z)sgn(y). Cependant, Paddition tropicale sur T+ ne peut pas étre définie de fagon pertinente,
en particulier pour deux nombres tropicaux signées de méme module et de signes opposés : & @ (Sx)
n’est pas défini. Cette limitation nous ameéne & construire 'ensemble tropical symétrisé en ajoutant une
troisiéme copie de T.

Ensemble tropical symétrisé On ajoute & T une troisiéme copie de T, notée T,, dont les éléments,
appelés nombres tropicaux équilibrés, sont notés z®, x € T. On a encore 0° = 0 = S0, et on pose
sgn(z®) = 0 et |z°*| = 2. On forme ainsi U'ensemble S des nombres tropicaux symétrisés. Si nécessaire, on
précise le groupe abélien totalement ordonné (G, 4+, >) de départ en notant S(G).
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FIGURE 1 — Hyperplans tropicaux dans Rpax>. A gauche, droite tropicale linéaire : points ou max{a +
xz,b+ y} est atteint deux fois. A droite, droite tropicale affine : points ot max{a + x,b + y, c} est atteint
deux fois.

On définit comme suit les opérations sur S : pour tous z,y € S

max{|x|, |y|} si le maximum est atteint uniquement par des éléments positifs
r®y =< O©max{|z|,|y|} sile maximum est atteint uniquement par des éléments négatifs
max{|z|, |y|}* sinon
(Izl +1yl) ~ sisgn(x)sgn(y) >0
zOy =9 O(z[+y]) sisgn(z)sgn(y) <0
(lz[ +lyh* st sgn(z)sgn(y) =0
Par exemple pour l'addition on a (63) @2 = 93 et (©1) @1 = 1°. Pour la multiplication, on a 1 ® 2 =

(C1)o(02)=3,et2°©3 =20 (83) = 5°.
Muni de ces opérations, S forme également un semi-anneau.

1.2 Géométrie tropicale

On s’intéresse a ce que deviennent les objets usuels d’algébre linéaire dans les structures tropicales
que sont les semi-modules T™.

Convexité tropicale La convexité tropicale se définit par analogie avec la convexité usuelle : un
ensemble S C T" est dit tropicalement convezxe lorsque pour tous x,y € S, et pour tous scalaires A\, u € T
tels que A @ p =1 c’est-a-dire max{\,u} =0, ona AQr®pu Oy =max{\+z,u+y} €S.

Hyperplans On note [n] = {1,...,n}. L’hyperplan tropical déterminé par un vecteur u € T™ \ {0} est
défini comme ’ensemble des x € T" tels que le maximum

max(u; + ;)
i€[n]

est atteint au moins deux fois. Un hyperplan tropical est tropicalement convexe, et stable par multipli-
cation scalaire tropicale. On peut également définir un hyperplan tropical affine comme ’ensemble des
x € T" tels que le maximum

max({u; + z;,i € [n]} U {c})

est atteint deux fois. Des hyperplans tropicaux en dimension 2 dans Ryayx> sont illustrés en Figure

Position générale Comme en algébre linéaire classique, on définit le permanent d’une matrice carrée
M e TP*" par

tper(M) = @ @ | Mio i)l

ceS,, i=1

n

- M.,

;2%’52' i)
P



(4)

FIGURE 2 — Polyédre tropical en dimension 2.

On dit qu’une matrice carrée M € T " est tropicalement singuliére lorsque tper(M) = 0 ou lorsque
le maximum dans la définition du permanent est atteint au moins deux fois.

Une matrice rectangulaire M € T7*" est tropicalement générique lorsque pour toute sous-matrice
carrée W de M, tper(WW) = 0 ou W est tropicalement non-singuliére.

On dit alors qu’une famille de m hyperplans tropicaux (H?, ..., H™) dirigés par des vecteurs (u!,...,u™) €
(T™)™ est en position générale lorsque la matrice de ces vecteurs dans T™*" est tropicalement générique.

Cones tropicaux polyhédriques Soient deux matrices A, B € T™*™. On considére le cone tropical
polyhédrique des vecteurs z € T™ vérifiant pour tout ¢ € [m] :

max A;; + x;, <maxDB;; + x;
el T e Y

c’est-a-dire en notation matricielle tropicale : A ® x < B ® x, ou méme Ax < Bz. On parle de cone
tropical dans la mesure ou ils sont stables par multiplication scalaire tropicale x +— A ® x = A + x. Le

systéme [1] est un exemple de cone tropical polyhédrique dans Ryax>.

On peut voir une matrice A de T"™*™ comme un opérateur
A: TP —>TM
z — Az ou (Az), = max A;; + x;
JEln]
auquel on peut associer 'opérateur
AT T
x — A%y on (A#y)j = min —A4;; +;
1€[m]

de telle sorte qu’on ait I’équivalence
Az <y <=z < A%y,

Ainsi I'inégalité du céne tropical polyhédrique se réécrit z < T(z) ot T'(x) = A# Bx est une fonction
dite min-maz de T™ dans T™. Ces fonctions min-max de la forme = — A% Bz dispose d’un certain nombre
de propriétés : préservation de 'ordre, additivité, continuité pour la topologie usuelle.

Polyédres tropicaux Soient A € T7*™ et b € TT. On peut définir de fagon plus générale qu’au
paragraphe précédent le polyédre tropical par :
PAbL) ={zeT AT 0zab" > A" 0zdb }.

Par exemple, dans Rpax, les matrices

0 60 1
_le—-1 &0 _ 3
A= o 0 et b= o1

2 o0 a0



donnent le polyedre tropical caractérisé par les inégalités ci-dessous et représenté en Figure 2] :

1 D1 > x (1)
3> (3?1 - 1) D x2
X9 Z—l (3)

(x14+2) > 2200 (4)

1.3 Séries de Hahn et de Puiseux

On introduit ici des corps de séries formelles et on évoque leurs liens avec des semi-anneaux tropicaux.

Séries de Hahn Soit (G, 4+, <) un groupe abélien totalement ordonné et K un corps. On définit le
corps des séries de Hahn & exposants dans G et & coefficients dans K, et on note K[t¢], I'ensemble des
séries formelles de la forme suivante, muni de I'addition et de la multiplication des séries formelles :

X = Zxata

a€A

ot opposé du support A C G est bien ordonné (c’est-a-dire que tout sous-ensemble non vide du support
admet un plus grand élément pour <) et ou les coefficients x, € K sont non nuls.

Séries de Puiseux On définit également le corps des séries de Puiseux généralisées a coefficients réels,
noté R{s}, comme l'ensemble des séries formelles de la forme suivante, muni de l'addition et de la
multiplication des séries formelles :

X = Z Xq8”

aEA
ou le support A C R est soit fini, soit est I'image d’une suite tendant vers —oo. On peut également se
restreindre & des exposants rationnels, et on note dans ce cas R {{ sQ }}

Valuation Toute série x non nulle, de Hahn ou de Puiseux, admet un plus grand exposant (dans (G, <)
ou (R, <) respectivement), que l'on appelle valuation de x et que 1’on note val(x). Le coefficient dominant
de x, noté lc(x), est le coefficient X,,i(x) associé a cet exposant. Par convention, on pose également
val(0) = 0.

On dit que x est positive, et on note simplement x > 0, lorsque le(x) > 0. On peut alors ordonner
totalement les corps K[t9] et R {s} par la relation d’ordre : x <y <y —x > 0. On notera d’ailleurs
(KﬂtG]])>0 pour désigner les séries positives en ce sens.

La valuation val est alors une application de K[t¢] dans T(G) pour les séries de Hahn, ou de fagon
analogue de R {s} dans Ryax pour les séries de Puiseux. Elle vérifie :

val(xy) = val(x) © val(y)
val(x +y) < val(x) @ val(y)

la seconde ligne devenant une égalité dés que les coefficients dominants de x et y ne s’annulent pas, ce
qui arrive automatiquement par exemple si elles n’ont pas la méme valuation, ou encore si elles sont de
méme signe.

On peut également définir la valuation signée, notée sval, de K[t] dans S(G) pour les séries de Hahn
ou de R{s} dans S(R) pour les séries de Puiseux, définie par :

[ val(x) six>0
sval(x) = { ©val(x) sinon

Pour tout élément tropical signé € T, on note sval™'(z) = {x|sval(x) = =} I'ensemble des séries
dont la valuation signée est x, que 'on appelle lifts de x.

L’intérét de ces objets sera justifié par les sections suivantes 2] et [3] En section [3-3] on approfondira les
liens entre ces corps de séries et semi-anneaux tropicaux en travaillant sur I’idée de double déquantisation.

2 Jeux a paiement moyen et de parité

Dans cette section, on s’intéresse a une classe de jeux a deux joueurs introduits dans [GKKSS] : les
jeux & paiement moyen et les jeux de parité. On donne quelques propriétés et on évoque la complexité
algorithmique de leur résolution. On donne également une réduction des seconds aux premiers.
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FIGURE 3 — A gauche, jeu de parité défini sur un graphe orienté. Au milieu, jeu de parité équivalent défini

sur un graphe biparti. Les parités sont indiquées a l'intérieur des sommets. A droite, jeu a paiement
moyen issu de ce jeu de parité par la réduction de la section 2.2}

2.1 Définitions

Les jeux a paiement moyen (MPG pour Mean Payoff Game) et les jeux de parité (PG pour Parity
Game) sont des jeux a deux joueurs se jouant sur un graphe orienté G = (V, E). Dans le cadre de ce
travail, on se restreint aux jeux sur des graphes bipartis : V = V[ U V3. Chaque sous-ensemble Vg, V;
correspond aux états d’un joueur. A chaque coup, le joueur i € {0,1}, présent dans l'état u € V; peut
jouer dans 'état v € Vi_; si (u,v) € E, et c’est alors a l’autre joueur 1 —i de jouer. Afin de ne pas bloquer
le jeu, on fait I’hypothése que tous les noeuds du graphe sont d’arité sortante strictement positive. Une
partie de ce jeu est alors un chemin infini (vg,v1,...) € VN dans le graphe G.

Afin d’achever la définition d’un jeu, il reste & donner la condition de victoire, qui constitue la différence
entre jeu de parité et jeu & paiement moyen.

2.1.1 Jeux de parité

On introduit une fonction de priorité sur les sommets p : V. — N, et on dit qu’une partie {(vg, v1,...)
est gagnante pour le joueur 0 si la plus grande priorité apparaissant une infinité de fois dans ce chemin est
paire, ¢’est-a-dire si max(Inf(p(vg), p(v1), ...)) est paire ot Inf(u) est I’ensemble des éléments apparaissant
une infinité de fois dans la suite u € NV,

Remarque En général, les jeux de parité ne sont pas forcément définis de la sorte, sur un graphe
biparti. Par exemple, dans |CJKT17|, un jeu de parité est défini comme un graphe orienté¢ G = (V, E)
muni d’'une fonction de priorité p : V' — [m]. Les deux joueurs déplacent alternativement un jeton dans le
graphe selon des mouvements valides, c’est-a-dire en suivant une aréte du graphe. Le vainqueur est alors
le joueur associé a la parité de la plus grande priorité apparaissant infiniment souvent lors de la partie.
Pour cette définition, on peut néanmoins facilement se ramener & un jeu de parité sur un graphe biparti
équivalent, en dédoublant les sommets (une copie par joueur), comme illustré en Figure

Remarque Les jeux de parité apparaissent notamment dans un tout autre domaine, la logique modale.
En particulier, le model checking du p-calcul est équivalent a la résolution des jeux de parité.

Exemple Dans le jeu de parité de la Figure [3] le joueur 1 est toujours vainqueur, puisqu’il peut faire
en sorte que la plus grande priorité apparaissant une infinité de fois soit 3, donc impaire.

2.1.2 Jeux a paiement moyen

On introduit une fonction de cotlit sur les arétes w : F — Z, représentant ce que chaque joueur
gagne ou perd a chaque coup joué en empruntant une aréte. On définit le paiement moyen d’une partie

(vo, V1, ...)
1 n—1 )
T SRR
i—



et on dit que la partie est gagnante pour le joueur 0 si le paiement moyen est positif.

2.1.3 Stratégies

Une stratégie pour le joueur 0 est une fonction

o:Pos(V) = V3

(V0 eey Un—1) > Uy

indiquant vers quel état doit jouer 0 étant donné le déroulement jusque-la de la partie. Une stratégie
sans-mémoire pour le joueur 0 ne dépend que de I'état actuel dans Vj, c’est-a-dire qu’on se raméne & une
fonction o : Vi — Vi. Une stratégie pour le joueur 0 est gagnante depuis I'état vy € Vj est telle que toute
partie partant de vy ot le joueur 0 suit cette stratégie est gagnante pour le joueur 0.

Se pose alors le probléme de décision suivant : étant donné un état vy € Vj, existe-t-il une stratégie
gagnante pour le joueur 0 & partir de vy ?

2.2 Réduction des jeux de parité aux jeux a paiement moyen

Dans [Jur98], Marcin Jurdziniski propose une réduction des jeux de parité aux jeux a paiement moyen,
que l'on présente ci-dessous.

Soit un jeu de parité J sur le graphe G = (Vo U Vi, E) muni d’une fonction de priorité p. Soit m = |V/|
le nombre d’états. On construit un jeu & paiement moyen K sur le méme graphe G et la fonction de cotlt
w est donnée par, pour tout (u, v) Sy

o (=m)P™ siueV,
w((u,v)) = { —(—m)PW  siue W,

Le théoréme suivant montre que les jeux de parité se réduisent bien aux jeux a paiement moyen.

Théoréme 1. Pour tout état initial vy € Vy, le joueur 0 dispose d’une stratégie gagnante dans J a partir
de vy si et seulement s’il dispose d’une stratégie gagnante dans KC a partir de vg.

De fagon analogue, on peut considérer une réduction des jeux de parité vers les jeux & paiement moyen
dont les paiements sont dans R {s} ot méme dans R {{SQ }} La fonction de cofit est alors simplement
donnée par

—s)P(w) SEN
wlwo) ={ U0 SUER eR(:9),

Un exemple de réduction est donné en Figure [3]

2.3 Reésultats et complexité algorithmique concernant ces jeux
2.3.1 Un résultat sur les jeux de parité

Le théoréme suivant illustre I'importance des stratégies sans-mémoire dans le cadre des jeux de parité.

Théoréme 2. Soit un jeu de parité sur (V, E) et un sommet uw € V. Alors l'un des deuz joueurs dispose
d’une stratégie sans-mémoire gagnante & partir de u ([BS12)]).

2.3.2 Complexité de résolution des jeux

Le probléme de décision consistant & déterminer le gagnant d’un jeu & paiement moyen appartient a
la classe NP NcoNP. Un algorithme pseudo-polynomial en temps pour la résolution des jeux & paiement
moyen est décrit dans [ZP96].

Récemment a été montré dans |[CJKT17| que les jeux de parité peuvent étre résolus en temps

quasi-polynomial, c’est-a-dire en O (2(10g ")k>. L’article fait en particulier passer la borne de n®(7)

a O(nlog(m)%), ol m est le nombre de priorités distinctes dans le jeu de parité; m peut toujours étre
choisi inférieur a n, et dans les applications pratiques, il est beaucoup plus petit. L’article décrit pour cela
un algorithme de résolution fondé sur la mémorisation d’une statistique de jeu d’espace logarithmique.



3 Des jeux de parité aux programmes linéaires

Dans cette section, on fait le lien entre les différents domaines évoqués dans les sections précédentes.
On s’intéresse dans un premier temps & ’équivalence entre les jeux & paiement moyen et les programmes
linéaires tropicaux (TLP pour Tropical Linear Program), en s’appuyant sur Uarticle [AGG12]. On parle
ensuite de la fagon dont les programmes linéaires tropicaux se réduisent a des programmes linéaires (LP
pour Linear Program) "usuels" sur un corps de séries formelles, on s’appuyant sur larticle [ABGJI5].
Enfin, on travaille sur I'idée de double déquantisation qui donne une vision algébrique des deux réductions
successives que constituent celle des jeux de parité aux jeux a paiement moyen, et celle des jeux & paiement
moyen /programmes linéaires tropicaux aux programmes linéaires usuels.

3.1 Jeux a paiement moyen et programmes linéaires tropicaux

Soit un codne tropical polyédrique donné par I'inégalité Az < Bz avec A, B € T™*™. On y associe un
jeu a paiement moyen dont les joueurs 0 et 1 sont plutdt appelé Max et Min respectivement. Le joueur
Max posséde un ensemble I de m états (dans les représentations, on les dessinera a gauche par des carrés),
le joueur Min posséde un ensemble J de n états (dans les représentations, on les dessinera a droite par
des cercles). Lorsque I’état actuel est ¢ € I c’est & Max de jouer : il choisit un état j € J tel que B;; est
fini et recoit en paiement B;;. A T'inverse quand I’état actuel est j € J c’est & Min de jouer : il choisit un
état ¢ € I tel que A;; est fini et regoit en paiement A;;.

Un résultat important de [AGGI12|, montrant 1’équivalence entre les polyédres tropicaux et les jeux a
paiement moyen est le suivant :

Théoréme 3. Dans un jeu a paiement moyen donné par deux matrices tropicales A et B, un état j € [n]
est gagnant pour le joueur Max si et seulement s’il existe une solution x € T du systeme d’inégalités
Az < Bz telle que z; > 0.

Un exemple Prenons pour exemple les matrices dans Rpy,ax

3 —o0 1 —00
A= 8 —oo|l e B=] 5 -1
—o0 2 -0 4
donnant le systéme linéaire tropical suivant :
3+ <1+
8+ x1 Smax{5+x1,—1—|—ac2} (1)

2+I’2§4+SE2

On représente en Figure [4] le jeu & paiement moyen issu de ce systéme. On remarque que depuis I'état
@, une stratégie sans-mémoire gagnante pour Min consiste & jouer en permanence dans 1’état ; le
1-3

paiement moyen pour Max est alors =5= = —1 < 0, il est donc perdant. A Tinverse, les états et

sont gagnants pour Max. En effet, il lui suffit de jouer en permanence dans @, de telle sorte que le
paiement moyen soit 4;22 =1 > 0. Le seul état initial gagnant pour Max est ainsi @ Une illustration
du théoréme [3 est alors I'observation du fait que :
— 3+ 21 <1+ z; impose z; = —oo donc @ n’est pas gagnant pour Max ;
— le vecteur z = (—00,0) € Rmax2 vérifie par exemple le systéme 1| et x5 > 0 donc @ est effective-
ment gagnant pour Max.

3.2 Programmation linéaire tropicale et programmation linéaire

Soit T = T(G). On considére un programme linéaire tropical LP(A, b, ¢) sur T} donné par des matrices
AeTP" beTletceTm:
min cOx

st. x€P(ADb) (LP(4,b,¢))

Il consiste & minimiser la quantité ¢ ® = dans le polyédre tropical comme défini en Section On
s’intéresse ici surtout a la question de la faisabilité, c’est-a-dire de savoir si ce polyédre est vide ou non.
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FIGURE 4 — Jeu a paiement moyen issu du systéme linéaire tropical.

Théoréme 4. On peut trouver A € sval ' (A), b € sval ' (b), ¢ € sval~!(c) et former un programme
linéaire "usuel” LP(A,b,c) sur R[t¢] :

min c-x

st. xeP(A,Db)

ot P(A,b) = {x € R[t9]"|Ax + b > 0}, tel que :

— sval(P(A,b)) = P(A,b). En particulier, P(A,b) # 0 si et seulement si P(A,b) # 0 ;

— la valuation d’une solution optimale du programme linéaire [LP(A,b,c)| dans les séries de Hahn
est solution optimale du programme linéaire tropical |[LP(A,b,c).

(LP(A,b,c))

Cela signifie qu’on peut résoudre un programme linéaire tropical, et donc un jeu a paiement moyen
d’aprés la section [3.1] en se ramenant & la résolution d’un programme linéaire dans le corps des séries de
Hahn, qui peut par exemple se faire avec I'algorithme du simplexe.

3.3 Double déquantisation

Lorsqu’on réduit un jeu de parité (a priorités entiéres, ou au moins rationnelles) a un jeu a paiement
moyen (voir Section [2.2)), on obtient des paiements dans R {s?}}, que I'on peut voir comme un groupe
abélien (G, +) muni de I'ordre total < donné par

x <y < x(s) <y(s) quand s — +oc.

La résolution de ce jeu & paiement moyen comme évoqué en Section demande la résolution d’un
programme linéaire dans le corps des séries de Hahn & exposants dans (G, +, <). On peut imposer que
les séries de Hahn choisies (en tant que lifts dans les val™*(x)) soient positives. Cette résolution se fait

donc dans le semi-anneau
L= (R[19]),, = (R ["EH])

Des exemples d’éléments de L sont t5* ou t==".

>0

Valuations comme morphismes On peut voir la valuation
valy @ (R[t9])., = T(G)

des séries de Hahn & coefficients réels et a4 exposants dans G, et positives, comme un morphisme de semi-
anneaux de ((R[tcﬂ)>0 ,
on a grace a l’hypothgse de positivité (et donc la non-annulation des coefficients dominants) :
— valy(x+y) = vali(x) @ val;(y) ;
— valy(xy) = valy (x) ® valy (y).

+, ) dans (T(G),®, ®), puisque pour toutes séries positives X,y € (R[[tG]])>O,



En revanche, la valuation signée

svaly : R {s9}} — S(Q)

des séries de Puiseux généralisées a coefficients réels ne forme quun "quasi-morphisme" de (R {{SQ }} ,+, )
dans (S(Q), @, ®), car les cas du type s* — s posent probléme :

svaly(s® — s%) = svaly(0) =0

mais
svala(s%) @ svala(—s%) = a @ (6a) = a® # 0.

En revanche pour toutes séries x,y € R {{ sQ }} on a :
— svala(x +y) = svala(x) @ svaly(y) si les coefficients dominants ne s’annulent pas (c’est-a-dire si

val(x) # val(y) ou le(x) + le(y) # 0);
— svaly(xy) = svala(x) ® svaly(y).

Double valuation Posons la double valuation
dval = svaly oval; : L — S(Q).

On s’intéresse aux lois (B2, ®2) transportées de (L, 4+, ) par le (quasi-)morphisme dval sur S(Q) dans le
cas général :

— dval(x + y) = dval(x) @2 dval(y) ;

— dval(xy) = dval(x) ®2 dval(y).

Le cas de la seconde loi est simple puisque lorsqu’il n’y a pas d’annulation des coefficients dominants :

dval(xy) = svala(val; (xy))
= svalp(valy (x) @ valy (y)) = svaly(valy (x) + valy (y))
= svaly(val; (%)) @g svalz(valy (y)) (lorsqu’il n’y a pas d’annulation)
= dval(x) @q dval(x)

La loi ®2 n’est donc autre que la loi &g de S(Q).
Par ailleurs,

dval(x +y) = svala(vali (x +y))
= svaly(valy (x) @ valy (y))

—svaly {9 v (1)}

11 faut alors une distinction de cas sur la positivité de val; (x) et val;(y) :
— sivaly (x) et valy (y) sont des séries positives, c’est-a-dire si dval(x) et dval(y) sont de signe tropical
positif, alors max {valy(x),valy(y)} est atteint pour la série dont la valuation signée est de plus
S—+00

grand module, si bien que dval(x +y) = svaly(val; (x)) @ svaly(valy (y)) = dval(x) ® dval(y) ;
— si valy(x) et val;(y) sont des séries négatives, alors a l'inverse max {val;(x),val;(y)} est at-
S§—+00

teint pour la série dont la valuation signée est de plus petit module, si bien que dval(x +y) =
© min{|dval(x)], |dval(y)|} ;
— si valy (x) est positive et val; (y) négative, il est immédiat que max {valy (x),valy(y)} = valy (x),
S—r+00
et donc que dval(x + y) = dval(x) ; le dernier cas se traite symétriquement.
On trouve ainsi que @, est donnée par

r@y si sgn(z) > 0 et sgn(y) >0
NS I si sgn(x) > 0 et sgn(y) <0
Y=y si sgn(z) < 0 et sgn(y) >0

Smin{|z|,|y|} sinon

et on a alors dval(x +y) = dval(x) @2 dval(y).
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Exemples de calculs On a par exemple dval (t52 + t*53) = dval <t52> = 2 en paralléle de dval (t52) P2
dval (t*sg) = 2@, (83) = 2. De méme dval (t*SQ + t*SS) = dval (ff) — 52 et dval (t*52> @2
dval (t*33) = (02) @2 (03) = 02

Pour l'autre loi, on a par exemple dval (tsgt’ss) = dval (t52’53) = dval (t*S‘%) = ©3 en paralléele de
dval (t52) ®g dval (t_53> =202 (03) =2@® (83) = ©3. On a également dval <t52t33) = dval <t32+53) =
dval (tsg) = 3 en paralléle de dval (tSQ) ®9 dval (tsg) =223=2d03=3.

En résumé Le tableau suivant résume la double déquantisation.

Ensemble <R HtR{{SQ}}H ) . o7 (R {{ sQ }}) i S(Q)
. (®,0) (D2, ©2)
Lois (+:°) = (max, +) = (B2, ®q)
Coefficients de LP MPG/TLP PG

4 Approche géométrique des jeux de parité

Cette section consiste en une investigation sur les propriétés géométriques des programmes linéaires
tropicaux engendrés par les jeux & paiement moyen issus de jeux de parité.

4.1 Un exemple

On reprend le jeu & paiement moyen issu du jeu de parité de la ﬁguro Les matrices dans T(R {{s})3*3
associées sont :

-s 0 0 s s 0
A=|-s s> —s3| e B=|0 —s2 —s?
0 s -5 0 s3 53
On remarque qu’avec cette réduction, A = —'B. En écrivant Az < Bx <= = < A¥ Bz, on obtient les

inégalités suivantes :
—2s + max{xry, z2}
—5+ 82 + max{wy, x3}

2. o < min{2s? + max{ws, r3}, s> — s3 + max{wy, x3}} ce qui revient a x5 < s? — 5% + max{xo, r3}

T1

<
1 <

1. 21 < min{—2s+max{z1, 22}, —s+s’+max{xy, v3}} ce qui revient a {

3. x3 < min{—2s3 + max{wy, 23}, —s% — s3 + max{xo, x3}} ce qui revient & x3 < —2s% + max{ry, r3}

Apreés simplification, on obtient donc le systéme :

1 < =25+ 29 (#1)
71 < 8%+ max{ze, x5} (#2)
Ty < —s3 4 13

3 < =253 + 29

On représente dans la Figure [5] la position relative dans x7 4+ x2 + £3 = 0 des demi-espaces associés a
chacune de ces inégalités. Cette représentation est pertinente dans la mesure ou la propriété Ar < Bzx
est invariante par "multiplication" scalaire x € K™ — A ® x = A + x. Le fait que l'intersection soit vide
illustre le fait que le jeu n’est pas gagnant pour Max / joueur 0 / joueur pair, en vertu du Théoréme
Ceci est cohérent avec 'existence de la stratégie gagnante pour Min / joueur 1 / joueur impair consistant
a, s’il est en 1 jouer vers 2, et jouer vers 3 sinon, si bien que la plus grande priorité rencontrée infiniment
souvent est 3, donc impaire, lui permettant de gagner.

4.2 Position générale de arrangement d’hyperplans

Conjecture 1. Si un jeu a paiement moyen est issu d’un jeu de parité avec des paiements tous distincts,
alors l'arrangement d’hyperplans tropicaux associé est en position générale.

12
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FIGURE 5 — A droite, position relative dans 1 + x5 + 23 = 0 des demi-espaces associé au jeu & paiement
moyen de gauche issu du jeu de parité de la Figure

On se donne un tel jeu & paiement moyen & paiements dans T = T(R{s}), c’est-a-dire deux matrices
A, B € T™*™ telles que pour tous 4,k € [m] et j,l € [n] on a sval(a;;) # sval(bx;). Afin de résoudre ce jeu,
en vertu du Théoréme [3] la question est de savoir s’il existe z € T™ tel que Ax < Bx au sens tropical,
c’est-a-dire si le cone tropical polyhédrique

{x € T"|Vi € [n],max a;; + z; < maxb;; + :cj}
j€ln] j€ln]

est vide ou non. Sa frontiére peut se voir comme la réunion des ensembles

H;, = xGT”,maxai-—i—x-:maxbi-—i—x-}.
{ el 7 Gem Y

Posons alors pour tous i € [m] et j € [n]

C;‘ = max{ai;, bi; }
qui vérifient pour tous 4,k € [m] et j,1 € [n], sval(c}) # sval(cf). Définissons également les hyperplans
tropicaux

H;, = {x eTm, mrﬁ x; + cz» est atteint deux fois} .
JE[Nn

Proposition 1. Pour tout i € [n], H; C H;.
Démonstration. On fixe ici un ¢ € [m] que Pon n’écrit plus par lisibilité. Soit 2 € H; c’est-a-dire tel que

maxa; + x; = maxb; + x;.

jem) T dem
Soient a, B € [n] tels que le maximum de gauche soit atteint en « et celui de droite en 8. Par hypothese
sur A et B, a # 8. On a donc ay + 2o = bg+x 3. Par définition, on a pour tout v € [n], aq + o > ay+,
et en particulier pour v = 3 on obtient bg > ag. De méme, aq > by. Donc an = max{aa,ba} = cq et
bs = max{ag,bg} = cg. Ainsi ¢, + x4 = cg + 5. De plus, cette quantité est pour tout v € [n] supérieure

a4 ay + x4 et & by +x,, donc & ¢y + x,. Finalement, ma[ui Z; + ¢; est bien atteint deux fois au moins, et
JE[n

donc x € H;. O

En ce sens, la famille (H;);c[,) d’hyperplans dans T™ est associé¢ au jeu de parité donné par A et B.
Afin de montrer que arrangement d’hyperplan est en position générale, il faut montrer que la matrice

de cette famille

C1

M = : e Tmxn
est tropicalement générique.
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Proposition 2. M est tropicalement générique et l’arrangement d’hyperplans (H;);c|n) est en position
générale.

Démonstration. Il suffit de vérifier que toute sous-matrice carrée W de M est tropicalement non-singuliére.
Soit W € TF** une telle sous-matrice. Ses coefficients Sont de valuations distinctes puisque c’est le cas
k
pour M. Soient o1,09 € &) telles que Y, Wig, (i Z Wig,(i)- En particulier les deux quantités ont
=1
la méme valuation, donc par hypothése sur les Valuatlons distinctes, il existe j € [k] tel que cette va-
luation est atteinte pour les termes wj,, (j) €t wjq,(;) qui sont égaux, si bien que ¢1(j) = 02(j). Donc
Y. Wig (i) = Y. Wig,()- En réitérant ce raisonnement, on montre de proche en proche que
i€lk\{5} i€[k]\ {5}
01(1) = o2(i) pour tout i € [k], et donc que o1 = o9. Ainsi pour deux permutations o; # o9 € S
k

k
distinctes, Z Wio, (i) 7 Z Wie, (7). Donc tper(W) = max > Wix(;) N'est bien atteint qu’une fois et W
K c€Sy ;=1
est bien troplcalement non smguhere Donc M est tropicalement générique et 'arrangement d’hyperplans
(Hi)ic[n) est en position générale. O

Remarque Ce résultat est utile dans la mesure ot le matroide orienté que 1’on peut associer & un tel
jeu / programme linéaire sera tropicalement non singulier (|[BBLV'99)).

4.3 Intérieur non vide de l’intersection des demi-espaces

Conjecture 2. Soit un jeu & paiement moyen issu d’un jeu de parité, dont tous les paiements sont
distincts. Alors le jeu est gagnant si et seulement si lintersection des demi-espaces signés est d’intérieur
non vide.

Sans parvenir jusqu’a la preuve de ce résultat, on cherche & décomposer le probléme selon les stratégies
sans-mémoire adoptables par I'un des joueurs.

4.3.1 Décomposition selon les stratégies

On considére les stratégies sans-mémoire pour le joueur Max donnée par une fonction o : I — J,
vérifiant B;,(;) > —oo pour tout i € I : si I'état actuel est ¢ € I alors Max joue vers I'état o(i) € J. Afin
de déterminer si le jeu est gagnant pour Max, on peut essayer de distinguer selon toutes les stratégies
sans-mémoire qu’il peut adopter : le jeu est gagnant pour Max si et seulement s’il existe une stratégie
sans-mémoire o € J! pour Max telle que ’il la suit, il gagne.

Soit o € J! une telle stratégie pour Max. On pose I'opérateur B° tel que (B°x); = Bia(i)+wa(i>, et on
note 7% = A# B?. On veut exprimer la fonction min-max 7 (voir Section en fonction des o.
Proposition 3. On a

T = max A#B° = maxT°.
oeJl! oeJ!

Démonstration. Soit x € T™. On rappelle que

T(z); = min (aij + m}ilx bir + :L’k)
(2

T7(x); = min (—aij + big(i) + To(i))

7

Pour tout o € JI, bio(i) t To(i)y < max bir + x donc T () < T'(x). D’autre part on définit & tel que pour

tout i, , max bix + ) soit atteint en k =5(i). Alors T'(x) = T? (x). D’ou le résultat. O

On pose maintenant V = {z € T", 2 < Ta} et V, = {x € T",x < T°?z}. Puisque pour toute o € JI,
V, C V, pour montrer que V est d’intérieur non vide il suffit de montrer qu’il existe une stratégie
sans-mémoire o € J! telle que V. est d’intérieur non vide. Par ailleurs

r <T7(z) <= Vj,z; <inf —Aj; + Bis) + 2o()

= VjVi,x; < —Ay + Big(i) + Tos)
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FIGURE 6 — Exemple pour une stratégie victorieuse de Max. A gauche : jeu de parité. Au milieu : jeu de
parité avec stratégie sans-mémoire pour Max. A droite : jeu & paiement moyen associé.

FIGURE 7 — Exemple pour une stratégie perdante de Max. A gauche : jeu de parité. Au milieu : jeu de
parité avec stratégie sans-mémoire pour Max. A droite : jeu a paiement moyen associé.

4.3.2 Représentation des inégalités dans un ensemble tropical signé

On se raméne donc a des inégalités dans T+? de la forme 2 < C @y (JACGT90]). On réalise une
distinction de cas sur les signes tropicaux de z, y et C. On suppose par exemple que C' est tropicalement
positif :

— cas z,y € T4 : l'inégalité devient |z| < max(|C|, |y|);

— casz €T ,yeT_:sionaly| > |C|alorsonaC®y € T_ et alors I'inégalité ne peut étre vérifiée.
Donc |y| < |C|, et on obtient alors également |z| < |C|. Réciproquement, |z| < |C| et |y| < |C]|
conviennent ;

— cas x € T_,y € T, : 'inégalité est toujours vérifiée;

— cas x,y € T_ : en écrivant y > x @ (©C), l'inégalité devient |y| < max(|z|,|C|).

On peut visualiser les solutions dans un repére ou l'origine est le neutre 0 = ©0 (= —o0 pour Ryax)

et ol les nombres tropicaux positifs et négatifs s’étendent & module croissant de part et d’autre de cette
origine sur chaque axe. De tels demi-espaces tropicaux sont représentés aux Figures [§ et [0

4.3.3 Exemple

Considérons le jeu de parité de la Figure [} Max suit la stratégie o : 1 — 1;2 +— 2 en numérotant les
sommets du bas vers le haut. Le jeu a paiement moyen qui en découle & pour matrices

0o s - -st 0
A_[—SQ 0] et B_[O st
qui donnent le systéme
SS+y<—s'+x sS+sl+y<x
—s2+x§s4+y x§s4+52+y
En prenant la valuation, on obtient deux demi-espaces tropicaux donnés par les inégalités :
y®3<uw
r<yd4

On représente ces demi-espaces tropicaux en Figure [8] Le fait que lintérieur de leur intersection, colorié
en jaune, soit non vide, est cohérent avec le fait que la stratégie o est victorieuse pour Max, la plus grande
priorité rencontrée infiniment souvent étant 4 donc paire.
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FIGURE 8 — Demi-espaces tropicaux obtenus pour les inégalités x > y @ 3 (vert) et z < y @ 4 (rouge).
L’intérieur de leur intersection, non vide, est colorié en jaune.

AY

O]
IS
O]
N
0]
o
o
IN

FIGURE 9 — Demi-espaces tropicaux obtenus pour les inégalités z > y @ 3 (vert) et © < y & 2 (rouge).
Leur intersection (en noir) est non vide, mais son intérieur l’est.
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On remplace maintenant dans le jeu de parité les priorités 4 et 2 par respectivement 2 et 0, comme
indiqué en Figure [7] Les demi-espaces tropicaux sont désormais représentés par les inégalités

y®3<uw
T<yod2

et sont illustrés en Figure[9] Cette fois-ci, I'intérieur de I'intersection est vide, tandis Max n’est effective-
ment pas victorieux pour cette stratégie dans ce jeu, la plus grande priorité rencontrée infiniment souvent
étant 3 donc impaire.

Conclusion

Ce stage a comporté une grande partie de travail bibliographique pour appréhender ’ensemble des
notions nécessaires a I’étude du probléme : fondements des mathématiques tropicales et géométrie tropi-
cale, théorie des jeux de parité et & paiement moyen, entre autres. Il a fallut ensuite étudier les travaux de
I’équipe d’accueil qui ont construit les liens entre ces notions, ces liens étant aux coeur de la problématique.
Le travail nouveau a alors porté dans deux directions principales. D’une part, la double déquantisation
qui désigne ’aspect algébrique de la double réduction des jeux de parité aux programmes linéaires, afin de
comprendre les structures algébriques dans lesquelles on travaille a chaque étape de réduction et les liens
entre elles. D’autre part, des investigations concernant la caractérisation géométrique des programmes
linéaires tropicaux issus de jeux de parité. Un résultat a été écrit sur 'arrangement des hyperplans tro-
picaux associés a certains jeux, et du travail a été effectué sur la conjecture concernant l'intérieur de
I'intersection des demi-espaces, sans toutefois parvenir jusqu’a la preuve.

Une perspective est 'introduction des matroides orientés associés aux programmes linéaires, tropicaux
ou non, pour comprendre quelles propriétés de ces matroides orientés peuvent induire la possibilité d’une
résolution par des algorithmes de jeux en temps quasi-polynomial.
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A Contexte institutionnel et social du stage

L’équipe de recherche Tropical est commune au centre Inria Saclay — Ile-de-France et au Centre de Ma-
thématiques Appliquées (CMAP) de I’Ecole polytechnique. Elle est composée de cinq chercheurs perma-
nents, d’un ingénieur de recherche et, actuellement, de six doctorants et post-doctorants. Elle s’intéresse
a diverses utilisations des mathématiques tropicales en théorie de la décision, en systémes dynamiques, ou
encore en vérification. Elle travaille également sur des applications concernant I’organisation des centres
d’appels d’urgence, notamment dans le cadre d’un partenariat avec le SAMU.

Le stage s’est effectué intégralement a distance, sans passage au laboratoire. Des séances de travail en
conférence avec les encadrants ont eu lieu une ou deux fois par semaine.
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