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& : Question ou exercice important ou plus délicat.
* Question «facultative», qu’on pourra sauter en premiere lecture, mais a laquelle il faudra pouvoir répondre
apres quelques temps. *

Partie 1: Electrostatique - Magnétostatique

Exercice 1 Généralités o

1. Rappeler les expressions des équations de Maxwell, et les expressions des potentiels vecteur A et électrique

V en fonction des champs électrique E et magnétique B. Déduire des équations de Maxwell les équations
de propagation vérifiées par les potentiels en prenant la jauge de Lorenz div A+ %%—‘: =0.
(* Que deviennent ces équations dans la jauge de Coulomb div A=0? *)

2. Rappeler ’expression des potentiels V(7 ) et A(#, 1) en fonction des sources de champ électromagnétique :
p(7, 1) et f(?, t). En déduire les formules donnant les champs E et B dans le cas statique. (+ Que deviennent

ces équations dans le cas non statique ? )

Exercice 2 Sphere sous influence

On considere une boule conductrice de rayon R maintenue au potentiel nul et plongée dans un champ élec-
trique extérieur uniforme E = Eoi,. 1l se produit un phénomene d’influence qui amene un déplacement des
charges dans le conducteur et la production d’un champ par la sphere, qui s’ajoute au champ extérieur. On re-
cherche I’expression du potentiel et du champ électrique total en tout point a I’extérieur, ainsi que la distribution
des charges sur la sphere, a I’équilibre. (+ Quid des charges en volume dans le conducteur ? Quel est le temps
caractéristique d’évolution de ces charges ? x)

1. Déterminer qualitativement la nature (signe) des charges sur e
la sphere. o
& 2. Proposer une superposition de deux champs simples décrivant  —
le champ total a I’extérieur de la sphere. ux

3. Déterminer la densité de charge sur la sphere.

4. Tracer les lignes de champs. >

(x Comment calculer leurs équations ? *) Eo

Exercice 3 Interaction molécule-paroi

1. Une particule de charge g est située en un point A a distance z d’un plan métallique maintenu au potentiel
nul. Justifier que le potentiel et le champ dans le demi-espace ou se trouve la charge peuvent étre calculés
comme ceux créés dans le vide par deux charges : g en A et —g en A’, symétrique de A par rapport au plan
(particule image).

s 2. Déterminer la charge portée par la surface. Interpréter.

3. On remplace la charge précédente par un dipble permanent p. Calculer 1’énergie d’interaction du dipdle
avec la paroi. En moyennant sur les différentes directions possibles du dipdle, supposées équiprobables,
montrer que 1’énergie d’interaction molécule - paroi se met sous la forme —K/z>.



Partie 2 : Ondes électromagnétiques

Exercice 4 Epaisseur de peau

Un conducteur de conductivité o~ occupe le demi-espace z > 0. Une onde électromagnétique de pulsation w
est envoyée depuis le vide vers le métal. On la suppose polarisée selon i},

1. Pour quelle gamme de fréquence peut-on négliger le courant de déplacement ?

2. Pour quelle gamme de fréquence peut-on affirmer qu’un métal soumis a une onde électromagnétique reste
électriquement neutre ?

3. Dans I’ARQS, établir alors I’équation vérifiée par le champ E = Eoe"(kz‘”’)u}. Trouver la forme générale
des solutions pour une onde en incidence normale et faire apparaitre une longueur caractéristique d’ab-
sorption appelée épaisseur de peau. Application numérique pour le cuivre et une onde de fréquence 50 Hz,
10° Hz et 5- 10" Hz. (x A quoi correspondent ces fréquences ? =)

Exercice 5 Ondes évanescentes

On considere un milieu diélectrique occupant le demi-espace z < 0, d’indice n. Une onde électromagnétique
de pulsation w est envoyée depuis ce milieu vers le vide (ou I’air). On la suppose polarisée selon i, et on se place
maintenant dans la situation ot ’onde arrive avec une incidence 6; par rapport a la normale au dioptre telle qu’il
y ait réflexion totale.

1. Montrer tout d’abord que, pour le vecteur d’onde transmis dans le vide, &, > |k7| (oui oui vous avez bien
lu). Que peut-on en déduire ?

2. En déduire la structure de I’onde dans le milieu. On s’intéressera plus particulierement au vecteur de
Poynting : quelle puissance instantanée passe a travers une surface de normale u; ? Y a-t-il propagation ?
Ou I’onde réfléchie est-elle restituée ?

3. Que se passerait-il si le milieu n’occupait qu’une tranche finie de I’espace ? (x A quel phénoméne quantique
cela vous fait-il penser ? )

Exercice 6 Pression de radiation

Un milieu métallique occupe le demi-espace infini x > 0. On envoie a la surface de ce métal une onde
. . .z e = =3 i —
électromagnétique plane monochromatique, polarisée selon u;, et notée E; = R(E) = E, R (efkx—wr ))u_;.

1. Exprimer le champ magnétique incident. Expliquer qualitativement comment cette onde incidente peut
exercer une force sur le métal.

& 2. Donner la densité volumique de force ( f), moyenne ', en fonction des champs ﬁm = E,(x, 0 et
§m = B,,(x, ), dans le métal et de leurs dérivées. Calculer ensuite la force totale exercée sur le métal
sur une tranche de section S et montrer qu’elle s’exprime simplement en fonction de la densité d’énergie
électromagnétique a la surface du métal. Faire apparaitre la pression de radiation.

Approximation ~ # 3. Dans le cadre d’un modele surfacique, relier la pression de radiation a la puissance du faisceau incident (x
surfacique et La difficulté est ici d’évaluer le champ a l'interface. Comment garder un modele de courants surfaciques
calcul a . s . 9 . 9 . 2
Vinterface (interface d’épaisseur nulle) ? Comment peut-on faire autrement ? ). Quelle est la pression exercée par un
faisceau laser de 10 W - cm™2 sur un métal parfait ?

4. Interprétation corpusculaire. Exprimer la force en fonction du flux de photons incidents. Interpréter en
terme de corpuscule. Quelle serait la valeur de la pression de radiation si le milieu était parfaitement
absorbant ?

1. moyenne temporelle



5. Mémoire optique. On considere un Fabry-Pérot de rt rt

Eintra"
coefficients de réflexion et de transmission en am-
plitude r et f respectivement, supposés réels. Eo
& (a) Exprimer le rapport de I’intensité intracavité > Eintra~
sur I’intensité incidente G = I* /I et le re-
. ntra . <
Interférométre présenter en fonction de ¢ = 2kL. Faire ap-
de Fabry-Pérot paraitre la finesse ¥ de I’appareil. (+ Ordre
de grandeur de F pour un interférométre de 4?

(haute) précision ? )

o (b) Exprimer en fonction de ¥ la variation minimale 6L de la longueur du Fabry-Pérot que I’on peut
détecter avec un tel dispositif interférentiel. De mé&me en fonction du facteur de qualité Q dont on
rappellera la définition. Retrouver alors la relation entre facteur de qualité et finesse. Faire appa-
raitre I’ordre d’interférence p. (x A quel ordre travaille-t-on en laboratoire pour résoudre une raie
atomique ? De quelle finesse a-t-on besoin ? )

(c) On suppose maintenant qu’un des miroirs est libre de se déplacer selon 1’axe optique, par exemple
s’il est relié a un ressort de raideur «. Exprimer le déplacement AL du miroir sous 1’effet de la pression
de radiation.
Bistabilité et (d) On suppose que la longueur de la cavité a été choisie pour étre un minimum de G. Montrer qu’il y a
mémoire bistabilité du systeme lorsque 1’on fait varier la puissance incidente. Etudier la stabilité des points de
fonctionnement. Comment peut-on utiliser ce systéme pour constituer une mémoire optique ?

Exercice 7 Polarisation et photon

Une onde électromagnétique a pour champ électrique en notations complexes
E@ 1) = Eo ™00, + i)

1. Caractériser sa polarisation.

2. Cette onde interagit avec un atome dont le noyau est supposé fixe. On modélise cet atome par un électron
élastiquement lié€ : la force de rappel vaut —mw%?. Il est par ailleurs soumis a une force de frottement
—1/7 m#. Calculer sa mobilité u définie par vV = 7 = uE.

3. Calculer la puissance moyenne cédée a 1’atome par 1’onde.

4. Calculer le moment moyen de la force qu’exerce 1’onde sur I’atome.

5. En adoptant le point de vue corpusculaire, déterminer le moment cinétique des photons propageant une
telle onde. (* Comment appelle-t-on ce «moment cinétique» ? Combien d’«états» différents lui sont asso-
ciés ? x)

Les questions suivantes sont facultatives, ne seront pas corrigées pendant le TD, et demandent des connaissances en
mécanique quantique.

6. * Quel formalisme peut-on alors utiliser pour représenter une telle onde ? Ecrire I’état correspondant & une polarisa-
tion linéaire, circulaire et elliptique. Comment faire pour une onde partiellement polarisée ?

7. Dans ce méme formalisme, écrire I’action d’un polariseur d’angle quelconque (commencer par un cas simple!).
Comment appelle-t-on un tel objet ? Rapprocher cette action du concept de «mesure». En quoi I’analogie n’est-elle
pas complete ? Quel autre appareil s’y préterait mieux ?

Retrouver la loi de Malus en lumiére totalement ou partiellement polarisée.

8. Idem dans le cas d’une lame a faces paralléles et d’un milieu a pouvoir rotatoire. Dans ces deux derniers cas, comment
écrirait-on une équation d’évolution ?



Exercice 8§ Rayonnement d’une antenne demi-onde

L’expression du champ de rayonnement (r > 1) d’un dipdle placé a I’origine d’un systéme de coordonnées
sphériques est :

E=cBF@ne (VIIL1)
avec .
. p(t— L) A @,
B =" Pi-ne (VIIL2)
¥ d re

ol p est I’expression du dip0le électrique. Une antenne est constituée d’un fil d’épaisseur négligeable, de centre
O et de longueur L, coincidant avec 1’axe (Oz), auquel un systeme électronique impose un courant oscillant :

i(z.1) = Iy cos (’%)cos(wr) (VIIL3)

soit en notation complexe :
i(z,1) = Iy cos (%) el (VIIL4)

On observe le rayonnement de cette antenne en un point M, repéré par ses coordonnées sphériques (r, 6).

1. Expliquer I’expression du courant i(z, #) dans I’antenne. Indiquer la relation liant la longueur L de I’antenne
et la longueur d’onde A associée au courant i(z, t).

2. Dans la zone de rayonnement, peut-on supposer aussi que la longueur d’onde est trés grande devant les
dimensions de la source, comme dans le cas du rayonnement dipolaire classique ? Déterminer le champ
dE créé par en M par un élément de longueur dz situé en un point P d’abscisse z de 1’antenne, puis son
amplitude complexe dE.

3. Calculer le champ électrique E rayonné au point M.

4. Montrer que le vecteur de Poynting moyen peut se mettre sous la forme K f(6)7/r°, ou f(6) (fonction dont
la valeur maximale est 1) est appelée indicatrice de rayonnement de I’émetteur.

5. Donner I’allure du diagramme de rayonnement de 1’antenne.

6. Calculer la puissance moyenne totale rayonnée (), ainsi que la résistance de rayonnement R de I’antenne,
définie par (P) = ng /2. Calculer I, pour une antenne qui rayonne une puissance moyenne de 1 kW.



Exercice 9 Aspects électromagnétiques de la propagation d’ondes sur une ligne coaxiale

Théorémes de On propose dans ce probleme d’examiner différentes représentations de la propagation d’ondes électroma-
Gauss et gpétiques dans une ligne coaxiale. La ligne est constituée de deux cylindres (1) et (2) de méme axe Oz, et de

’, % ; . 12 ~ . . 9
dA'_"p eres rayons R; = 0,43mm et R, = 1,47mm, assimilés a des surfaces parfaitement conductrices. L’isolant entre les
Rel;)’::s'; fg‘:e conducteurs est un milieu non magnétique de permittivité diélectrique relative €, = 2, 25.
’
Impédance, . . )
Propagation Partie 1  Etude électrostatique
guidée...

Soit une portion de longueur % de la ligne ; on suppose que les deux conducteurs (1) et (2) sont en équilibre
électrostatique et portent respectivement les charges Q et —Q réparties uniformément sur leurs surfaces. (* Quelle
information peut-on d’ores et déja en tirer sur les lignes de champ électrique ? )
1. Exprimer le champ électrique en tout point. Vérifier les relations de continuité a la traversée des surfaces.
(+ A partir de quelles équations de Maxwell dérive-t-on ces relations de continuité ? Que deviennent-elles
dans le cas d’un milieu quelconque ? Et en régime variable ? )

2. Exprimer la différence de potentiel entre ces deux conducteurs. En déduire la capacité de la portion de
longueur /4 de la ligne, et la capacité linéique y de la ligne. Application numérique.

3. Déterminer I’énergie électrostatique emmagasinée dans cette portion. Vérifier le résultat précédent.

Partie 2 Etude magnétostatique

Le conducteur central (orienté selon Oz) constitue le conducteur aller d’un courant électrique d’intensité 7 ; le
conducteur extérieur est alors parcouru par un courant de méme intensité circulant en sens inverse. Compte tenu
de I’hypothese d’épaisseur nulle pour les conducteurs, ces courants sont répartis surfaciquement : les densités
correspondantes sont uniformes.

1. Exprimer le champ magnétique en tout point de I’espace. Vérifier les relations de continuité sur les sur-

faces. (x Mémes questions qu’a la question 1 de la Partie 1 *)
2. Calculer de deux fagons différentes I’inductance linéique A de la ligne. On s’inspirera des questions 2 et 3
de la partie 1.

3. On constate que par rapport a une ligne bifilaire, la ligne coaxiale permet une meilleure indépendance entre

des cables mis cote a cote (diaphonie plus faible). Justifier cette propriété.

4. Les potentiels des conducteurs étant respectivement V| et V,, déterminer le champ électrique dans 1’espace
entre les cylindres, puis le vecteur de Poynting. En déduire la puissance transitant a travers une surface a z
constant. Interpréter.

Partie 3 Etude en régime variable

On conserve les notations précédentes, mais le courant i dans un conducteur ne présente plus 1’uniformité
supposée précédemment : les densités surfaciques de courant deviennent fonctions de z et du temps ¢. On notera
donc i(z, #) 'intensité du courant pour le conducteur (1) a la cote z. Les champs électrique et magnétique sont
recherchés sous la forme d’une fonction de r, z et du temps 7 et ont méme direction que ceux déterminés dans les
études en régime stationnaire.

1. Rappeler I’équation de Maxwell-Gauss. Exprimer alors le champ électrique en fonction de la densité sur-

facique de charge sur le conducteur intérieur o (z, 7).

& 2. AT’aide du théoréme d’ Ampere (+ justifier sa validité x), déterminer 1’expression du champ magnétique.
3. Quelles relations fournissent les équations de Maxwell-Ampere et Maxwell-Faraday ? En déduire une
équation différentielle vérifiée par ces champs. Idem pour i(z, 7).

& 4. Quelle est la forme générale des solutions de cette équation ? Comment appelle-t-on le mode de propaga-
tion considéré ? Comparer au cas d’un guide d’onde «creux» (pas de conducteur intérieur), rectangulaire
par exemple. Quid de la dispersion ?

5. Retrouver la loi de conservation de la charge.

& 6. Montrer qu’il est possible de définir une différence de potentiel u(z, t) entre les deux conducteurs a la cote
z. Exprimer u(z, t) en fonction de o (z, 1).

7. Montrer que la puissance rayonnée par le champ électromagnétique s’exprime simplement en fonction de
u(z,t) et i(z, t). Commenter.



Partie 4 Modéle a constantes réparties

Une autre description de la propagation des signaux électriques consiste en 1’application des lois de I’électro-
cinétique a une portion de ligne située entre les cotes z et z + dz. On modélise alors cet élément comme indiqué
figure 9.1. La capacité et I’inductance linéiques ont été calculées dans les deux premieres parties.

Adz
iz,t) [f\r\r\(\ i(z+dz,t)
u(z,t) T y dz Tu(z+dz,t)
1
z z+dz

Figure 9.1 — Modele a constantes réparties

1. Relier les dérivées partielles de la tension u(z, #) et du courant i(z, #) par rapport au temps et a la cote z.

2. En déduire I’équation de propagation vérifiée par ces deux signaux et exprimer la célérité des ondes en
fonction de I’inductance et de la conductance linéiques. Application au cas d’une ligne coaxiale. Interpré-
ter.

3. La solution générale de I’équation pour u(z, t) s’écrit u(z, t) = Ui(t — z/c) + U,(t + z/c). Montrer que i(z, t)
s’exprime en fonction des mémes termes et d’une résistance caractéristique R, que I’on exprimera, puis
calculera. (Cette question peut aussi étre faite a partir des résultats de la Partie 3 uniquement.)

Fartie 5 Réflexion des ondes

On place a I’extrémité de la ligne de cote z = L une charge de résistance R entre les conducteurs (1) et (2), i.e.
en parallele de la capacité sur la figure 9.1. On souhaite déterminer le rapport entre les amplitudes instantanées
de I’onde réfléchie et de 1’onde incidente.

1. A T’aide de la question 4.3, exprimer en fonction de R et R, le coefficient de réflexion
U (t+Lfc)
P=U—Lioy

s 2. Déterminer le coefficient de réflexion dans le cas d’un circuit ouvert (R = o0), d’un court-circuit (R = 0)
et d’une charge adaptée (R = R.). Interpréter.

@ est

3. On suppose maintenant qu’une seconde ligne coaxiale, semi-infine, de résistance caractéristique R
branchée apres la résitance R.
(a) Calculer a nouveau le coefficient de réflexion, ainsi que le coefficient de transmission a travers cette

résistance. Faire un bilan de puissance.
(b) Que se passe-t-il quand R = co ? Commentaires. Analogie optique ? (Pour d’autres exemples, cf TP)
4. On revient a la situation de la question 2 et on suppose R nulle. Exprimer u(z, t) et i(z, f) dans le cas d’une
onde incidente sinusoidale d’amplitude A. Comment varient les valeurs efficaces de u et i le long de la
ligne a un instant ¢ donné ?

# 5. On suppose kL < 1. L’approximation semble-t-elle raisonnable ? Montrer alors que, vu depuis z = O,
le cable se comporte comme une capacité dans le cas d’un circuit ouvert en bout de ligne, comme une
inductance dans le cas d’un court-circuit. (* Retrouver ces résultats qualitativement. Analogie mécanique ?
*)

6. On définit le taux d’ondes stationnaires (TOS) comme le rapport des amplitudes du champ électrique aux
ventres et noeuds de 1’onde, soit
|Emax|
|Emin| )
Calculer le TOS pour les différentes charges étudiées ci-dessus. Exprimer le TOS en fonction de p.

TOS =

Bibliographie concernant I’intérét des cables coaxiaux et plus généralement de la propagation guidée :
1. Physique des ondes, cours et exercices corrigés, Catherine Botet, AG PhF5 BOT (introduction p.167)



FORMULAIRE RELATIF AUX OPERATEURS

Soient U et V deux champs scalairesietth deux champs vectoriels.

1. Formules portant sur un seul champ:

1.0.(0U)=D0%U
2.00(U) =0
3.0.(00a)=0

4.00(0 03a)=0(0.3)- 0%

2. Formules portant sur deux champs:

5.0(UV) = VO(U)+ UO(V)
6.0.(Ua)=a@u) +U(0.3)
7.00Ua)=(0V) Da+ U (0 03)

8.0.(a0b)=b.(00a)-a (O Ob)

soit div(gradU) = AU
soit rot(gradU):E)
soit div(rota)=0

soit rot(rota)= graddiva)-Aa

soit grad UV) =V gradU + U gradV

soit div(U a) = gradU. a+ Udiva
soit rot(Ua)= gradU Oa+ U rota

soit div(2 b)= b. rota—a. rotb

9.0 0(ad b)= (O.b)a-(0a)b+ (bO)a-(al) b

soit rot(ald b) = (div b)a- (diva)b+ (b grada- (a.gradb

=ad@ 0b)+ b0 (0 0a)+(bD)a+(@l)b

soit grad a.b) =a 0 (rot b)+ bO(rota)+ (b.grada+ (a.gradb

3. Expressions des opérateurs dans divers systendescoordonnées:

a. Gradient:

0 X

- ouU |-
* cartésiennesgradU = (—J 6 + [—

* cylindriques: gradU = [%J g+—

* sphériques:gradU = (%J = +1[6 Y

b. Divergence:

X

_ (o0 0 0
* cartésiennesdiva= [a;axj + {—a‘ﬁ] +£

ay

il

-1
* cylindriques: diva= r[

5]

* sphériquesdiva= Z[Gr arJ b
r

)l

rsin®

0¢



c. Rotationnel:

- d - - 0 -
* cartésiennesrota = [ZE; %] 8 + [a & aaZj g + {_ax _ aax] 5

- - -1 -
* cylindriques: rota= { %aez - %—?J g+ 93 _ aazj Q@+ —r(M —ﬂj e

* sphériques:

o s e a2,

rsin® 00 0¢ sinG ¢ or or 00

d. Laplacien:

2 2 2
* cartésiennesAU = oV + 9"y + 0"U

0 x2 ay? 022

0°uU| 1(ou) 1(d*U]| (d°U
* 1 1 . - — = | = e
cylindriques:AU (arzj + r(a rj + 2 [aezj +(—622J

0’u| 2(au 1 [é°U 1 (0 U
* Ari P = —— - —— —_—
sphériquesAU {aer + r(a J + rzsinze{aq)zJ + rzsine(ae(sme aen

4. Action des opérateurs sur le triedre de base:

a. coordonnées cylindrigues:

roté =0; rotee :& S rote, =0  pourle rotationnel
1 - .- .
dive = ; diveg =0; dive =0 pour la divergence

b. coordonnées sphérigues:

S;

rote :6 rotee ; rote¢ = e —i? pour le rotationnel

rsme

ve=2: dive = diva = .
dive = o dive = o div g =0 pour la divergence



Corrigé — TD n°1
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Préparation a I’Agrégation de Montrouge
TD1 d’Electromagnétisme — Correction Jérémy Neveu
Septembre 2020 jneveu@Ilal.in2p3.fr

Partie 1: Electrostatique - Magnétostatique

Exercice 1 Généralités

1. Les équations de Maxwell s’écrivent

R - 0B
divE = L (Maxwell-Gauss) ot E = ~ 5 (Maxwell-Faraday)
€0
. - —_ > 2> OE) N
divB=0 (Maxwell-flux) rot b = uyj + 60,“05 (Maxwell-Ampere)

La contribution de Maxwell a été de rassembler et mettre en forme les résultats de ces prédécesseurs et de
rajouter le second terme dit de courant de déplacement a 1’équation de Maxwell-Ampere.

. . g . ye . d . =4 — .
De I’équation de Maxwell-flux, on en déduit qu’il existe un vecteur A qui vérifie B = rot A puisque
div rot = 0. Ensuite si on étudie I’équation de Maxwell-Faraday, on obtient

— - - >
~ A L, 0A S L A — S
rotE:—arOt & rot E+a— =O=>E+6’—+gradV=O
ot ot ot

ou V est une fonction scalaire qu’on a le droit d’introduire puisque rot grad = 0. Les deux fonctions
A et V sont deux quantités appelées respectivement potentiel vecteur et potentiel électrique. Les champs
physiques E et B se déduisent de ces deux fonctions par :

- — 614—)

E=—gadv-2
gra ot

B=r1otA

A partir de I’équation de Maxwell-Ampere, on obtient

—_ (> 2 1 — [0V 1(92A_} — . > >
rot (rotX) = Uoj — Egrad (E) - C_ZW = grad (le Aj —AA,

. 16> 5\ o» s —(10V
soit (EE—A)A=#0]—gmd(§E+d1VA)-

A partir de I’équation de Maxwell-Gauss, on obtient

—  9A A adiv A
E=—gradvV-22 5 divE = -AV —div Lsoit—ay - LA _ P (L1)
ot ot ot €

. 2 . . . 7 z
L’ opérateur vectoriel A renvoie le Laplacien scalaire de chacune des coordonnées du vecteur analysé. Dans
2

. 1 6V . nd 1 3 =\ - 2
la jauge de Lorenz : poirn +divA =0, etdonc: (E@ - A)A = Uoj.
En appliquant I’opérateur divergence a la relation entre E, A et V, on obtient I’équation de propagation :

— 04 1 6 0
E=-gadV-—=s|=-—-Alv="L.
gra 6t:> 2 o €

Complément : transformations de jauge Les transformations de jauge sont des transformations que 1’on

peut appliquer a un couple de solutions pour les potentiels (V, A) sans que cela modifie le couple de solu-
tions (E, B) correspondants. Cherchons la forme que doit prendre cette transformation (évidemment n’im-
porte quelle transformation mathématique des potentiels ne fonctionne pas). Posons A’(7, 1) = A(F,1) +
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a7 1) et V(7 1) = V(7 1) + B(7 t) ou & et B sont des fonctions dont nous allons déterminer la forme pour
qu’elles respectent la transformation de jauge. On doit avoir d’une part

B#1) =B, 1) =10l A'(7,1) = rot @7, 1) = 0

- 9 4l 20— — =2 . — T ~ ’
donc @ peut s’écrire sous la forme @(7, t) = grad ¢(7, t) puisque rot grad = 0. Et d’autre part

=) - 614_)/ 7 t Sa(P. S
B = B = —grad vViin - 220D srd g + 2200
ot ot
On en déduit ;
t S
grad [ﬂ(r 1+ 9(7.1) } 0
ot
en tout point de I’espace, dont une solution possible est
9¢(7, 1)

En résumé, toute transformation des potentiels par une fonction ¢(7, 1) telle que

2 - 4
A'(P 1) = A7, 1) + grad ¢(7, 1)

VI(# D = V(7 t)—a‘W !

conduit a la mé&me solution pour les champs (ﬁ , B) : ¢’est une transformation de jauge.

Les potentiels sont donc définis a une jauge pres. Cette liberté dans la théorie électromagnétique peut
étre utilisée pour simplifier les équations en choisissant une jauge (un ¢) qui nous arrange. Pour travailler
sur la propagation des champs, le choix de condition de jauge de Lorenz est un choix judicieux car alors
les deux potentiels obéissent a des équations de d’Alembert avec des termes sources p et fsimples. Ce
choix de condition de jauge correspond a choisir une fonction ¢ telle que O¢ = 0 (avec O 1’opérateur
d’ Alembertien).

Le choix de condition de jauge de Coulomb (div A =0)est judicieux pour I’électrostatique car on retrouve
I’équation de Poisson AV = —p/¢y, mais au prix de 1’équation différentielle pour A qui se complexifie et
reste couplée a V. Dans ce cas on a A¢ = 0.

. Dans la jauge de Lorenz, les solutions pour les potentiels s’écrivent :

g_,p(ut—lr—ul/c) 3, (,l |7 —1l/c))
= Iney fff ¢ F Aw = fff T

Le calcul de ces solutions de propagation, long et complexe, est basé sur les fonctions de Green (voir
Electrodynamique classique, Jackson, section 6.4). Dans la limite statique des potentiels retardés :

3—»p(u t) s _&fff 3—;‘7(#3
Wofff i ey =2 [[[ ealen

— 1 F—u
|7 — i |7 — P

~
~

On utilise alors

pour calculer les champs dans le régime statique :

A(7) = —grad V = - it gradt (L8 fff pg P -
=g v =g [ eaed (225) = o Fea-a

2ot $1: — — A - =
Pour le champ magnétique, on utilise en plus rot (fa) = frotd + grad f A a :

B = o fff “J(ﬁ)/\(;';bﬁ_
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- 2 =
car rot »j(i#) = 0.
Dans le cas de distributions surfaciques et linéiques, les expressions deviennent

N S B N
drey |7 —u? |7 — i 4rey |7 —u? |7 — i

By = Mo ff 2 DA G0 &SEM.

|7 - 17{’]3 4 |7 —i?

D’apres les expressions ci-dessus, E est proportionnel a p. Donc toute symétrie de p est une symétrie de E.

B dépend de fvia un terme de la forme f/\ ii. Le produit vectoriel dépendant de 1’orientation de 1’espace,
une symétrie négative ! de fest une antisymétrie de B. Une symétrie positive de fest en revanche une
symétrie de B.

Complément : cas non statique Si les termes sources dépendent du temps, alors le champ E se réécrit

ot
1 P—it (p(i,t—|7—ill/c) 1 dp 1 8jG,t—|P—ill/o)
= a it + L t—|7- -

4re fff ! [I?—ﬁl( 7 — i G U] or
1.2)

. 5 '-’—)t_ 2 = 1 '-’—»t_ 2
oy =iot,A = 20 ([ wa| B EZAO L SEIZ PO g (13)

47 |7 =i |7 —il]>c ot

Ce sont les équations de Jefimenko. Dans la formule de E, le second terme vient de la dérivée composée du
terme de retard de p(i, t — |#—il| /¢) (voir Electrodynamique classique, Jackson, section 6.5), et le troisieéme
de la dérivée temporelle de A. On s’apercoit donc qu’une variation de courant peut générer un champ
électrique. Ce fait est bien connu pour les particules chargées car on sait qu’une particule chargée accélérée
émet un rayonnement synchrotron, or une variation de courant correspond justement a 1’accélération de
charges électriques.

Exercice 2 Spheére sous influence

1. En présence du champ électrique perma- =g gy,
nent £, les charges de la sphere conductrice - +
se déplacent vers la surface du conducteur, o
jusqu’a créer un champ antagoniste E, tel que
le champ électrique a I’intérieur du conducteur soit nul. = ]

Le systeme atteint alors son état d’équilibre. Les - +
charges ne sont donc plus qu’en surface et sont - Gt
réparties qualitativement comme montré sur la = +
figure ci-contre. Elles assurent la transition entre - +
le champ extérieur non nul et le champ intérieur
nul. EO >
Si I’on s’intéresse aux charges volumiques dans le conducteur, en écrivant la loi de conservation de la charge

3p 2>

— +divj=0 IL.1

o1 J IL.1)
et en utilisant le fait que dans un conducteur f = oE, on obtient

-+ — 0.
ot €Qp

1. Une isométrie négative transforme une base directe de 1’espace en une base indirecte : symétrie par rapport a un plan ou un point par
exemple ; une rotation est une isométrie positive.



p est donc une fonction exponentiellement décroissante du temps, avec une constante de temps 7 = /0 =
107"'s. On ne peut donc manifestement pas imposer de densité volumique de charges dans le conducteur, et les
seules charges a considérer sont en surface.

Or,

2. La distribution de charges telle que représentée nous fait songer & un dipdle électrique, placé au centre de

la sphere. Nous allons donc essayer > de trouver un dipdle /7 ad hoc, tel que le potentiel qu’il crée soit le
méme que celui de la sphere, en présence de Ey. Nous avons donc deux problémes : une sphere conductrice
maintenue au potentiel nul, dans le champ Ey;etun dipéle 7 inconnu dans le méme champ électrique.

A quelle condition pourra-t-on dire que ces deux situations sont équivalentes, i.e. que le potentiel V(7) a
I’extérieur de la sphere est le méme ? Il est, dans les deux problémes, solution de 1’équation de Poisson
qui, a l’extérieur de la sphere, s’écrit

AV(P) = 0.

L’expression du potentiel ne dépend donc que des conditions aux limites du domaine, i.e. r = R et r = oo.
Si elles sont identiques pour les deux situations envisagées, alors V aura méme expression pour les deux
problemes.

Dans le cas de la sphere conductrice, les conditions aux limites sont

V(r=R)=0, (I.2)
V(r — o) = —7-Ey = Vo(P). (IL.3)
avec V(7)) = —7- Ep. 1l faut donc trouver, si elle existe, la valeur du dipole p telle qu’en r = R, Viipole +

Vo(R) = 0. A I'infini, le potentiel créé par un dipdle peut étre choisi comme nul et la seconde condition
aux limites est donc vérifiée quel que soit 7.

Calculons donc dans un premier temps le potentiel créé
par un dipdle p en tout point de I’espace. C’est par
exemple celui créé par deux charges g et —¢g, séparées
d’une distance a, dans [’approximation dipolaire : on
se place dans la situation ou a est trés petite devant la
distance r au point d’observation, et on ne garde que le
terme de premier ordre en r/a < 1 (terme dipolaire,

le terme de second ordre serait le terme quadripolaire. _ jq _____
Rappelons par ailleurs qu’un dipdle est une distribution
de charges {g;} telle que >}, g; =0et X;qiri = F#0).
On a donc
q 1 1
Va(#) = - + .
D= e ( P+al |7 - 3/2|)
F+d2l=r+dd+id~r 1+ 22 s Rpra~r|l+=o]=r+ 22
r2 2r2 2r

au premier ordre en r/a. En injectant cette relation dans I’expression de V, on obtient finalement

>

4 . P
4reyr3 Ameprd”

Va(7) =

Au total, le potentiel électrique en r > R est :

p-r = prcos
Viot(F) = —Ey-F=——— — Eprcosé
() dneprs " ° 4reyr’ 0

Vérifions alors que I’on peut imposer la condition aux limites Vo (r = R) =0 :

pRcos 8

Viet(r =R) = e R
0

— EgRcos6 = 0

2. A priori, on ne peut pas étre certain de trouver un dip6le qui vérifie les bonnes conditions. Ce n’est ici qu’une intuition...
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qui a pour solution 7 = 4rey EgR>.
On a alors I’expression du potentiel électrique en tout point en dehors de la sphere :

R 3
Vit (P) = Ep [(—) - 1} rcos 6.
r

qui s’identifie bien a Vy(P) en r — oo,
11 est donc possible de trouver un dipdle j tel que les deux problémes considérés aient la méme solution, et
ce dipdle doit avoir la valeur donnée ci-dessus.

3. Pour calculer la densité surfacique de charges, il suffit alors de calculer le champ électrique au niveau de
la surface de la sphere. On obtient sans difficultés

oV 10V
gadv =2 + -2 g,
or r

. — 2R3 . , R\? R
E=—-gradV =E 1+—3 cosOu, + Eysin @ (—) — 1| ug,
r r

et finalement

@) = &|E(r > RY) — E(r > R)| -it, = 3eEq cos 6.
N————

-

0

On retrouve par ailleurs la relation o7(6) = B .
On vérifie par la méme occasion la continuité de la composante tangentielle du champ et le fait que le
champ E est orthogonal aux équipotentielles.

4. On peut tracer qualitativement les lignes de champ électrique en se placant dans les cas limites. Loin
de la sphere, les lignes sont droites et paralleles a E,. En sortant de la sphere, elles sont orthogonales a
I’équipotentielle V = 0. Entre ces cas limites, il suffit de relier les points.

Pour calculer les équations des lignes de champ, tracées figure 2.1, il faut rechercher 1’équation des lignes
qui sont localement parallele au champ. Soit df un élément de longueur du fil, on cherche donc a avoir
df = CE avec C une constante. On en déduit en coordonnées cartésiennes par exemple

_dr _dy_d

C =
E. E, E.

qui donnent des équations différentielles a intégrer pour trouver les équations des lignes de champ. Une
N z . z . . z =2 =4 = . A , . ..
maniere équivalente d’écrire cela est de considérer d¢ A E = 0 qui redonne les mémes équations. On choisit
alors un jeu de coordonnées adapté a la symétrie du probleme. Dans le cas étudié ici, I’intégration n’est pas
trés simple en raison de la présence du champ externe. On arrive, en coordonnées sphérique a I’équation
R*—7 dr dsin@

2R3+73 r  sind

Exercice 3 Interaction molécule-paroi

1. Comme pour I’exercice précédent, montrer que deux situations sont équivalentes revient a montrer que les
conditions aux limites du domaine sont les mémes, 1’équation sur le potentiel étant identique dans les deux
cas (équation de Laplace). Dans le cas d’une particule chargée et d’un plan infini conducteur maintenu
au potentiel nul, il faut trouver une distribution de charge pour laquelle le potentiel est nul a I’endroit ol
se trouve le plan dans le probleme initial. Si I’on considere deux charges opposées, symétriques 1’une de
I’autre par rapport au plan (qui n’existe plus maintenant), I’une en A, 1’autre en A’, le potentiel créé par les
deux charges en tout point M du plan est

q 1 1
M= —|—-— =
V) 4reg (AM A’M) 0,

car M est sur le plan médiateur de [AA’].
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Figure 2.1 — Lignes de champ FiGure 2.2 — Méthode des images

2. Regardons d’abord comment décroit le champ a I’infini. On vient de montrer que le probleme est équivalent

4 deux particules de charges opposées. Elles forment un dipdle électrique pour lequel E varie comme 1/73.
Considérons alors une surface X quelconque (par exemple une sphere), de taille caractéristique R, englobant
la particule g, et intersectant le plan. D’apres le théoreme de Gauss, le flux du champ électrique a travers
2(R) est

Qi _ 9+ Cpan(R)
€ € ’

O(R) =

ol Qpian(R) est la charge contenue dans la surface du plan interceptée par Z(R). Si I’on fait tendre R vers
I’infini, alors

o - q + Qplan(R — 0) _q+t Oplan
€ - € ’

ol Qplan est la charge contenue sur tout le plan.

Or, I’aire de la surface (R) croissant en R?, tandis que le champ électrique décroit en 1/R> (du coté de la
charge, dans le conducteur il est carrément nul !), le flux ®(R) tend vers 0 quand R tend vers I’infini. On en
déduit immédiatement que le conducteur porte la charge Qplan = —¢ !

On aurait également pu remarquer que les deux charges du probleme analogue sont en influence totale :
toutes les lignes de champ partant de A arrivent en A’ et inversement. Dans le probléme initial, du c6té
de la charge, les lignes de champ sont inchangées. Toutes les lignes de champ partant de A arrivent donc
nécessairement sur le plan, et inversement. Le plan et la charge sont aussi en influence totale, et portent
donc des charges opposées : Qpjan = —¢.

Complément : on peut faire le calcul de la densité de charge en un point P du plan. On utilise la relation
de passage au voisinage du plan, en utilisant que le champ électrique est nul dans le conducteur, on obtient
o(P) = eolzj(P) -7l avec 7 le vecteur normal a la surface. Le calcul du champ en P se fait sans difficulté
grace a la méthode des images :

En coordonnées cylindriques autour de 1’axe perpendiculaire au plan passant par A, cela donne

q Z
Py=-SL __ % __
o(P) 21 (2 + r?)32

qui s’integre aisément entre r € [0, +oo] pour redonner Qpjan = fom 2nrdro(P) = —q.

. A partir de la question 1, il vient immédiatement que les deux situations Fic. 2.2 sont équivalentes, le

dipdle p’ étant I’antisymétrique de p par rapport au plan conducteur (considérer 7 comme formé de deux
charges opposées).
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L’énergie électrostatique du dipdle pour une orientation donnée (fixée par les deux angles 6 et ¢ des coor-
données sphériques, I’axe z étant choisi comme sur la FiG. 2.2) est donnée par >

N % 2p 00939
=—grad V), = —( % ) = ;4,”5{’,1’9 (IIL.1)
B 4repr’
6 )24 2cosf P?
E=-p-E =-p| —— . = 1+ 0
P b ( sin6 | 4ney(2z) | sin 327r60z Tonega (| 05O
Il faut maintenant moyenner sur toutes les orientations possibles du dipole :
. 17 desing [ dgE6) 7
&) = T ) 21 - _2471'6023 :
f dé sinf f d¢
0 0
4r

3. Le dipdle g n mteraglt pas avec le champ qu’il crée, c’est donc bien E’ seulement qu’il faut mettre dans I’expression de 1’énergie
d’interaction. Le calcul de p - E donnerait le méme résultat.



Partie 2 : Ondes électromagnétiques

Exercice 4 Epaisseur de peau

1. Ordres de grandeur :

1 0E w
Courant de déplacement : ——||~ =E,
" P ¢t ot c?
Courant de conduction : ”/,lo]“ ~ uooE

Rappelons I’expression de la conductivité électrique dans un régime sinusoidal quelconque, a 1’aide du
modele de Drude. Soit des électrons (masse m) dans un métal, de densité électronique n, soumis a un
champ électrique E en régime sinusoidal. Le principe fondamental de la dynamique appliqué a un des
électrons donne :

— = —eF — =

dt T
ou 7 est le temps de libre parcours moyen des électrons entre deux collisions avec des ions du réseau
métallique. C’est donc le temps typique d’interaction entre le gaz d’électrons et son support, de 1’ordre de
10~'#s. Apreés un passage en notation complexe, on obtient rapidement :

B=mi= ——
- - 1l +iwt
P . 2 2 PEEPS .
Le courant électronique est donné par j = —nev. En posant la conductivité statique o9 = ne’r/m, on

obtient la conductivité complexe o-(w) valable en régime sinusoidal quelconque :

g0

o(w) = j=oWE

1 +iwt’
Comparons maintenant les courants de déplacement et de conduction. On est dans le régime de I’ ARQS :
tous les temps de propagation des différentes quantltes electromagnethues sont négligeables devant leurs
périodes d’oscillation. En particulier, on a donc ] = ooF ce qui impose w <« 1/71. Vérifions que dans ce
régime, le courant de déplacement est négligeable devant le courant de conduction :

—E < jproE = w < 2% ~ 10 Hz
C €y

ce qui est donc vérifié puisque 1/7 ~ 10'* Hz. Dans le cas ol w < 1/7, alors le courant de déplacement
est négligeable.

Cependant, on peut montrer que le courant de déplacement peut étre négligeable sur une plage de fréquence
plus large :

w . o
—E < uooE = ||l + iwt|| < =0
6‘2 €

Si on propose que w > 1/1, le courant de déplacement reste négligeable si w? < 0o/t = wlz, avec w), la

pulsation plasma qui vaut de 1’ordre de 10'® Hz*. Le courant de déplacement reste donc négligeable dans
la gamma 1/7 < w < w),, mais n’est donc plus négligeable dans la gamme des rayons X.

2. Rappelons également I’origine de 1’électro-neutralité dans un conducteur en régime sinusoidal : en écrivant
la conservation de la charge :

p) ,
a—fﬂnvj:o

4. De maniere générale, pour les métaux on a 1/7 = 0.01w,.



et en utilisant fz cEetdivE = p/&o (deux équations valables dans tout régime sinusoidal), on obtient en
complexe :

din:O'din:o-—(,)B
- 1+iwt g
op .. - oy P
— +divj=0= jup+ ——= =
ot 1 Jop 1 +iwt g
iw o
:>—w2p+—p+—0p:0
- T= T—
p 10p 2 , o9 ne
—+-——+ow,p=0avecw, = — = —
orr T ot P P T me

C’est I’équation d’un oscillateur harmonique amorti de pulsation propre w,, la pulsation plasma. On consi-
dere que le milieu est excité par une onde électromagnétique de pulsation w, un milieu métallique initia-
lement neutre électriquement peut-il encore rester neutre ? L’onde électromagnétique crée des courants de
conduction dans le métal. Regardons comment évolue la densité de charge électrique en régime sinusoidal

forcé : X

p  1dp 2 2 2 W

T :()@(w —w +i—) =0

o " Tar P P 7 )F
Cette derniere équation est vérifiée pour tout w par p = 0, sauf lorsque le facteur de gauche s’annule. Dans
ce cas I’électroneutralité du milieu peut étre brisée par 1’onde électromagnétique car p # 0 est solution. On

a donc |
Uy T =02 A= -5 + 4] av.1)

Or, en pratique on mesure que w, =~ 100/7, donc la solution p(w) # 0 est possible pour les pulsations :

—pEVA i

Wy = — ~ ~57 Fw, ® Fw, av.2)
Ainsi, on montre qu’un métal soumis a une onde électromagnétique peut étre localement non neutre s’il
est excité a sa pulsation plasma.
Considérons maintenant que pour une raison quelconque une perturbation vient localement chargé le mi-
lieu. Si a I’instant ¢ = 0, on a une distribution de charge électrique po(7) non nulle, elle évoluera localement
selon p(7, 1) = po(f’)e"/ T cos(w,t) d’apres I’équation de I’oscillateur amorti. Pour des ondes électromagné-
tiques de basses pulsations w < 1/7, alors cette perturbation de charge se résorbe trés rapidement en ™'/,
donc le milieu reste neutre pour ces ondes basse fréquence. Dans le régime 1/7 < w < w), les colli-
sions des électrons avec le matériau ne suffisent plus a rétablir la neutralité immédiatement a 1’échelle de
la période de 1’onde électromagnétique. Toutefois, la fréquence d’oscillation d’une perturbation de charge
lors de son retour a I’équilibre s’effectue a la pulsation w,. La moyenne temporelle de la densité de charge
p a I’échelle de temps 1/w > 1/w), reste donc nulle : le milieu est encore considéré neutre vis a vis de
I’onde étudiée. Par contre, dans le cas w > w,, les oscillations de densité de charge p sont a considérées
aux échelles de temps 1/w étudiées.

Conclusion :

(a) une onde électromagnétique préserve 1’électroneutralité d’un métal ou d’un plasma si sa pulsation w
est différente de la pulsation plasma w),

(b) si une perturbation locale de charge préexiste dans le milieu, on peut considérer le milieu neutre vis
a vis de I’onde électromagnétique seulement tant que w < w,

Les ordres de grandeur obtenus pour les courants de déplacement et de conduction nous suggerent que
nous travaillons dans le régime de I’ARQS magnétique a I’intérieur du conducteur (évidemment pas dans
la région vide ou 1’onde se propage !). On pourra le vérifier a posteriori en évaluant I’ordre de grandeur du
champ magnétique dans le conducteur par rapport au champ électrique. Physiquement, cela signifie que
ce sont les courants induits par I’onde incidente qui vont dominer et dissiper son énergie, conduisant a
son atténuation par effet Joule. Dans un diélectrique, la situation est différente, ’onde va continuer de se
propager en faisant fluctuer la polarisation locale (&,) et les courants liés (1) mais ces phénomenes ne sont
pas dissipatifs (ou tres peu).



En conclusion, il faut retenir qu’il existe trois régimes décrivant le comportement d’un métal soumis a une
onde électromagnétique, car les métaux sont caractérisés par deux temps caractéristiques 7 et 1/w,,.

w<kl/t l/T<w<w, w > w,
ARQS oui non non
Neutralité | oui oui oui sauf a w,

Le matériau ne suit plus, les
électrons se comportent
comme dans un plasma de
fréquence de coupure w), :
onde évanescente dans le

Les électrons ne suivent
plus non plus, le métal
devient transparent a 1’onde
EM : propagation non

Pénétration amortie de
Physique | I’onde EM dans le métal :
effet de peau

) . . amortie
métal et réflexion totale
3. Dans I’ARQS, on a o = 07, et on écrit
N OB OuogoE
otrot E = —rot &2 = 217
ot ot
- 4 — > o > o 1Y) E
rotrot E = grad div E - AE = —AE = “(go
d’ou .
- 2 BE -
AE — puyog— =
HoO 0 ot

On trouve les mémes équations pour Bet f Il ne s’agit pas vraiment d’équations de propagation mais
d’équations de diffusion.

Pour une onde plane progressive monochromatique en incidence normale, E = Eoei(kz"‘”)u_;. On obtient
alors la relation de dispersion :

K= oo ow

On a deux solutions

ke = + Jigoowe't = £(1 +1)/6.

2 2c?
5= \/ = \/ < (IV.3)
MHoO ow wew

est appelée épaisseur de peau. La solution générale pour le champ électrique s’écrit donc

E = E,e /%00 4 F_e?/0e/Ce/0men (IV.4)

Le champ est donc la somme d’une onde se propageant selon les z croissants et d’'une onde se propageant
selon les z décroissants, toutes deux étant absorbées sur une longueur ¢ dans leur sens de propagation.
f (Hz) | ¢

50 (secteur) 2cm

10° (GSM) 5 um
5-10'" (visible) | 8nm
Complément : structure de 1’onde dans le conducteur — on peut attribuer une longueur d’onde effective
A = 276 ~ 60 ainsi qu’une vitesse de phase effective vy = wo a I’onde qui diffuse dans le conducteur.

Pour o = 6-107S-m™', on obtient :

L’onde n’oscille quasiment pas avant d’étre atténuée. En utilisant B= (l? A E)/w, on trouve pour le champ
magnétique (en supposant qu’il n’y a pas d’onde venant de la droite) :

V2E,

B=-—""ecos (kz — wt + n/4)id,
Vo
Le champ magnétique est donc déphasé de /4, soit 1/8. Le vecteur de Poynting est dirigé selon i, mais
avec un facteur e~>/° qui traduit ’absorption de ’onde diffusant dans le milieu (la majorité de 1’énergie
est réfléchie). Enfin, on peut évaluer le rapport des ordres de grandeur des champs dans le milieu

Y w
2 — <1
c W,

C-10

R

gatl th



ce qui semble corroborer les approximations initiales nous ayant suggéré une situation de I’ARQS magné-
tique.

Exercice 5 Ondes évanescentes

On rappelle tout d’abord que, pour qu’il y ait réflexion totale, il faut que I’indice du milieu d’incidence n;
soit supérieur a celui du milieu de transmission n, < ny. Alors, pour un angle d’incidence 6, > 6, = arcsin (Z_T)’
les lois de Descartes donneraient sin 6, = Z—; sin@; > 1. Il'y a réflexion totale.

1. Regardons ce qui se passe plus précisément dans le milieu conducteur. On note E;, E, et E; les ondes
incidentes, réfléchies et transmises respectivement, et k;, k, et k; leurs vecteurs d’onde.
A T’interface en z = 0, le déphasage entre I’onde réfléchie et 1’onde incidente s’ écrit

e

5¢=kr'?_k—;'?=(er_kix)x

Or dans cet exercice on considere des ondes planes donc le probléme est symétrique par translation selon
x. Le déphasage doit donc étre physiquement indépendant de x. On en déduit k,, = k;,.
De la méme fagon, on peut montrer que &;, = k;.
Or, ki, = n% sin6;. Dans le cas de la réflexion totale, on a nsin6; > 1, donc k;, > ¢ = |l€,|. 11 vient donc
que k;, > II?,I, qui se réécrit

ki +k2<k? dou k2<O.

Finalement, k;, = ik” ou k"’ € R.

2. En considérant une onde incidente polarisée selon i, et venant de la gauche, les champs transmis vont
s’écrire :

E = E, el(k,xx—wl)e—k Z’Zy

—_— =2 6§ = - =

rot £ = —E s ikANE = +iwB

= ]z/\ E E ] " . -

B = — _0 el(kux—wt)e—k Z(ktxlf_iz _ lk//l/tx)
w w

On en déduit le vecteur de Poynting en repassant en notations réelles.

L. . EnE B e o )
=10, +1I1, = 0 = ,uo_a) cos(k, x — wt)e [k; cos(k; . x — wt)idy, — k" sin(k; . x — wi)il, |

On obtient que
. R E? "
(), = (M) = —2ke i,
2uow

En moyenne, dans le vide I’énergie se propage donc uniquement le long de Oux, i.e. le long de la paroi, et
vers les x croissants. Il n’y a pas de propagation selon Oz ce qui normal car on étudie la réflexion totale.
Plus précisément :

2

_ EO "o —2k"z
I, = - k" sin[2(k, . x — wt)]e s
2upw

2

E "
II, = 0 ke, cos?[(k;x — wit)]e K2,
How

Ainsi, alors que I1, > 0 a tout instant, I, change de signe périodiquement, avec une période 7/w. L’échange
d’énergie se fait donc successivement de 1’onde au milieu (I, < 0) et du milieu a I’onde (I, > 0). Cela
conduit a un effet de décalage du point de ré-émission de 1’énergie réfléchie appelé effer Goos-Hdnschen.
Qualitativement, si un paquet d’onde arrive en un point x de I’interface (énergie de 1’onde vers le milieu),
son énergie est propagée le long de I’interface (selon x) avant d’étre ré-émise (du milieu vers 1’onde),
correspondant a la réflexion totale du paquet d’onde. Ce déplacement dépend de I’angle d’incidence et de
la longueur de pénétration dans le milieu 1/k”.
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3.

Si le milieu n’occupait qu’une tranche finie de I’espace, I’onde évanescente au niveau de la seconde inter-
face pourrait redonner naissance a une onde progressive dans le milieu extérieur. L’énergie incidente est
alors partiellement transmise. Le coefficient de transmission sera naturellement en e=*"¢ oli d est I’épais-
seur du milieu d’indice n,. C’est une situation classique tout a fait analogue a I’effet tunnel bien connu de
la physique quantique.

Exercice 6 Pression de radiation

Concernant la pression de radiation, il existe des fagons beaucoup plus simples de poser le probleme et de
le résoudre (voir les nombreux ouvrages classiques d’électromagnétisme). Il m’apparait néanmoins important de
traiter le probléme en mentionnant les forces volumiques de Laplace, puis de faire les approximations nécessaires
pour simplifier le probleme (ARQS, conducteur parfait, etc...). Dans la résolution qui va suivre, I’accent n’est pas
mis sur la simplicité et la physique, mais sur les astuces de calculs qu’il est bon de se remémorer.

1.

On décrit le champ électromagnétique dans le milieu comme une onde plane de vecteur d’onde K = kit et
de pulsation w, telle que E= Egeikx-w iy (ol k peut étre complexe pour décrire la décroissance du champ
dans le milieu).

L’équation de Maxwell-Faraday permet d’écrire, en notations complexes,

totE = —— o ikAE=iwB (VL1)
e B=""2 (VL.2)

La présence de ce champ variable dans le conducteur induit des courants qui, dans le champ magnétique,
subissent une force, la force de Laplace fz Si on décompose I’émergence de la force de Laplace (cf. fi-
gure), on voit que le champ électromagnétique pénetre de quelques longueurs d’épaisseur de peau dans le
conducteur (en s’atténuant) mais engendre un courant électrique selon i,. La déviation du courant élec-
tronique par la présence du champ magnétique engendre un champ de Hall Ey di au dépeuplement de la
surface par les électrons. Les ions de la surface subissent alors une force allant dans le sens du champ de
Hall : le conducteur dans son ensemble subit une force allant dans le sens de .

= |
Uy
+
+ =
+ ]
t oA
+ /// =
- +—;»fL
E + /
+ | .
+| E
o) 78 >
— ~ -\ | \ZJ e
B K o+ 7 Uz
+ =
+\—>EH
+ \ -
+ B ions
e FE i —ions
+
MY

FiGure 6.1 — Interprétation de la pression de radiation subie par un conducteur soumis a une onde électromagné-

tique.

2.

On veut calculer ici la valeur moyenne de la densité de force dans le milieu, i.e.

<f>z = <J_)/\ E)z

On fera ici tout le calcul en notations complexes. Le produit étant une opération non-linéaire, on ne peut
pas calculer directement cette moyenne en notations complexes. On peut cependant calculer sa moyenne
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temporelle par la formule bien connue,

(GAB), = %Wf/\ B). (astuce 1)

On utilise enfin 1’équation de Maxwell-Ampere pour calculer ]_')en fonction de Bet E :

= - 1 - . - o - W =
52[ B = /,l()] + —26;E soit  uopj = ik \NB+ 1—28
- C - C

Ici on pourrait par exemple se placer directement dans I’ARQS magnétique et négliger le courant de dé-
placement. Poursuivons quand méme. En utilisant les formules du double produit vectoriel (astuce 2) :

poj A B = (zk/\ﬁ) AB + 1%5/\ B = BBk + %55*1?*
- c c
2R (#0] ANSB ) = —iBBEk + BB + ng’**]?* _ ng**]?
c c

avec la formule bien connue 2R(z) = z + z* (astuce 3) On utilise maintenant le fait que ikB = 6XZ§) et
—ik"B" = 0,5 (astuce 4), les mé€mes relations étant valables pour &. L’équation ci-dessus devient

-2 =, > 3 2. =2 1 =4 1 2> 2 =3 1 =
2R (o] A B7) = [—(axzs)s* — (0:8)8B - (0,8 - —2(6x8)8*] i = 0, (|z-3|2 - —2|8|2) i
= C c C

Finalement, la densité de force moyenne s’écrit

R 1 |B|2 1 |E|2 > 1 2 € 2 - _ -
<f>t - ax(zﬂ() ) + 2,[1()6‘2 ) Uy = 6): 2/10 <B >t+ 2<E >t Uy = ax (<MEM(X)>I) Uy.

La force totale subie par le milieu se calcule alors simplement :
F [[[[ v = [ avaz [ ax Contumeon i = s x Gum, - o)

= S {upm(0)):,

et on retrouve donc 1’expression de la pression de radiation,

| Praa = (uem(0));-

. Dans le cadre d’un modele surfacique, le champ magnétique est discontinu, et il apparait donc difficile de
calculer sa valeur en x = 0, i.e. a I’interface. Il faut en fait se rappeler que I’annulation du champ se fait
sur une longueur appelée épaisseur de peau, d’autant plus petite que la conductivité du milieu est grande
(voir I’exercice 4). La valeur du champ a calculer est donc sa valeur au «début» de sa décroissance, i.e.
la valeur du champ en x = 0~ dans un modele surfacique. Notons toutefois que si 1’on fait le calcul dans
un modele surfacique, tout se passe comme si le conducteur était parfait, i.e. de conductivité o — oo. Le
résultat obtenu ne sera donc valide gue pour un conducteur parfait (o > we) .

Dans le cadre méme du modele surfacique, le champ électrique, tangent a la surface, est continu a la
traversée de la surface. Il est par ailleurs nul dans le conducteur parfait. On en déduit donc, qu’en x = 0,

(E;+E)(07) = E0") =0
Pour le champ magnétique, on a alors :

1

AE; = B = c—2|E_)i|2 (VL3)

£ B = () A ) = B0 (VL4)
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La relation de passage pour le champ magnétique a la traversée d’une surface métallique est donnée par :
(B; + B)(07) = B(0") = o A (=it) # O (VL5)

Les courants surfaciques ne sont pas nuls dans notre cas (I’intégrale sur le volume de fcalculé précédem-
ment le montre). Il sont mémes les moteurs de la génération de 1’onde réfléchie. En revanche on a bien
= > . - >
B;(0%) = 0 avec I’hypothese de conducteur parfait tout comme E,(0%) = 0.

2B), P

(Bi+ By ), + 3 {(Ei+ E)0), = = - =alEl

La pression de radiation prend alors la forme simple

Prag =

1
2uo
avec k; = w/c dans le vide. Dans le modele surfacique, la pression de radiation semble donc dépendre
uniquement des champs a I’extérieur du métal, en x = 07, et non des champs qui interagissent a I’intérieur.
Ce n’est pas si étonnant car dans le cadre du conducteur parfait la réaction du métal se traduit entierement
par la génération de 1’onde réfléchie en sens inverse de I’onde incidente. Par le principe d’action-réaction
on imagine donc bien qu’une force de recul s’exerce en retour sur le métal.

Enfin, I’énergie arrivant sur la paroi de surface S en dr est I’énergie continue dans un cylindre d’axe iy, de
longueur c dt et de section S, i.e.

B2 €y 2 B2
d& = Pipcdt = Scdt{—+ —E;) = Sc{— ) dt.
2up 2 Ho

Des deux expressions ci-dessus, en identifiant les termes on déduit finalement

27)inc 2 inc
Prg = = ¢ s
Sc c

ol ¢y est le flux surfacique incident. Notons que celui-ci peut directement se calculer a partir du vecteur
de Poynting du champ incident :
Oinc = “<H1>t

(VL6)

(), = 5=R(En ) = s lfPa,  aveck = i, eR (VL7)
0 0

L’application numérique pour un faisceau de 10W - cm~2 donne une pression de 0, 67 mPa.

Remarque : Pour un conducteur quelconque le déphasage de 1’onde incidente a la réflexion n’est pas
7. Les coeflicients de Fresnel peuvent en fait étre calculés en considérant que le conducteur est un milieu
d’indice
knc c . O
n=-—"-=—(+i= e's,
wo 2eyw

ou ¢ est I’épaisseur de peau. Notons que n — oo pour un conducteur parfait. Le coefficient de réflexion
s’écrit :
1-n
r= ,
l+n
qui ne vaut —1 que pour un conducteur parfait. Voir par exemple le Lorrain et Corson, Champ et ondes
électromagnétiques.

. Sil’on considere I’onde comme une assemblée de photons, et que I’on note @ le flux incident de photons,
on a la relation
Pinc = Qhw.

5 20n i
La force subie par le métal s’écrit alors simplement F = —wu} = O 2hk.
¢

Si I’on considere par ailleurs les photons comme des particules d’impulsion 5 = +pu, se réfléchissant
sur la paroi, le bilan d’impulsion de la paroi, entre ¢ et ¢ + dr s’écrit

SPoaroi = ©dr X [(+7) — (-P)] = Fdr,

d’ou l'on tire F = 2p®. On retrouve alors le résultat bien connu : I’impulsion d’un photon est g = nk.
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Ficure 6.2 — Fonction de transmission normalisée d’un interférometre de Fabry-Pérot de finesse ¥ = 50, en
fonction de ¢ = 2kL

5. (a) On choisit I’origine des abscisses au niveau du premier miroir (x = 0), le second étant alors en x = L,

et on écrit le terme de phase des champs sous la forme e/®**~“_On a alors les relations

En x=0: E" =tEy+rE",
En x=L: E e ™ = rg*e,

EteikL — tE+eikL.

La deuxiéme équation peut aussi s’écrire E- = rE*e*D : I’onde «—» a méme phase et amplitude
que I’onde «+» apres réflexion (facteur r) et aprés propagation sur 2L, correspondant a 1’aller-retour
entre les deux miroirs (terme e**L).

On en déduit finalement la relation

+
E = l—rze"s"EO’

ou I’on a posé ¢ = 2kL.
On montre alors sans problemes que

T 1
(1—R)21+(1f—1;)2sin2§’

E+
Eo

ot R = r’> et T = t*. On représente G(¢) Fic. 6.2 pour une finesse de 50. On note 5 la largeur 4
mi-hauteur d’une résonance, et Ay la distance entre deux résonances. La finesse est alors donnée par

Ay 2m
S dp  op

2
Par ailleurs, au voisinage de ¢ = 0, sin® g x (%) . Ainsi, en ¢ = 6¢/2,

690 _ Gmax _ Gmax
G(?)_ 2, R (%’)2

(1-R)?

dont on déduit 5 = 2 qui est bien tres petit devant 1 pour les interférometres d’intérét. Finale-

ment,

7VR
F = T_ &'

G peut alors étre récrit comme




Remarque : Les interférometres optiques de compétition peuvent atteindre des finesses de I’ordre
de ¥ ~ 10°. Le record toutes gammes de fréquence confondues est cependant de ¥ ~ 5-10°!,
obtenu avec une cavité microonde supraconductrice opérant a moins d’1 K.

(b) En se plagant au voisinage d’une résonance de 1’interférometre, la variation minimale détectable 6L
de la longueur de la cavité correspond a une variation de phase de 1’ordre de ¢ :

Ap Vs
¢ = 2k6L = =L d’o SL= 2.
4 7 I
. e SL 1
€ 1'0on peut recrire _— = .
quie Lo pen 2 F

. . o Voo sl £
On définit par ailleurs le facteur de qualité Q comme le rapport 5 ou ¢v est la variation de fréquence
%

correspondant a d¢, i.e. la variation minimale de fréquence détectable avec un tel interférometre a L

fixé : - v 1
s = 2L 8 = T
c 0
A partir des expressions précédemment obtenues, on trouve finalement
0 = L
- oL

Par ailleurs, on trouve aussi Q = (2L/c)v ¥ . En remarquant alors que (c¢/2L) est I’intervalle Av de
fréquence correspondant a Ay, i.e. la gamme de fréquence entre deux résonances de I’interférometre,
appelée intervalle spectral libre, et notée ISL, on retrouve la formule

4

Q=% =%
ol p est I’ordre d’interférence :
v L
P=1sL T a2

Enfin, les résonances du Fabry-Pérot sont obtenues pour v égal & un nombre entier d’ISL, ou encore
L un nombre entier de demies longueur d’onde, soit pour p € N.

Pour résoudre une raie atomique de quelques MHz de large, avec un laser de quelques centaines de
nanometre de longueur d’onde, il faut un interférométre de facteur de qualité Q > 108. Typiquement,
un Fabry-Pérot a pour longueur 5cm, d ot un ordre d’interférence p ~ 2-10°. II faut donc, pour
résoudre une telle raie atomique, une finesse ¥ > 5- 102,

(c) Le principe fondamental de la dynamique s’écrit simplement, en notant x 1’écart algébrique du ressort
a sa position d’équilibre, compté positivement pour un allongement de la longueur de la cavité,

F—-—kx=0 avec x = AL.

—x AL

On a alors

é

2hk® = kAL

2 2
AL= 5o - oy 2 = Ixp = BG.
K KC

_|

—
: F=2hk®
| €E—D> €D
L AL

On en déduit donc L = Ly + BGI et les relations
— L<Ly+pBGly << PS > kx:lapression de radiation «domine» ;
— L>Ly+BGly < PS <«kx:latension du ressort «domine».
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Ficure 6.3 — Tracé de G en fonction de la longueur L de la cavité. Les droites correspondent a différentes valeurs
du flux incident.

(d) On a donc deux relations liant G et L :
Gmax _ L- LO
> =
L+ (Z) sinfkry  Plo

ou Ly correspond a un minimum de G, kLo = 7/2 par exemple.

On trace F1G. 6.3 ces deux fonctions, pour différentes valeurs du flux incident. Les points de fonction-

nement du systéme correspondent alors aux points d’intersection des deux courbes. On voit apparaitre

deux valeurs particulieres du flux, @~ et O* :

— Si® < @7, alors il n’y a qu’un seul point de fonctionnement correspondant a une valeur faible
deG,etalL~Ly;

— Si®” < ® < ®*, alors il y a trois points de fonctionnement différents ;

— Si @ > O®* enfin, alors il n’y a plus qu’un seul® point de fonctionnement, correspondant une
nouvelle fois a une valeur faible de G.

On trace FiG. 6.4 la valeur de G en ces points en fonction de @. On distingue alors trois états différents

de I’interférometre :

— Un état «bas», accessible pour ® < @* seulement, et atteint par exemple en augmentant progres-
sivement le flux incident a partir d’une valeur nulle ;

— Un état «haut», accessible pour @ > @~ seulement, et atteint par exemple en diminuant progres-
sivement le flux incident & partir d’une valeur élevée (> @F);

— Un état «intermédiaire» enfin, a priori accessible pour @~ < @ < ®* seulement.

Etudions la stabilité de ces trois états possibles. Supposons qu’a partir d’une position d’équilibre,

le flux incident augmente soudainement, i.e. sans modification de L. On se retrouve alors dans la

situation ou L < Ly + BGI), et la pression de radiation a un effet plus important que le ressort, ce qui

tend a faire augmenter L. Or :

— pour les états haut et bas, si le flux incident augmente, alors la longueur de I’interférometre a
I’équilibre L., augmente aussi ;

— pour I’état dit intermédiaire, en revanche, une augmentation du flux incident induit une diminution
de la longueur d’équilibre.

Ainsi, dans 1’état intermédiaire, la pression de radiation tend a faire s’éloigner I’interférometre de sa

position d’équilibre (L augmente alors que L.q diminue), alors qu’elle I’en rapproche dans les deux

autres états. Seuls les états haut et bas sont donc stables.

Le systeme présente donc ce que 1’on appelle une bistabilité : a une valeur de @ donnée peut cor-
respondre deux réponses différentes (G) de I'interférometre. Un tel systeme peut alors &tre utilisé

5. En oubliant les pics de résonances plus lointains.
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Ficure 6.4 — Tracé de G(®) (échelle logarithmique). Les trois courbes correspondent a trois modes différents de
fonctionnement de I’interférometre. L’ état dit «intermédiaire» est cependant instable.

comme bit d’information (0 pour I’état bas, 1 pour I’état haut par exemple) et donc constituer un
élément d’une mémoire optique.

Exercice 7 Polarisation et photon

1. En notations réelles,
E® 1) = E [cos(kz — wi)y, — sin(kz — wt)u}] .

Ainsi, E)% + E§ =cte = E(Z) : la polarisation est circulaire.

Par ailleurs, si a un instant #, et une position zo données, E, = Ej et E, = 0, i.e. kzo — wty = 0, a un instant
t =to+ dt, kzg — wt; < 0d’ou 0 < E,, E,. Avec I’axe Oz pointant vers I’observateur, I’onde tourne donc
dans le sens direct : I’onde est circulaire gauche.

De maniere équivalente, E@® 1) = Ey [cos(kz — wh)liy + cos (kz -w (t - g)) u'i] d’oti I’on déduit que E, est
en retard sur E,. On retrouve alors le fait que I’onde est circulaire gauche.

2. On suppose maintenant que 1’onde interagit avec un électron en présence d’une force de rappel et d’une
force de frottements visqueux. Le principe fondamental de la dynamique s’écrit alors

. 1 . 5
mi = —mwii — —mr — e&.
T
En régime forcé, ¥ = —iw? et on obtient finalement
i —e 15
r =

w%—wz—iwl"m

ou I = 77!, La mobilité u définie par v = yg est alors
_ iw e
H Wl - w? —iwl m
3. La puissance cédée par I’onde a 1’atome est celle de la force de Lorentz :

P = 7. (—¢E).
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Les notations complexes nous permettent de calculer facilement la valeur moyenne de cette grandeur :

P = %‘R (\7~ g*) (—e) = %e‘R (/JE(Z)(M_; + i) - (i — iu}))

2 2_ 2 2 2
—e Wi —w +iwl e w’T
= —Rliw P > Eé.
m (a)g - wz) + w32 m (w% — wz) + W?T?

4. On calcule de méme le moment moyen de la force :

- e e = 4 _eE(Z) 1 - . - s
(M), = —E%(V /\E) = —zﬁ(ma(ux—luy)/\(ux+my)
&2 wl’

_e 2 5
=T > Equ;.
(“)0 - a)2) + W2

Bien entendu on retrouve directement le fait que (P); = (ﬁ),w, mais il est bon de faire des calculs de
temps en temps...

5. Adoptons maintenant le point du vue corpusculaire : I’atome absorbe un nombre N, de photons par unité de

temps. La puissance moyenne cédée par I’onde a I’atome est donc (), = hv N,. On en déduit I’expression

de N,,
2

e ., w’T
0 2 .
mhy (w(z) - wz) + w2

Le moment moyen qu’exerce 1’onde sur I’atome peut alors s’écrire

y =

(M), = hN,i.

Du point de vue corpusculaire, cela revient a dire que le photon a un moment cinétique o= = 7, qu’il céde
a I’atome qui I’absorbe.

Avec une onde circulaire droite, on aurait obtenu un moment cinétique —7u;.

Avec une onde polarisée rectilignement, superposition d’une onde circulaire droite et d’une onde circulaire
gauche, on aurait obtenu un moment cinétique moyen nul.

Remarque : Ce «moment cinétique» est bien siir ce que I’on appelle le spin (du photon), de valeur 1
comme on peut le voir (valeurs propres +7). Remarquons alors que contrairement a un spin 1 «usuel»
auquel correspondent trois états de spin (|7) de spin 1 (i.e. état propre de S, de valeur propre +7%), |0) de
spin O et ||) de spin —1), ici les deux seuls états de spin +1 suffisent a décrire I’ensemble des états de spin
du photon ®. Sans évidemment rentrer dans les détails, cela est lié au fait que le photon est de masse nulle.

6. On peut alors utiliser le formalisme quantique du spin 1/2 pour caractériser une telle onde. On peut par
exemple noter |+;) et |—;) les états de polarisation linéaire selon i} et iy respectivement. L’onde circulaire
gauche étudiée ci-dessus s’écrit alors

. 1 .
lcirc. Gy = v (2 +il=2) = [+y).
|+y> correspond donc a 1’état de polarisation circulaire gauche, de spin +7. De mé&me, 1’état de polarisation
circulaire droite, de spin —7 est |—y> =1/ \/§(|+Z) —i|=)).

On rappelle que |iy> est le vecteur propre de ¢, de valeur propre +1. L’opérateur de spin s’écrit alors
naturellement dans la base {|+,), |—,)}

S =ho°y:h(? E)l).

6. Le cas de la polarisation linéaire, de moment cinétique moyen nul, correspond a une superposition |T) + [|) qui n’est pas état propre
de ..
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De méme, un état de polarisation linéaire quelconque s’écrit

6 .6
|[+¢) = cos 3 [+;) + sin 3 -2,

état propre de

. _[cos@ sinf
96 = \sing —cosd)

Un état de polarisation elliptique quelconque s’écrit enfin

7 0 .
) = cos 3 |[+.) + sin ze’“’ |—.).

En ce qui concerne une onde partiellement polarisée, la représentation en ket n’est plus suffisante, puisqu’il
faut ici pouvoir représenter une superposition statistique de polarisations. On utilise donc la représentation
de matrice densité p (égale a |){y| pour un état pur).

La lumiéere naturelle correspond a une lumiere non polarisée, i.e. a une superposition a poids égaux des
polarisations rectilignes i} et iy, ou encore des polarisations circulaires droite ou gauche, ... Finalement,

) | | 1 1 11 0
Pnat. = z |+z><+z| + E |_z><_z| = E |+y><+y| + E |_y><_y| = E (O 1)

Une lumiere partiellement polarisée peut alors s’écrire par exemple

1+a 0
2 b

A A 1
Ppart. = (1 = @) Prar. + al+){+;| = _( 0 l1-a

ol a est le taux de polarisation.

. Un polariseur a pour réle de ne sélectionner qu’une seule composante de polarisation : c’est en fait un
projecteur sur une polarisation définie. De fagcon générale, un polariseur quelconque peut donc s’écrire
comme le polariseur sur un état |+g),

20 0 in
A COS™ 5 COS 5 SIn 5
g = [+g){+ol = 2 254 2.
0 | 9>< 0| COS g S g Sll’l2 g

En particulier, I, = |[+,){+;|, rencontré ci-dessus, est le polariseur passant pour une onde polarisée selon
Uy

Le passage par un polariseur, Iy par exemple, pourrait étre vu comme la mesure d’une composante de
polarisation : si le photon passe, sa polarisation est i, sinon c’est u;. Le probleme est qu’un photon
polarisé selon ... est détruit ! Et non projeté sur I’état [-,) comme le demande une mesure décrite par
la mécanique quantique. Un cube polariseur (associé a une détection non destructive (!) de photon) serait
plus approprié.

Pour retrouver la loi de Malus, il suffit de regarder 1’action du polariseur IT, sur une onde polarisée selon
uy par exemple, i.e. |+,). On cherche en effet 2 mesurer la probabilité qu’a un photon dans 1’état |+,) d’étre
mesuré dans 1’état |+4). Cette probabilité est donnée par

~ 0
po) = <+Z|H6|+z> = |<+6|+z>|2 = 0052 E

On retrouve donc la loi de Malus !
Pour une lumicre partiellement polarisé€e pp., cette probabilité est donnée par
I+a ,0 1l-a . ,0 1+acosf

COS™ — + Sin- — _— aCOSzg-i- l_a
2 2 2 2 B 2 2

ppart(e) =Tr (ﬁeﬁpan) =

On retrouve bien un signal sinusoidal de moyenne 1/2, de contraste a < 1.
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8. Une lame a faces paralléles, dont on suppose les axes neutres selon i} et iy, introduit un déphasage entre
les deux composantes de polarisation linéaires |+,). Son action peut donc s’écrire comme

i@
a e 2 0
(Dw = ( O eii)-

Remarquons qu’un tel opérateur peut en fait se récrire

(f)¢ = cosg — 0, sin 5

Il s’agit donc d’une rotation d’angle ¢ du spin autour de Oz.

Pour écrire une équation d’évolution, regardons comment le spin |(z)) est transformé apres une distance
0z. Le déphasage pour un milieu de biréfringence An est dp = Ankoz :

N O i
Wz +62)) = By @) = (1= 05 (@) = e T2 y ).

On retrouve donc une évolution hamiltonienne usuelle, en remplacant le temps ¢ par la coordonnée d’espace

z, de hamiltonien

o hk
H=An 76}

(Ce résultat correspond en fait au résultat usuel qui fait de &-, le générateur des rotations autour de 1,.)

De méme, un milieu a pouvoir rotatoire fait tourner la polarisation d’un angle 6. Il transforme en fait |+,)
en |+y9), et |—,) en |—4) (s’en convaincre avec 6 = r). Il s’agit donc de I’opérateur

sinf cos@

A cosd —sinf
20 =

) = cosf — idysinf.

Cette fois la rotation du spin se fait autour de Oy et est d’angle 26. De mé€me que précédemment, une évolu-
tion hamiltonienne décrit le passage par un milieu de pouvoir rotatoire a/(rad - m~!), avec pour hamiltonien

H = ha 6y

Exercice 8§ Rayonnement d’une antenne demi-onde

1. Le courant i(z, t) = Iy cos (%) cos(wt) représente une onde de courant stationnaire sinusoidale vérifiant les
conditions aux limites (i = 0 aux extrémités) : ce courant peut donc parfaitement s’établir dans 1’antenne.
La longueur L et la longueur d’onde A sont reliées par L = A/2.

2. Dans ces conditions, on ne peut pas évidemment supposer A >> L et on doit traiter le retard PM/c avec
soin dans le calcul du champ rayonné par I’antenne. L’ élément dz situé au voisinage de P est équivalent a
un dip0le dp tel que dp = %dz. En voici une démonstration. Par définition d’un dipdle électrique, celui-ci
est globalement neutre (premier terme d’un développement multipolaire) donc :

z+dz/2
fffpd‘r =0=S f pdz (VIIL1)
z—dz/2

avec S la section du fil. Par la formule du trapéze on approxime I’intégrale par :

p(z+dz/2) + p(z — dz/2)

S > dz = p(z+dz/2) = —p(z — dz/2) (VIIL.2)
p est donc une fonction antisymétrique des charges sur 1’élément d’antenne. Calculons son moment dipo-
laire :
Z+dz/2
ap = [ SpE - o (VIIL3)
z=dz/2
p(z+dz/2)dz/2 — p(z — dz/2)dz/2
=5 7 dz
=p(z+dz/2)Sdz/2 X dz
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On pose g(z) = Sp(z + dz/2)dz/2 la charge contenue entre 7 et z + dz/2, annulée par la charge —g située
entre z et z — dz/2. D’ou le moment dipolaire élémentaire :

di
dp(2) = q(2)dz = dp = Gdz = d—;dz (VIIL4)
On peut donc écrire :
2> 2 PM
dB(PM,t) = ~ I PM Iow cos (7) sin (wt - wT) sin 0, i,dz (VIIL5)
dEPI, 1) = —HlowsinG, (”Z) i ( ¢ PM) iy.d (VIIL6)
=——— P cos|=sin|wt — w— )
’ 4xPMc L wrm T Jteds

On étudie le rayonnement de 1’antenne en champ lointain r > L donc 6p =~ 6, iy, = ily. En revanche on
n’est pas dans le domaine de I'’ARQS (L ~ 1) donc il faut traiter avec soin le terme de retard” PM =~
r — zcos 6. Donc dE = dEiiy et :

Ipwsin @
dE(M,t) = _Hotw ST cos (B) sin (a)t - + e cos 6) dz (VIIL7)
dnre L c c
/JOIOQ) sin 0 U w(t-1) ,j* cos 6
dE(M, 1) = jHolowsny os( )ef ol sty (VIILS)
drre L

3. L’amplitude complexe du champ électrique est :

z=L/2
E:f dE (VIIL.9)
=-L/2
d’otu :
z=L/2 » z=L/2
f dzcos(’z)eﬁcosg = f dzcos(wz)e/ st gyec © = £ (VIIL10)
=—L)2 L =—L)2 c L ¢
1 7= L/2 : .
— _f ]%(COS(N]) + e]%(COS@—l):I (VIIIll)
2 z=—L/2
1 ej Z(cos9+1) 1= L/2 ej%(cos(i—l) z=L/2
= w + [w— (VIIL.12)
2 (cos 0+ 1) -1 j%(cosf—-1) -
1 J L(c0§9+1) o L (cos 0+1) J L(co%é) 1 _ ,—-Jj <L (cos 6—1)
e ¢ fe - Ter (VIIL13)
2 Jj%(cosf+1) Jj%(cosf—1)
n S(cos@+1) sin(Z(cosfd—1)
=— ) + m(z ) avec encore r_¢ (VIIL.14)
L(cosO+1) 2(cosf-1) L ¢
cos(5cosf) cos(Zcosh
= (5 cos0) - (5 cos0) (VIIL15)
2(cosf@+1) “(cosf—1)
—2cos (5 cosf
_ (_2 ~ ) (VIIL16)
2(—sin” 6)
21 cos (5 cos 6
- _—('22 ) (VIIL17)
T sin“ 6
Finalement :
. 1, cos (5 cosé
E = A (3 )efw(’“ i, (VIIL18)

2nr sin @

7. On rappelle que PM? = ||Pb + 07\/1|| =722 +r2-2rzcos = PM ~ r — zcos#.
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4. Comme on a B = ii, A E/c, on en déduit le vecteur de Poynting :

. EAB E
= = —i (VIIL.19)
Ho Hoc

2
. ﬂodg cos (g cos 6’) i,
1) = — VIIL.20
< >t 8n2 sin @ r2 ( )
d’ou : )

cos(Z cosé cl?

16) = M et K=" (VIIL21)
sin 6 82

5. La puissance moyenne rayonnée par 1’antenne par unité d’angle solide dans la direction (6, ¢) est :

@py, (M), -dS el
= =), r =
dQ dQ 82

. 2
cos (3 cos 9)] (VIIL22)

sin @

Le diagramme de rayonnement correspondant a la puissance rayonnée ci-dessus est représentée dans la
figure ci-apres. La puissance rayonnée est maximal pour 6 = /2, perpendiculairement a 1’antenne.

6. Sachant que dQ = sin 8d6d¢, il vient :

=21 G=1
dP), = K f de¢ f(6) sin 6dO (VIIL.23)
$=0 =0
C. 2 .
Numériquement, on obtient (dP), = 1, 22k Z;” d’ot la résistance de rayonnement :
R=1,2H¢ (VIIL.24)
2n

AN:R=T73Qetly =5,2A

Exercice 9 Aspects électromagnétiques de la propagation d’onde sur une ligne coaxiale

Partie 1  Etude électrostatique

On suppose ici que Q; = —Q,. Comme de plus toutes les lignes de champ partant du conducteur central

arrivent sur le conducteur extérieur du fait de la géométrie du probléme, on peut en déduire que la réciproque
doit étre vraie (les deux conducteurs sont en influence totale). En particulier, il n’y a aucune ligne de champ

partant du conducteur extérieur et arrivant a I’infini. On doit donc s’attendre a trouver un champ électrique nul a

I’extérieur du cable.

1. Le systeme est invariant par translation selon ’axe Oz et par rotation autour de ce méme axe. Dans les
coordonnées cylindriques usuelles, on a donc E(r, 0,2) = E(r).
Par ailleurs, tout plan contenant 1’axe Oz et tout plan perpendiculaire a 1’axe Oz sont plans de symétrie de
la distribution de charges. Ce sont donc des plans de symétrie de E. On en déduit que E(r) = E(r)ii..
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Ficure 9.1 — Théoreme de Gauss

Pour calculer le champ créé par la ligne en un point M(r, 6, z), on utilise le théoréme de Gauss. La surface
fermée choisie est un cylindre de méme axe que la ligne, de rayon r, de longueur % (voir FiG. 9.1).

Les surfaces S| et S, sont orientées selon +i; donc le flux de E a travers elles est nul. La surface ¥ est
orientée selon i, donc le flux du champ est ®(E) = E (r)- &E=E (r) X 2nrh. Par le théoréme de Gauss, on
a par ailleurs

E(r)=0 pour r<Ry,
Qint d’ou Q
(D E = N = 7
(E) e, E(r) 2ﬂ€hru, pour R <r <Ry,

E(r)=0 pour R, <r

On vérifie alors les relations de passage a travers les surfaces latérales des deux conducteurs :

o 2 N 0
[EOE,E(r — R}) - &E(r > R] )] = e = O
1
2 2 -1 - -0
[GoE(r - R)) - e&E(r — R2)] U= TR, = oy.

Remarque : La discontinuité de la composante normale de E découle de I’équation de Maxwell-Gauss.
Dans le cas d’un milieu quelconque, non isotrope en particulier, elle s’écrit div D = p, et c’est donc la
composante normale de D qui est discontinue !

Au contraire, la continuité de la composante tangentielle de E découle de I’équation de Maxwell-Faraday,
inchangée lors du passage a un milieu quelconque. C’est donc toujours E, etnon D qu’il faut prendre en
compte pour I’équation de continuité.

En régime variable, ces relations de continuité sont inchangées 8.

2.

R R, . Q R2 Q
Vi—-V, = VV(r)-u, dr = Er)-i. dr = —= In|=] = =,
1= V2 jn; (r)-uy dr le (r)-u, dr Srch n(R1) a

C 21€y€;

d’ou Z:)/: ﬂe?f = 102pF-m™".
2
In ()

Pour les lignes coaxiales utilisées en TP, on retient y = 100 pF-m™".
3. L’énergie électrostatique contenue dans la portion de longueur / est donnée par

1 e 1
&, = fff dr —eye E* = Qnrhdr) = €E(r)?
2 R 2

o In R\ @
" 4reh R/ 2C

On retrouve la formule usuelle de 1’énergie contenue dans une capacité.

8. Malgré le terme en —8B/ot qui apparait dans I’équation de Maxwell-Faraday. Reprendre la démonstration pour se convaincre que ce
terme ne modifie pas les relations ci-dessus.
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résultant nul

Figure 9.2 — Calcul de I’inductance linéique Figure 9.3 — Choix de la surface d’intégration

Partie 2 Etude magnétostatgiue

1. Par les mémes arguments que pour E, ﬁ(r, 0,2) = B)(r).
Tout plan contenant Oz étant plan de symétrie de la distribution de courants, c’est un plan d’antisymétrie
pour B. Donc B(r) = B(r)ij.
On utilise alors le théoreme d’ Ampere pour calculer le champ magnétique en tout point M(r, 6, z) de ’es-
pace. Le contour fermé choisi est un cercle de rayon r centré sur ’axe Oz, et orienté dans le sens de up. Un

courant enlacé est alors compté positivement s’il est dans le sens des z croissants (regle de la main droite).
On a alors

C(B) = 56 By &1 = B)2nr = gl
ﬁ(r) =0 pour r <Ry,

1
= ”iu?, pour Ry <r <Ry,
2nr

=0 pour R,<r.

On vérifie alors les relations de passage a travers les surfaces latérales des deux conducteurs :

- - _ /JOI I -
|Btr - R) - Bor > R)| = R, = Mo Js Mo
1/(2nR\)NiE. iy
= = - /JO(_I) hdd -
[Btr - R) - Br > Ry)| = R, S M0 s Ml
—I/QrRy)T, iy

Remarque : Par les mémes arguments que précédemment, dans le cas d’un milieu quelconque, c’est la
. 7 . . . . =4 .
composante tangentielle de H qui est discontinue, tandis que la composante normale de B est continue.

2. 11 faut calculer le flux @ du champ magnétique a travers une boucle de courant de longueur 4. Bien que

la ligne soit supposée infinie, on peut considérer qu’elle est la juxtaposition d’une infinité de boucles de
courants de longueur %, parcourues par un courant / : le courant résultant dans les bras radiaux est nul (voir
Fi. 9.2). Quelle forme doit-on maintenant choisir pour ces spires/pour la surface d’intégration ?
@ ne dépend en fait pas du choix d’une telle surface. Considérons deux surfaces quelconques S et S’ tel
que sur la figure FiG. 9.3. Construisons a partir de ces deux surfaces une surface fermée a 1’aide des surfaces
¥ et ¥/, respectivement portées par les cylindres intérieur et extérieur, et des surfaces latérales (de normale
). B étant a flux conservatif (sa divergence est nulle), son flux @y a travers la surface fermée est nul :

Oy = s — q)g + s + (D,z + Piagerates = 0.

Enfin, B étant orthoradial, @y = Dy = Djygrates = 0. Dont on déduit immédiatement g = O = O.

Choisissons donc comme surface simple le rectangle de longueur 4 et de largeur R, — R, de vecteur normal
uy. Le flux a travers une tranche élémentaire de rayon r et d’épaisseur dr est

> o 1
s(r) = B-63 = X%y ar.
2nr
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toh . (R
Finalement,(l)zfdréd)( ) = —1 ( 2)I_LI
On peut aussi retrouver L en calculant 1’énergie magnétostatique de la portion :
fff ar g = ol (R
2/10 4 R] ’

Or, pour une inductance L, 1’énergie magnétique est donnée par &,, = 1/2 LI>. D’ou I’inductance linéique
de la ligne,

L Mo R -1
—=A=—In[{=|=0,25uH-
h 2 n(R]) HHEm

Pour les lignes coaxiales utilisées en TP, 4 = 300nH - m!

3. Le champ magnétique créé a I’extérieur de la ligne est nul. Pour deux tels cables placés cote a cote, il n’y
aura donc pas de couplage par mutuelle inductance, phénomene que I’on observerait dans le cas de deux
lignes bifilaires.

z . =
4. On peut récrire E, entre les conducteurs, sous la forme

2 Vi=Vy
o rln(%) '

Le vecteur de Poynting, entre les conducteurs (ailleurs, il est nul) est alors

EAB  (Vi-W)I
Ho 27 r? ln(g—f)

S
u;.

1(r) =

La puissance transitant a travers une surface a z constant est enfin

P = f f (r)- dS = f () Qrrdr)=(Vy = V) 1.

On retrouve donc les lois de I’électrocinétique !

Remarquons par ailleurs que I’énergie ne se propage pas dans les conducteurs mais entre les deux conduc-
teurs, dans I’isolant, i.e. 1a ou il y a du champ.

Partie 3 Etude en régime variable

1. L’équation de Maxwell-Gauss div E= p/€ ala méme forme que les champs soient variables ou station-
naires. Le théoréme de Gauss est donc toujours valable et on retrouve les mémes résultats que précédem-
ment :

= g L, R N
Eron = #7114

2. De facon générale, le théoréeme d’ Ampere n’est valable en régime variable qu’en tenant compte du courant

de déplacement. Reprenons sa démonstration pour vérifier qu’on peut s’en affranchir ici.

-

—_ =2 >
rot B = uoj + Eofr,UoE,

P . o[[E-d§
$i-a- [[m565 = ([ & aep oS
N——

Holenlace

donc

Or, le contour C que nous avions pris en compte a sa surface orientée selon i, et I’on suppose que les
champs ont méme direction que dans le cas statique. Donc Ella 1L u; et le deuxieme terme (flux du
courant de déplacement) est nul. On retrouve alors la forme statique du théoréme d’ Ampere. Les résultats
de la partie précédente sont donc encore valables, en remplacgant I par i(z, t).
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3. Par hypothese, B || i et ne dépend que de r et z. De plus » X B(r,z,t) ne dépend pas de r. D’apres le
formulaire, on a alors entre les conducteurs, avec ¢ = (ereo,uo)‘” z

—

= 0Bz, 10Ernzn

—_— =2
= etde méme rotE =

OE(rzf) , _ _0B(rz1)
9z "2 ot gz 0 o

On montre alors facilement que E et B vérifient la méme équation,

1 6* &

—— — —|B(r,z,t) = 0.
(02 or 6Z2) ( )
Par ailleurs, B étant proportionnel a i, i(r, z, ) vérifie la méme équation.

4. 11 s’agit d’une équation de propagation a la vitesse de la lumiere dans un milieu de permittivité ¢,, ¢ =
(€-€opt0) %, La forme générale des solutions est la somme d’un terme se propageant vers les z croissants
F(t — z/c) et d’un terme se propageant vers les z décroissants G(f + z/c).

Si I’on s’intéresse a la structure du champ, on voit que E et B sont tous deux orthogonaux a la direction de
propagation . L’onde considérée est donc fransverse électromagnétique. On parle de mode TEM.

Si I’on compare a la situation «connue» du guide d’onde creux rectangulaire, la différence est frappante :
il n’y a pas de modes TEM dans un tel guide, seulement des modes TE ou TM. Ou se situe donc la
différence ?

Tout réside dans le fait que le guide rectangulaire est un conducteur «creux» °. On peut en effet montrer, et
on le fait ci-dessous dans notre exemple, que le champ électrique d’un mode TEM, dans un plan P a z fixé,
dérive d’un potentiel. Ce potentiel est par ailleurs nécessairement constant sur la surface des conducteurs.
On se convainc alors aisément que pour le guide d’onde rectangulaire, et pour tout autre guide creux, le
potentiel est uniforme sur ce plan #, et donc le champ électrique nul : il n’y a pas de mode TEM.

La présence du conducteur intérieur dans le cable coaxial, qui n’est pas au méme potentiel que le conduc-
teur extérieur, autorise en revanche 1’établissement d’un tel mode.

Remarquons enfin que le champ électrique est en tout point normal aux surfaces des conducteurs, et que
le champ magnétique leur est tangentiel. Or ces surfaces sont le lieu de charges et de courants surfaciques.
Le champ électrique (normal) et le champ magnétique (tangentiel) n’ont donc pas a s’annuler sur les
parois ! Il n’y a pas de conditions aux limites pour le champ ! L’onde se propage donc comme dans un
milieu diélectrique «libre» de permittivité relative €, : il n’y a pas de dispersion. Il n’y a pas non plus,
contrairement au cas du guide d’onde rectangulaire, de fréquence de coupure qui limite la bande passante
du guide, et I’on retrouve le fait que le mode TEM peut se propager dans le guide.

5. A partir de I’équation de Maxwell-Ampére, prise dans la région ol E et B sont non nuls, i.e. entre les
conducteurs, on montre que

doy & OE 1 dir aj!

9t R, Ot  2mrozR, 0z

oo >
it — +div j; = 0.
SO1 o 1V J,

On retrouve donc la forme usuelle de la loi de conservation de la charge.

6. La tension entre deux points M; et M, est définie comme
M, .
Vi-V, = E-d.
M,

Cette définition n’a de sens que si 1’intégrale ne dépend pas du chemin C suivi pour aller de M; a M.

Vérifions que c’est bien le cas ici. Soit donc deux chemins C; et C, reliant un point M; du conducteur 1 &
. . . . = . .

un point M, du conducteur 2, et | et I les circulations respectives de E sur ces chemins (voir Fic. 9.4).

I,-1, =9§ E.-dl = ffr}otFj'd_),
U )

ou X est la surface définie par le contour fermé C; | Cs.

9. ou simplement connexe, pour étre précis
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Ficure 9.4 — Définition d’une tension

Par ailleurs,
L, 0B
fotE = ——.

ot
Donc 7| — I, est simplement la dérivée temporelle du flux du champ magnétique a travers une surface
définie par C; | J C,. Si I’on prend les deux chemins dans un méme plan de cote z fixée, on peut choisir
la surface ¥ dans ce méme plan perpendiculaire a I’axe Oz. X est alors orientée selon 1, et le flux de B,
parallgle & uy, est donc nul. D’out 7| — I, = 0.
On peut donc définir la tension u(z, f) par

ot R
u(z,t) = I = 71z )R1 ln(—z).
€ R1

De fagon plus générale, on peut définir un potentiel
t
V(r,t;z) = MR1 In (L)
€ R1
tel que
u(z, 1) = V(Ra, 1;2) — V(Ry, 1, 2),

oVt z)u
or v

On dit alors que E dérive d’un potentiel dans un plan a z fixé. La précision «dans un plan a z fixé» est
importante, parce que E ne dérive pas stricto sensu d’un potentiel, i.e.

E(r,z,1) =

oV(rt;2) oV(r,t;2)
Uy — u

—_—
E+#—-gradV = - o . 3 5.
Z

7. Les expressions de E et B n’ayant pas changé, le vecteur de Poynting a la méme expression que dans
I’étude statique. La puissance rayonnée par le champ électromagnétique est donc

P(z,t) = u(z,0)i(z,t).

On retrouve une nouvelle fois les lois de 1’électrocinétique.

Partie 4 Modéle a constantes réparties
1. Laloi des mailles entre les cotes z et z + dz, et la loi des noeuds donnent respectivement

0i(z, 1) ou(z+ d,2)

u(z,t) — Adz —u(z+ dz,1) =0, et i(z,t) = i(z+ dz,f) +ydz o
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On en déduit
ou(z, 1) 0i(z, 1) 0i(z, 1) ou(z, 1)
—— = -4 et = -y .

0z ot 0z ot

a0
A b.t(z, ny_|(0
or 07 i(z,1) 0
Il s’agit donc d’ondes se propageant a la vitesse cp = 1/ v/Ay. Pour une ligne coaxiale, a partir des résultats
des deux premieres parties, on obtient aisément ¢y = ¢ = (e,eoyo)_l/ 2,

3. A partir des équations ci-dessus, on montre sans difficultés '© que si u(z, 1) = Uj(t—z/c)+ U,.(t+z/c) alors

Ry
1 In( %2
i(z,1) = — (Ut —z/c) — Ut + z/c)], ou R, = J£:=—iﬁ)/iﬂ-=49g
R, b% 2n €Er

Pour les cables utilisés en TP, R, = 50 Q.

Partie 5 Réflexion des ondes

1.
u(L,t) = Ri(L,1) = RB [U,- (t— Ii)— U,(t+ é)]

Cc
L L
:U;(t——)+U,(t+—).
Cc c

L
Ur(t+ Z) — R_Rc
Ui (l — é) R + RC ’
2. Dans le cas d’un circuit ouvert (R infini), p = 1;enz = L, il y a un nceud de courant (U; — U, = 0). Dans
le cas d’un court-circuit (R = 0),p = —1;enz = L, il y a un nceud de tension (U; + U, = 0). Dans ces
deux cas, I’onde incidente est donc réfléchie par I’'impédance en bout de ligne.

En revanche, dans le cas d’une charge adaptée (R = R.), p = 0 : toute I’onde incidente est «absorbée»
par la charge en bout de ligne. La ligne coaxiale se comporte alors comme une ligne infinie.

On en déduit simplement p =

3. (a) On considere la situation de la figure 9.5. On note U, et I, la tension et le courant transmis a travers
la charge de résistance R.

Ii +Ir It

RY R RP

Ficure 9.5 — Réflexion a I’interface entre deux céables

En z = L, on a les deux relations suivantes :

U =U+U,
Ui
Li=Ti+1 -+

En utilisant les relations entre tensions et courants,

I; 1 I
R, R, R/
10. En écrivant que i(z,1) = Ii(t — z/c) + I.(t + z/c), on peut montrer que U, = R.I] et U] = —R_I}. Le terme constant qui apparait est

«négligé» : on ne s’intéresse qu’aux ondes donc qu’aux termes propageants.

C-29



on montre alors sans problemes que

U, 1/RY-1/R® - 1/R
U 1RO +1/R? + 1/R
U, 2/RM

Ui 1 /RD+1/R? + 1R

Notons qu’en prenant R = o0, on retrouve les résultats de la question précédente.

Calculons maintenant la différence des puissances transitant dans la ligne, en amont et en aval de la
résistance R.

La différence de puissance entre I’amont et 1’aval de la résistance R correspond donc précisément a
la puissance dissipée dans la résistance R.

(b) SiI’on ote la résistance R, i.e. si I’on choisit R = oo, on obtient alors les coeflicients de transmission
et de réflexion
R® - R 2RY
Notons que nous obtiendrions le méme coefficient de réflexion si nous choisissions de brancher une
résistance R = REZ) en bout de ligne en lieu et place du second céble coaxial.
Il y a en outre une exacte analogie avec ce que 1’on rencontre en optique, au niveau d’un dioptre.
Pour deux milieux d’indices respectifs n; et n,, on rappelle en effet 1’expression des coefficients de
réflexion et transmission :
_ Er _ Br _ ny —np
p_E,'_ Bi_n1+n2’
_ E, _ B; _ 2}’11
L= E; - B; - I’l|+l’12.
IIs ont la méme expression que pour les deux cables coaxiaux, a condition de remplacer les indices
n; par l/REi).
Ainsi, quand les indices sont «adaptés», ny = np, il n’y a pas d’onde réfléchie : E, = Oet E, = E;.
De méme, si les deux cibles coaxiaux mis bout a bout n’ont pas la méme impédance caractéris-
tique ', une partie de 1I’énergie sera réfléchie au niveau de la jonction. Quand les deux impédances
caractéristiques sont identiques, il n’y a pas de réflexion : on parle d’adaptation d’impédance.

4. On suppose R nulle. En z = L, on a un nceud de tension. On peut donc choisir pour u la forme
. (W .
u(z,t) = 2Asin (— (z— L)) sin(wt),
c
dont on déduit que

i(z,t) = f{—A cos (% (z - L)) cos(wt).

c

On peut alors calculer les valeurs efficaces

Uz) = (u(z,0?)y = V24

sin(%(z—L))’ et I(z) = \/ERi

cos (% (z— L))’ .

Il y a donc succession de nceuds et de ventres de tension et de courant, situation usuelle d’une onde
stationnaire.

11. Par exemple si I’on mélange des cables d’impédance 50 Q et des cables d’impédance 75 Q, deux normes couramment utilisées.
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5. On suppose kL < 1, ou encore w = 2nv < ¢/L. Pour des longueurs de cébles de 1’ordre du metre, cette
hypothese revient a suppose v <« 30 MHz, ce qui est plus que raisonnable en électronique «courante» !

Revenons alors au cas du court-circuit. On a montré que

u(z,t) = 2A sin (%(z - L)) sin(wt) et i(z,t) = i—A cos (%(z - L)) cos(wt).

En passant en notations complexes, on a donc pour tout z

u(z, 1)
i(z,1)

= —jR.tan (%(Z - L))-

Dans I’approximation kL < 1, et donc k(z — L) < 1, on trouve alors

M(Z,t)N_' w, _ . il B y .
i(Z, t) ~ .]Rc c (Z L) =-J J; \/}-_’)/CU(Z L) =-J [}-(Z L)] w,

et en particulier
u(©,1)

i0,1)

Vu de son extrémité z = 0, le cable se comporte comme une inductance £ = AL!

JIlw = jLo.

De la méme fagon, on pourrait montrer que dans le cas d’un circuit ouvert, le cible, vu de z = 0, se
comporte comme une capacité C = yL.

Retrouvons maintenant ce résultat de maniere qualitative. Si 1’on impose un court-circuit en bout de ligne,
u = 0 en bout de ligne. Or kL <« 1 donc L <« A; I’onde de tension n’aura alors pas «le temps» de prendre
de valeurs notables sur la longueur du céble, sa distance caractéristique d’évolution A étant nettement plus
grande que celle du cable. Si on peut alors supposer qu’en tout point du cable, u ~ 0, alors le cible se
résume en une succession d’inductances en série, sur une longueur L, avec une inductance linéique A :
c’est une inductance £ = AL.

Le méme type de raisonnement est faisable pour un circuit ouvert.

Analogie mécanique : L' analogie électronique — mécanique usuelle repose sur I’identification entre :

— inductance et masse : L «— m,

— capacité et constante de raideur d’un ressort : C «— 1/K,

— intensité et vitesse : i «— v,

— tension électrique et tension d’un ressort : y «— 7.

Le céble coaxial, comme chaine d’inductances et de capacités, est donc 1’analogue électrique d’une chaine
AB de masses reliées par des ressorts.

Un circuit ouvert revient a annuler le courant en bout de ligne, i.e. & annuler la vitesse en bout de chaine :
on fixe I’extrémité z = L (B) & une paroi immobile. Si I’on met en mouvement I’ autre extrémité (A) de la
chaine a trés basse fréquence (mouvement quasi statique), tous les points de la chalne se déplacent en phase
au cours de la déformation, et 1’on va avoir I’impression de tirer sur un ressort. Plus on tire lentement, plus
les effets d’inertie diminuent alors que la force élastique, elle, ne change pas. La chalne se comporte donc
essentiellement comme un ressort, i.e. comme une capacité.

Plus précisément, calculons la valeur de la capacité effective. On note 6L la longueur d’un élément { masse+ressort}
et « la densité linéique d’inverse de raideur. La chalne se comporte ici comme N ressorts en série de rai-
deur k = 1/(kdL), donc comme un ressort de raideur K = k/N = 1/(xL). Son analogue électrique est une
capacité de capacitance 1/K = kL = yL = C. On retrouve bien le résultat précédent !

Dans le cas d’un court-circuit, la tension en B est nulle : on laisse donc cette extrémité libre de se déplacer.
On sent bien, une nouvelle fois, que si I’on tire lentement sur A, tous les points de la chaine vont avoir le
méme mouvement, et les effets élastiques vont donc disparaitre au profit des effets d’inertie. On aura seule-
ment I’impression de mettre en mouvement une masse. On retrouve alors bien que le cable se comporte
comme une masse/inductance seule.

Précisons enfin I’approximation faite ici. L’hypothese que 1’on avait formulée en électronique était kL << 1.
Traduisons la en termes mécaniques. L’inductance linéique A doit €tre remplacée par la masse linéique
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An = m/L; la capacité linéique y doit étre remplacée par la densité linéique de 1/K i.e. k = 1/(KL).
L’hypothese mentionnée devient donc

[ /K
2L =wl A,k =w % <1 soit WK wy=]—
C m

Il faut donc que la mise en mouvement se fasse a des fréquences plus faibles que la fréquence carac-
téristique du systeéme. On retrouve une hypotheése de quasi-staticité usuelle, qui traduit en termes précis
I’hypothese «tirer lentement».

. Comme E(z,t) o< u(z,t), on peut redéfinir le TOS a partir de la tension u. De fagon générale, et en posant

’

7’ = z— L, on peut écrire
u(z, 1) = Acos(wt — kz') + pAcos(wt + k') = A[(1 + p)coswt coskz + (1 — p)sin wt sinkz’].

L’ amplitude maximale ayene = 1 + |p| €st donc atteinte pour

— kz’ = O[n] (ondes incidente et réfléchie en phase) si p > 0,

k7’ = n/2[n] (ondes incidente et réfléchie en opposition de phase) si p < 0.
L’amplitude minimale apeug = 1 — |p| quant a elle est atteinte pour

— k7’ = nn/2[n] (ondes incidente et réfléchie en opposition de phase) si p > 0,
— k7’ = O[] (ondes incidente et réfléchie en phase) si p < 0.

Au final, le taux d’onde stationnaire s’écrit

TOS = Aventre _ I+ |P|’
Aneeud 1- |P|

soit 1 pour une charge adaptée, et +oco pour un circuit ouvert ou un court-circuit.
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