
PARTIE I
_

Solides Indéformables .

Toupie .

• Cette parti permet d' introduire des notions

de base [ Torseurs , Moments] et de

comprendre des phénomènes macro . surprenants
[ effet gyroscopique ] .

• Plan : D Cinématique pour décrire le

mouvement des solides

2) Cinétique : application du PFD

3) Application à l' effet gyroscopique



r

Chop I - Cinématique des solides indéformables

Objectif : Décrire le mouvement d'un solide

I] Torseur cinématique
z
,

1) Définition:

-

-
R '
,
attaché à S

R (Oxyz ) , repère fixe un solide indéformable

• De façon générale , on a besoin de 6 variables

pour décrire le mouvement de 9

Par exemple :

- 3 ddl pour
la translation

'

: Positron

(ou vitesse ) d'un point O
'

de référence
- 3 ddl pour la rotation

'

: Orientation
d'un repère d' 10kff

' ) attaché à S

Pour l' orientation
,
on peut utiliser les

coordonnées des vecteurs de base
,
LÏ , éy, %

( 9 coordonnées mais 6 contraintes car

R
'

orthonormé ⇒ = otij Ai, j )



Autre possibilité : les angles d' Euler (voir
,qqs

• Propriété fondamentale
Pour tous points A ,B ES ,

PIA
, tt = FCB

,
t) + ÂIT) ABAT
-
-

Translation Rotation

⇒ On connait la vitesse instantanée en
tout point de 9 si on connait la vitesse

en 1 point ( FIB
,
tt ) et le vecteur

rotation instantanée là tt))
Et on retrouve les 6 ddl

.

• On note

÷ {Ê§ ,
Torseur cinématique

• Rmq : tt A) ne dépend pas du choix

de B car
, pour un autre point B

'

,
on a

Û( B
' ) = t' (B) + ÎnBI

'

et ÛCA ) = À ( B
'

) - ÂXBB ' + laBÏ

= À ( B ') + În BTÀ



→ →

et T - [ÎB)} , = {ÊBÎB ,

• Démo Un peu longue mais elle permet
d' introduire des éléments importants pour
la suite z

'

µ
"§ y

'

O x
'

R'
, repère lié

↳L à S

R
, repère fixe

• Pour M E S
,

ONT = JO
'

+OÙ
= o_0" +xèixyéyxzéz

avec x.y , z
= Estes car M fixe dans S

d'où tlmt = Îlot + xddefI-iydaII.cz ddéz
• On exprime ddÏ dans R

'

:

→

* i défi =p Ràjéj ami Rij=ffË . éj



Condition d'ortho normalité èittt - êjtt = dij
donc djË -éj + éÎ¥Ï=0 et Rij = - Rji

• la matrice [ R] est donc antisymétrique

[riff. % §:)-Riz - Rzz

on introduit E- [§!) {§;) dans R
'

et on vérifie que
ti DDÉI = În É

Par ex
.

, ¥I=IÎéÎ + Rréy + Rszêz
= rzéy - ryéz

et üü=Ë:p .it:1 = t.IM
- Donc JIM) = F104 txrxèi + ynênéyxzrréz

= Flo ') + În (xéx + yég
'

+ zèz)
--

= À



Rmqs : D Â est la vitesse de rotation de L' IR
÷

⇐

§.
9" l'on peut noter

à casa)
à 8

¥ÊÉT sa! Si Mes immobile dans R
'

,

* ÉTÉ ¥ f. a = Âme) not- ça↳ e- ii.'

à f4

ft É ) Si M et mobile dans R
'

,

• iàÎ DIT ! a-- ânon + II. É + ftp.eg-ed# ézI I
/ ✓

ok
dû dtlr '
or §
à ¥

D'où la règle de dérivation
'

en référentiel
→
4 mobile :

dffI-lpi-ddfIIp.HR#oI-2)q,Exempled' un cylindre sur un plan incline

y ËËÏ ¥
" %.ge?-moR' ton

I

Le cylindre roule sans glisser . quel est son
torseur cinématique ?
On a besoin de la vitesse en un point
particulier .

S'il y a roulement sans glissement,
la vitesse du point de contact I est nulle : VII) =P



II. La vitesse d' un point donné de la

•±
circonférence , M , varie dans le temps€ ( mouvement cycloïde) mais sa vitesse

usurpent .

est nulle lorsqu'il est en contact avec

vcmth.h.AT
II M en contact avec le support

Pour trouver SI
,
on a EÏ = as0 + sino èij

d'où DDÊI = - sino il est + oosoièy
= ièéj = iéèznéx

donc Â = Ùéz = iez

et tlm ) = Ùèeznzsy
J' 1- Tri

"

et de norme x IN

is

ËÏÆ¥¥ Rançonnent Rotation instantanée

glissement
= autour du point de contact

-

( qui change à chaque instant)

EEE a- ËËk=ËËû!

x

y



uelques mots générauxII] Généralités sur les torseurs
canon verra d'autres /exemples de torseurs

. Un torseur est un champ vectoriel M →m' 1M )

défini par 2 vecteurs

1- = {M¥0,}
Résultante

- Valeur en un point
particulier

et une règle de calcul :

mT( M ) = m' lo ) + Fx ONT

• Propriétés
1) Définition indépendante du choix de 0
a) Equiprgèctivité :

HA
,
B MMA ) . AI = PIB) .AT

on montre que la réciproque est vraie : tout

champ équiprojectif est un torseur

3) Invariant scolaire :

A M m→ (M) .Â = Eté

4) Axe du torseur : il existe une droite parallèle
à TE le long de laquelle NTYM) est

parallèle à F- (Démo en complément)



• Cas particuliers :

- Couple F=Â Pour la vitesse
,
cela correspond

à une translation
.

- Glisseur si il existe un point 0 1MF10)=P
alors MTM ) = Fn

,
in I à

F et JN et mi = 0 le long de l'axe
du torseur

. (droite parallèle à Â passant
par o ) .

Pour la vitesse Glisseur = Rotation autour
de l

• A tout champ vectoriel à ( M) ( discret ou continu ) ,

on peut associer un torseur /

E- EMMY ( ou firman ){ m' (a) =¥ À avilir) ( on fdsn ONT-ILM) )

Par ex .

,
torseur des forces appliquées

(Fest- la force totale ,ni le moment des forces )
• Rmq : l' accélération n'est pas un torseur

âcm) =dfftt-aloi-ff-xom-rxdff-a.to
) +¥À + Intron)
--

Accélération Terme supplémentaire
angulaire d'entrainement



À Intron) n'est pas la force de Coriolis
qui est une force apparente liée au mouvement
d'un point dans un repère en mouvement

Ë⇐IÏÂ Pour une rotation
,
Intron )

m qt l'
accélération

'

centripète\
> Intron) ou force inertielle )

si M est mobile dans R
'

,
on a un terme supplém .

2 En FINIR') qui est la force de Coriolis
( of compliments)

II] Angles d' Euler

Objectif : Décrire l'orientation de RYR
et en déduire RTH

.

Pour cela
,
on transforme R en R ' en 3 rotations

1) Définition



4 : Précessionµ "

¥;
y a- irai-iÏËfÏËF¥ËË

x

:
1) Précession : Ë - - - _ . - et-547FGO : Giration

Rotation de 4
autour de ej ,
(É

,I , ej ) → là, irez) telle que

ù
,

et êj soient dans le même plan ,
ou

de façon équivalente que v→
, êz et êz soient

dans le même plan

demo : si T' C- ( Ox'y
')

, êj tu donc êz
'

E au plan tàu

qui contient F et j'

2) Natation : Rotation de 0 autour de P

pour alignerez et éz 7FF)→ lûwÊz)
3) Giration : Rotation de § autour de éz
pour aligner à d- EI et à etéj

et Âtt) = Üeztttt Ùoutlt Ôézt)



2) Exemple d'un cône sur un plan

ÊfeëT
az

- t &-I

% i¥ trési o Yé
i

•

→

éz
Cone lol 'angle x #¥ÆX

×

Â
y

Précession de 4

¥:!¥Ë ! g- ¥ ⇒ attirez} + oies
car x = ate

s' il
y a roulement sans glissement , E- 0

le long de l'axe COI) qui est donc l'axe
instantané de rotation



Donc SI µ LOI) et À E ( Oxy)
d'où I.À = 0 = Ü + Ôéz .ej
-

= sinon

condition de non - glissement ⇒ Ü= - Ôsinx

II ] Cinématique des liaisons

% . On modélise le contact par un¥ point I=I, = Iz commun aux

ÎA 2 solides

7 . Sans glissement , être9) etEtzel)
et s'il y a glissement , la vitesse de glissement de
Yz IL est

avec la condition
à = t' ( IZEL) -t# C- Se )

I
,

a- t

• On décompose le vecteur rotation de 94g en :

Pivotement
• à

= E. + SI

ËÏËËËÊÏment a#-

Insu
au plan tangent plan¢

,
au contact tangent

À: glissement ⇒ Pivotement ⇒Roulement



Et le mouvement d'un point M Eh

q par rapport à Sr est donné par
la composition des vitesses :

Â(MIG) = tlmt) + être#Il ÆÂ

=P tuvitesseFÉ
de glissement ⇒ (g)

d'où rêve) = à + Â g) n II



Compliments
I] Composition des mouvements

d'÷ 9 mobile dans

② fixe
R
'

mobile
D' et/ou &

° Soit Â( Ha) ,
vecteur rotation de L' IR

→

défile = IlMr) x

et pour tout vecteur E- ? ui ÉÏ

Île = ?ùiéi + ? ui Mr) x

¥-1 = daûha, + Il%)À

1) Composition des rotations

- Soit Ù = MIMI avec Mr , Mz E S

dfEIta-rtaxn.naetdffII.IN/afnMiI



et IMR) - Ilya) + ÎLE)

2) Composition des vitesses

On a 0F = + OÙ

et Mma) -- Floyd + défile
= Flirt + dofIIfpi-IK.hr)NÂ
-

= FINIR' )

d'où v-Y.HR) = Moi) + Flohr) +à a)mtn
---

vitesse de Vitesse d'entrainement

M dans R ' à cause du mouvement de

RYR ( comme si M était
immobile dans R

' )
À (Mr) = FINIR) + rt ( MEER)

On a additivité des torseurs

E-¥:D Intel:c:
'

:*}



3) Composition des accélérations

ÛIMIR) = FINIR' ) + Floyd xénon

avec Â=P (RYR )
d'où âlmlr) =dtafMR-lr-aloyrl-IInom-rnfff-fr-almlr.ltMma) + ÀYOYR )

+ Étron i-rnfv-YMai-rno.in)
âlMortalMaltât%) +DÊNFÀ+ Intérim )
c-
Accélération d'entrainement

{ +2Fnormal
comme si M était -

immobile dans R' }Y
de Coriolis

A cause du mouvement de M

dans L' en rotation IR .

La force de Coriolis est une pseudo - force pour tenir
compte de la rotation du référentiel pendant le
mouvement de l'objet .

- ex
.

on tire une balle qui avance

J
'

droit dans R
.

Ds R '
,.bg trajectoire

Ü
.

Æx . est courbé



II] Axe d'un torseur

- Soit un torseur T = ¥10,40
. On choisit un repère tel que ez→ HÂ et info ) est

dans le plan ( OY 3)
a

à ÎN
I O

""

.

.

/ l

I I
-

MT

±
- Il existe un point À de x)

, qui vérifie
ÂCM ) = into ) + Ânon = NI d-À = xéx

d'à m' lol .Î = dpi et × = ÂNÎ_
R2

et ÂJÂ = Rx èy d'où m' ID . +Rx = 0

d'où × = -
MT) . LJ

F.L'axe du torseur est la droite ( s ) passant par À et

parallèle à F car si A C- CA
,

Tilt) = nîlm) +Âxm
°

= XIÏ


