
Chap II _ Cinétique des solides indéformables

. Maintenant que l'on sait décrire le mouvement , on

applique le PFD pour prédire la cinétique
. Il
y a plusieurs éléments à introduire avant le PFD

I ] Torseur cinétique

1) Définition
. On a vu qu'à tout champ à lml on peut
associé un torseur / À = EnFIM ) et Tri lol JMTTÛIM)

. Le torseur cinétique est associé au champ de
quantité de mouvement plutôtMI , q : densité

volumique locale

- Résultante F-- ftrqmvTM-Y.fr À
masse totale

à vitesse du
de Y centre de

gravité
- Moment cinétique en un point A :

=fdsr AI xp FINI



• Par les propriétés
'

des tenseurs :

Ê = § + M+vÏxÂ
II.À = .

#[§.ve?--F.rI
on va voir qu' il

2) Référentiel Barycentrique R* est utile d'appliquer
le PFD dans Rt

• R* est le référentiel en translatai à ras
(en général , non - Galiléen )

• Dans R*
, Îà = 0 donc F*=Ô et le

torseur cinétique est un couple /
8¥ = TE = Gte =#

a-

le torseur cinématique est un glisseur avec

v m) = In GI : Rotation
'

autour

'

Ë¥üË¥ nem#m

" "

d'où J'*

fdhcmtxqlmtvtml-fdsrcnF.iq/m)vI-GmmeF--Gtedaus
RI = limonera

on peut le calculer en G par définition de a-



donc FÂ = FË = TT le moment cinétique
en G est le même dans

R et R*

et À = § + Nrj x at

FI = t + MitanÂ
Théorème de Koenig qui relie le
moment cinétique dans ②* et en un

point quelconque dans R

• Ex : ÷Çç .!!-
le long de cette droite PIETÀ

-

Ë augmente on diminue
ta
a

-
linéairement en fonction
de la distance à

G.
Théorème de Kœnig pour l'énergie cinétique

K = ¥ + É M
+ ta

Energie I
cinétique
- -

totale Energie cinétique Energie de
de rotation

'

autour translation

de G dans R*

L' intéret de Bi est de découpler translation
et rotation

.



Démo : K = f-foin ptn ) vaut
= tzfdnqlmll. MKÂT

,

-
- Etirent muni -¥ÆÂÆË Rentra
- t -

= K¥ 4 = f tt ta
%

fomentant ⇒ fdhqlmv.FM)--0

II] Solides en rotation

1) Opérateur d' inertie

• On a Ë Jdd ptn) ATI xrîlm)
si A- et M E S

,
tlm ) = VIH + ÎXAM

d'où À Jdk ptn ) AMI A) +folk ptn) ATI x (În FN)
-

qd:pCMIAIXVIAI +¥¥ÜÂA)
TÏ = Mr ACTIVIA) +Soir ptn) ÀmxtênAI )

Donc
,
si VIA) ( rotation autour de A) ou

si on calcule ET = ¥ ( i.e
.
A-G)

¥ - folk ptn) AMI têx AI)



• est une fonction linéaire de I
,
donc

il existe une matrice [ Ja]
, opérateur d'inertie ;

telle que :

II. = [ JAI . SI si ITA) on A- G

--

( Fin 4h)
Ex: Toupie .

. Comment s'exprime [ Ta] ?
On a AIMEntm ) = ANTI - (Emir ) Art

et avec A origine de R
'

, référentiel attaché à y
AIT -- [

"

g) et E- [IÇI
*Feint:"}:ÏÏ:"?

"

:L
¥ pan , [

(Milk - ayez - xzez

¥:* ¥ ::÷:L
tuait:÷÷÷÷ü:D



donc [ Ja ] est symétrique et

[ ta ] :[a
- Tay - Jaz

Iyy -Effet
moment

avec

Ixx-f-dtplml.ly?xzY-=Ipo.gd'inertrideS/l'axel0x)Ixy--/d7qlnlxyProduit d' inertie
.

• [Ta ] décrit la répartition des masses dans S et

ne dépend que du p et de la forme des
• [Ta ] symétrique donc diagonalisable

⇒ 3 axes principaux d' inertie

Exemple : Un cylindre plein
Yr A cause des symétries miroirs par

rapport aux plans @xy) , loxz) et 10yd,
/ " les axes principaux sont 1oz ) et
-

z n'importe quelles directions (Ox ) et log)
perpendiculaire à 1oz !

Izz = Ilg)
e-fdadydzqtxxy') =p Lµrdrr

'

O

=p LE R
"



On a Ifoz) = Epl R
"

et Mr=p
LTRZ

d'où Iloz)
= f Mt R

'

Z
z

et Icon) = Icoy, fdxdydzp.la + z ) cf TDI

d'où [ s'il = Ilion Émiait
et pour une rotation autour de 1oz) E-- [§]

d'où § = Initiez
2) Energie cinétique de rotation

. Si y est en rotation autour de A
,

VIA) =P et t'(m) = En AI

K = ÊJD ptn) (RÎAÀ) . (À AI )
= f-fdt pcmtfttmxlrxt-ntf.SI
ftp.r

d'où K = f I. [ta] . E
si Yen rotation
autour de A.



• Dans le cas général Cary est

K= 12M ,
_ va
'
+ 12 [JAJÂ en rotation

= ftp.vj + { SI .
autour de

Gdansk"

et dans le repère des axes principaux :

K -- frirai + Effondré + Ifoyjly + Iqzjdz ]
3) Théorème de Huygens

,

Rotation autour de (A) passant par A

Â=wË et K=Êû(Étales)
On note Ip ,,=èà[Hej Moment

d'inertie par
rapport à (D)

Théorème de Huygens Relie les

IA
,
s
= Igs + Mdr

moments

d'inertie
-

en

A- etc,

Démonstration en complément .



II] Principe fondamental de la dynamique
On a (enfin ) tous les éléments pour appliquer le PFD .

1) Enoncé

• Dans un repère Galiléen, la dérivée temporelle
du torseur cinétique est égale au torseur des
forces appliquées :

9¥ = Madoff = [ FILM
→

II. = FAITntIHM-MAA-e.tl?EmIFnmt
pour A , un point fixe de S dans R cinétique

Rmq : on parle de
"

Théorème
"

du moment cinétique
mais il n'est démontrable que pour un système
de points en interaction de paires .

• le
" Théorème " du moment cinétique s'applique dans
Rt

,
même s'il n'est pas Galilée :

d#
→

dt
= MMFext



Démo : TI = FI + Miran À Théorème de

Kœnig
d'où = ffmffÊnŒ + n-iva.it#I-tI)

car A fixe
= --

= ¥ te#(M) = 0

et ddf = KATIA tlm) + ¥ CÂITÏTCMI

= ÇÀn FILM) =Œuf
2) Aspects énergétiques

4¥ =P = ¥ TÉÉIM) -FCN

Puissance fournie à l par
les forces extérieures

Et si Ëxt est une force conservative qui
dérive d'un potentiel ( i. e. , il existe un
potentiel ELF) tel que III = -IE )
alors

dat = - En ÊËi . Ë= - ÉTE Etrî )

et Eg, = K + Epo, = Alt
-

=ZEKI) Energie potentielle des
Forces extérieures



3) Changement de repère
- Pour 2 repères ② et R

'
et un vecteur Tilt) quelconque :

'Île = III. , + Elka) ni

cf Okapi
- Donc pour R référentiel Galiléen et R

'

,
base

d'inertie
,
on a

III. = IÀ. . +À =mÏ*
.

= [ Ja] .Â = [¥!!!! dans R
'

avec Ip , Êtes

Wp* dans &
, ¥ËËd+ffËËÏmï:*

-
Wz

is
a §

-

§ § Ip Û, + ( Iz -E) wzwz
à joie Izioz + ( I,- Iz)Wrwz
ê ? ( Izùz + LE -⇒w.ua/=tT4Fex-
- o R

'

y#
Il faut

à - exprimer
RÊ si 9 n'est pas symétrique NI dans R

'

* -

il y a un couplage entre
wr , W, et wz



Application à l' anatomie
* Itto)

vu du haut :
.

x

Dans un anagyre ,
les axes d'inertie

-

ne sont pas
alignés avec les axes de l'objet et on a

I
, { Iz ~ Iz

Si on impose initialement un basculement
selon
I = - sinxwêà - oosxwej - Ëuçww] dansa,

on a Iz Üz + ( Tz - Ip) sina.wsx.hr?=Mz
et Ùz f- 0 ! d'où un pivotement

autour de ej .



3) Exemple : la chute d'un yoyo
o

q pr
. Yoyo assimiléà un disque de

"

a.II rayon R ( Ifop = LMR
? )

t.mg tension du fil

Ü NÉE = MF+7 d'où Mija = -Mgtt

Trois méthodes pour déterminer ya ft )

Méthode 1 : on applique le
"théorème

"

du moment

cinétique en a

= FINÏ - Rtèz
et SI = iêz et =L ME iez
d'où f Mpi Ü = RT = MRIÜA + g)

ÊRË = Üatg
et Ü = III) + În = - IR èy
÷

d' où ija = - Rë et - tzijaéijaxg
et ïja = - Eg

⇒ Chute libre avec gravité
réduite par la tension du fil



Méthode 2 : homme NTI) =P
,
on peut appliquer

le
"

Théo " en I

dfË =
À
*

= n MÉ = MRgéz

et d'aprés le théorème de Huygens :

II
,@z)

= Ia
, 1oz)

+ MR
Z

= Zz MRZ

d'où ZZMRZÜ = MRG et on retrouve

RÜ- ja -_ Zzg
Méthode 3 : Conservation de l'énergie cinétique

F-
TOT

= K + Epo, = Cst

= EN Liga )
'

+ f710.5 + Mgya

d'où Xviiie :#ËËHX
"

et Zzija e-

g = 0



II] Liaisons et contacts

¥
. Une liaison contraint la translation

eton la rotation de S

• Bloquer une translation revient à appliquer
une force extérieure ( de liaison) ;
Bloquer une rotation revient à appliquer
un moment

Exemples : 1) Cube posé sur un plan

FIÏÏ Tania. Il-

Torseur des efforts 0 0 Fz
que la liaison ← T

liaison
= {{m!, my

"

,

}}impose à S pour
contraindre son mouvement

2) Liaison rotule

qq.jp#Tanm-ui--fEII:? ? }
Thiaison = [¥" ! Ft '} }}O O O



- Une liaison est dit parfaite si les forces et
moments produits ont une puissance nulle .

• Force de frottement
SI, : Pivotement
%

¥zqF- tttz EL) -FI Ifk) : Glissement
avec Iz -- I, = I point de contact¥¥¥Dr→ : Roulement

µ p T

• 2 solides en contact peuvent glisser , rouler
ou pivoter l'un par rapport à l'autre

. On décrit la condition de glissement par la
loi empirique de Coulomb

RTI er On note À la force de Sp sur la
et À = RÏ + F-

y
,

RT

Ça - si III. 1ff IRÏI avec f. , coefficient
ET àËÊÊ§ Pas de glissement

! t'*"" """à

ses - S'il y a glissement ,et s
⇐ -

à sa 1Ff = f IRÏI avec f , weff -
set de frottement dynamique



Si fo Y f : Phénomène de
"

Stick - Slip
"

IRI ) diminue quand les solides commencent
à glisser , ce qui entraine une instabilité

car il faut imposer une force plus
grande pour mettre les solides en mouvement
que pour maintenir leur mouvement.

Ex : Ruptures de faille et tremblements
de terre

,
mouvement d'archet sur un

violon
,
. .
.



Compléments

I] Théorème de Huygens
"

Iata» = Iac» + Md
'

avec Ina, = ê . [ ftp.eI

Démo : [ Ta] . Id: ptn) AÂNIEÏNÂD
Jdk ptn) (Atiehnlnfesx HIHI)]

Etait firentfÆnËnÂ) + Emieront
+ AIX texan) +AI nlêsnAI) )
-

ces 2 termes sont xfd? ptn ) 6M¥
d'où [Ta] . = MAIN HIN AT ) + [ Ta].la?-AG2eTI-lAI.eI).AI
donc 7-

AI
= . [ Ta] . À = Iata + M ( AGHAI . )

c-

ËË¥, car d'= AI - CAT .
à

↳ et d' = Aaitttàêj -2 LAI
= Aoi - ( AT . Y



II] Conservation de l'énergie mécanique

variation de
d¥ = En Puissance des forces

l'énergie cinétique extérieures appliquées à9

Démo

• Soit ÊË ,
la force totale appliqué à S .

On peut toujours écrire ( avec des Dirais pour les forcesdiscrètes )

IIF = Joli FIM ) densité volumique de

force
et F-fin ftp.vlm ) avec tlm) -- ta +Ânon

= . iI +fd:(nênàin) . FIN
= ira + I. for GMT. FINI
-

=
#
affut

d'où D= ËÏ . ta + m'
%.ir

• D'après le PFD ,

D= notation + III.à
et K = f Mvà + £F.à



Pour la translation
'

,
on a directement À =P,

Pour la rotation
,

Kat - ÊÂ . plantain (Jinan )
= :p: pas [ air - tam .IM

.

Comme GM = Gte can Get M ES
,

kiot-fdiplmfaiir.F-lam.rs/dgfIor+am.fEH
-

=ÊGM) .E- 0
- fdkqlmtfamr-IGM.IYGMJ.DEdt
= Â .

DI
dt

en tint = # IL à)=zffËê+fŒdÊ
donc off = II.I
et vint = P


