
PARTIE Il - Solides élastiques

• Dans cette parti , on reconnait que lorsqu'
on

applique une force extérieure , un solide se

déforme
. On se limite au régime élastique où les

déformations sont faibles et réversibles.

• Plan

1) On introduit la cinématique ( contraintes

et déformations) et la loi constitutive

( toi de Hooke ) sur des cas simples

2) Cas particulier de la flexion

3) Théorie générale

4) Cas particulier de la propagation d'ondes
dans un milieu élastiques .



Clap II _ Déformations élastiques simples

I] Contraintes et Déformations

1) toi de Hooke et Module d'Young

0
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Ïüû÷â¥÷:*

•

Un barreau de longueur
L
, encastré

à

une extrémité
,

est soumis à l'autre

extrémité à une force extérieure F

⇒ Le barreau s'allonge de DL

(il se contracte aussi latéralement
, of aprés) .

• le torseur des forces ext . est Text = {Ë}
A

celui de l'encastrement est
TE ËÉ}

,

A l'équilibre
,
Tu +Te*

= 0 d'où Â= -Ê



• L'essai est donc
équivalent

à

ÏÏ ¥4

Mt
"

i % DLL

H, F

•

Effet de taille :

pour
un barreau de longueur

2L
,

l'
allongement est

2dL
.

la
grandeur pertinente est

l'

allongement relatif ,

appelé déformation :

E = ¥ sans unité

•

De même
,

F n'est
pas
la grandeur pertinente, c'est

la contrainte

a-
F-

[ unité Pa = ¥ ]
S

•

Rmq : la
pression

est le cas particulier d'une

p¥¥¥p
contrainte égale et normale à toutes les faces

• toi de Hooke D= E - E

I Module d'
Young [

Pa]

Loi de
comportement élastique linéaire



On

Courbe de traction

|
Déformation

¥? réversible
.

-

e

la loi est due à Robert Hooke ( 1675) en analogie avec

la loi des ressorts
"

ut teusio
,
sic vis

"

.

" E (Pa )

- Acier - 1006Pa = 10

"

Pa

- caoutchouc - e-

÷: ¥
.

IËËÈÊÏ.les matériaux
- Gélatine - 10 à

• Ordre de
grandeur

:

je me pends
à un fil

d'acier

de
rayon

1mm
. quel est l'allongement ?

E--

Ê
= ¥¥= r 2 lois = 0,2%

mais
pour
le caoutchouc E- 2 = 200%

2) Origine atomique

fqfJFffÊ§
On assimile un cristal à un

§
Omomo

0
réseau cubique simple ,"

Émonde} soumis à une force f par
} µ atome de surface

pk



Zajac, A. L., & Discher, D. E. (2008). Cell differentiation 
through tissue elasticity-coupled, myosin-driven 
remodeling. Current opinion in cell biology, 20(6), 609-615.



^

Pour des petites déformations , on peut

faire une approximation quadratique

"

r u - u
.
+ EHa-ai

-

K ⇒ On assimile les interactions entre atomes

à des ressorts de raideur K

A l'équilibre
, f

= K la - g)

que
vaut E ? E =

AI Attongemreqtahf

que
vaut T? a- flqz Force

par
unité
d'aire

d'où a-

¥
-

-

Ia
. a-q.ae

=

¥
E

et F- = ±
E est contrôlé

par
la raideur

a. des interactions atomiques

• Pour la
plupart des

matériaux
go
v2 à 3 À

"

"

Ë¥Ë ÜiËh7Ü!
cohésion est grande ,

IË ⇒ Eféramique) ) #métaux)> Etpolymères)



3) Exemple : Déformation sous poids propre

¥111 . Un cable ( par
ex

§
,

§¥
,

¥:S
sous l'état

ou :îËü!¥f ,
a Un élément dz

à la hauteur
z

est soumis au poids du cable sous lui

• (g) = lltjztsot-etqzt-f.fr IL
-

z)

=
Blog

d'où un allongement
total : dz

IL
EG) dz

=

ftp.zdz-ff-E
-

Allongement de

l'élément dz

Rmq
: DL ne dépend pas

de S
,

donc un fil mince ou un cable

épais
s'
allonge

d'autant
.

• Pour un as un cour dans un puits de mine ,
L - 1 km

, faoiw
= 10 tonnes1ms ,

d'où

AL= . ¥ = 50cm
.

• Si
on veut minimiser IL

,

on veut le matériau

pour lequel Ê
est maximum



Exemple de carte d'
Ashby

E-

Ëü¥



•

Rmq : Pour les petites déformations , on peut calculer

les déformations et contraintes par rapport
à la structure non

-

déformée
↳

,
So dimensions

E-- 1¥ et F- ¥ avant
déformation

Pour les
grandes déformations

a- ¥ : contrainte vraie
(§ rokgemaa.nl

E--

{¥
= h( ¥ ) , déformation

'

vraie

Ft ] Autres modules élastiques

1) Coefficient de Poisson

"

ËÏÏÏ."
÷:ü%üîâ÷üç÷ü::
direction ; il a tendance à se contracter

dans les autres directions

ÎÏ
Pour

une traction simple :

b¥=D¥ = -
vis

Î

U : Coefficient de Poisson [sans dimension ]



ou traduit l'incompressibilité

-

du solide

et ¥ =
'

¥
,

+ ¥
,
+1¥

-

- ci -

HAE
et ¥

-

_ 1¥ . o

. On montre
que pour

un matériau isotrope

- 1fr41

Pour la
majorité des matériaux , v = 0.3

mais :

- caoutchouc v - 0.4 à 0.5

Prihsofnmpressibk

-

Liège
v - O ( Bouchon)

- Matériaux amétropies v ( O avec

la
propriété

étonnante de gonfler

quand étires .

2) Module de compressibilité

'

P

# On considère un cube soumis à une

p§f¥
pression
I

× ⑤ aux conventions : 070
pour

une

>

¥!
traction

,

mais
pour

une pression , PIO

est une compression .



Exemple d'une mousse auxétique



• En élasticité linéaire
,

les
déformations

s'additionnent

et

D¥=
- ¥ + NE

-c-

Compression selon Effet de Poisson à cause des
×

compression
selon Y et Z

d'où

II = b¥ = 1¥
= - H-zu) ¥

et ¥ = -31¥ . P

-

coefficient
de compressibilité

isotherme # = -

f- ¥1
,

Rmq : un
solide est stable mécaniquement si

9¥
= -

ff70 ⇒

¥70
⇒ usez

. En
mécanique , on

écrit

F- - B
¥

D=
E-

Module de

34-24 Compressibilité



3) Module de cisaillement

µ
IËÜËÏ !" tienne

tamttèkàea face au

/

⇒ Cisaillement

-×
avec a- et ¥ ET

ËYûüa¥ûm¥,
1- e- Imao

et O = G- Y

↳
Module de cisaillement [Pa]

•

Rmq
: Pour un cisaillement DU= 0

;¥?µÇ¥Ê
générale , si on applique une force

DÊ à une surface DÎ , on définit
le tenseur des contraintes ET] /

→

et

Oij
=

0¥À
= [ t]

. ds

dsj
↳

Matrice 3×3

Rmq
:
il
faudrait montrer que

DÊ est une fonction

linéaire de DJ
,

voir Chap. 6



On retrouve

Tracteur
simple

÷¥¥
. ËËË

"

"Ë÷¥÷.
Tu =

¥

Sy

4) Déformations thermiques

la dilatation thermique induit une

| déformation isotrope

!
Eth = x. DT

↳
coefficient de

dilution
thermique

Sans contact ou liaison
,

la dilatation n'induit

pas
de contrainte

,

mais par exemple pour
un

bilame

ËÏË ¥

Application au thermocouple


