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• Equation de la dynamique d'un fluide
Newtonien incompressible ,

obtenue en appliquant
le PFD à une particule de fluide

I] L' équation

1) Le PFD

On considère un volume

arbitraire de fluide Y a-

l'instant t

En suivant les particules de Ventre t et t + dit ,
V et p peuvent varier mais pas

la masse M={pdt
On a donc ¥ {pdt = 0
D'après le PFD appliqué à ces particules :

→

[
¥ /FÂ d" = Ftot ]

D'aprés le cours d'élasticité
Dérivée particulaire
pour suivre les particules Êdix [0] + pay) DV
et avoir un système fermé



et ¥, /pûDX =/PDÊDV +§.DE#'
°

V V

d'où { p DÈ DV =/[ div [☐ + paf]du
"

et comme V est arbitraire

p
Dû

5f
= dix [t] + pg→

On a donc la même équation qu'en élasticité
mais avec une dérivée particulaire issue de la

description Eulérienne



2) Fluides Newtoniens incompressibles

. On a [ 0] = - P [1 ] + 2g [e]

et en calculant dix [0] comme en élasticité
,

on a Tij = - Porij + Y ( Ëy. + %Ë. )
dtij OP

À
= - Jxjoij + p (Fridaj'

+ xD
et Tg 5¥

,

= - ¥
,

+ y Avi + y %
,,

dixÀ

dix [ T] = - grid P + y
dû +

y gmd→di¥°
car Fife.

et dixÀ= 0

Au final :
Dir

po #
= f. (È

>

+È gratter) = - grad-P-iyAV-ip.ge
| avec dix À = O et

p
= Gte =p

Equation de Navier-Stokes 11845)
• Rmqs : 1) on a 4 inconnues / À

,
P) et 4 équations

( Navier-Stokes + divÀ = o ) .
Il n'
y a

pas
de loi constitutive pour P car q

= Este
.

P agit comme un multiplicateur de lagrange et
s'adapte pour vérifier dixv70



2) Pour un fluide compressible , on a

QDÊ = - griot P +

q
DF +(E -¥) grade dixrxfg

On a alors 3 équations pour 5 inconnues
( F , P , p ) , voire 6 si on tient compte
de la température .

On doit donc compléter
par une équation d'état Plq, T)
( par ex . équation des

gaz parfaits ou
équation de Van der Waals) , peu
d'équation de continuité ( ¥ + dixlpv) =D
et par une équation de diffusion

-

de

la chaleur ( DÈ = DIT + source
,
D

coefficient de diffusion) .

1



• l'équation de NS permet de modéliser des fluides
allant des

gaz
aux solides en écoulement

,
en

passant par les liquides .
Sa nsihrtnin est

rendue difficile par le terme non-linéaire
d'entrainement ( F. gratter , qui permet
de reproduire la transition entre régime laminaire
à basse vitesse vers le régime turbulent à

grande vitesse .

• Cas de l'écoulement Couette plan

1- Ecoulement infini eux , permanent et

µ ¥ x. ptgly
) incompressible

-0
→

[pas de dépendance eux car dixô=¥e_ = o )
et #gmd-DE.pt#xgIvy%fFo=o-

Pas d'effet d'entrainement car l'écoulement
est uniforme en direction x

d- Air = 1%40ya
O

NS en régime permanent s' écrit avec Ply)

- gmt P + y DÂ = 0 =p -0%y +qÜ"Y



d' où %y = O P est constant dans

l'épaisseur

et %

⇒
= 0 d'où ta = Ay + B =\/DE

par les conditions aux limites

II] Nombre de Reynolds

• On peut écrire NS :

f. !Ë +

p.lv?graoT)v--izDrT---graoTP-p.g-D-E-Fnsp-orT-ula vitesse

d
Convection

↳

Diffusion par la
viscosité

'

qui tend a-On a une équation du
homogénéiser les vitesses

type q§Ê =p dû , équation
de diffusion avec ✓ = typ ,
~

viscosité dynamique analogue au coeff . de diffusion
• le nombre de Reynolds ( sans dimension )

compare ces 2 termes :

Re = ptmnspntoonveihf-p-pinerh-i-p-p.lv?grad)vY-transport diffusif viscosité
z IDÂI



FEI ±ü
-
-

Si ll est la vitesse came .

de l'écoulement et

L la distance sur laquelle T' varie

( taille d'obstacle
,
de canal

,
. . . )
,

Rer l;Ü÷ Re -1¥ = ¥
•

Exemple : un
nageur loin

des bords

Re =
103 taxis . 1 m/s . 1m

= pp
6

pp
-3
Pas

mais pour une bactérie Re = V?%Ï= 10-6

• lorsque Re » 1
,
l'inertie domine et on

peut négliger la viscosité ! On a alors

l'équation d' Euler ( 1757) :

f. (È + lûogmdû) = - gm-dP-ip.gr
On parle alors de fluide parfait ( incompressible
et sans viscosité)

. lorsque Re K1
,
la viscosité

"

domine et on a

l'équation de Stokes
'

( 1845) : linéaire !

pfff = - gm-otP-qsv-p.gs
)



• Avec P
*
= P +

f.gg
et

À= F- , J' = Î , t'= ,

P'= ¥

qui
on peut ré-écrire NS sous forme a dimensionnelle :
dû

*
+ LÀ. giadv' = -grid P

'

+ je DÛ

ce qui permet d'étudier un écoulement sur
un modèle réduit (pou ex. en souffe rie )
en gardant Re = Gte ( donc si L↳

,
V9 )

II ] Conditions aux limites

• Pour un fluide parfait , i. e. sans frottement , la
seule condition est la non - pénétrabilité

Elide À = tfèuideÀ

• Mais
,
si le fluide est visqueux, les frottements

à l'interface entraine le fluide et

Élide = Ùfluide à la surface du
solide

.



• Pour une interface entre 2 liquides , on a
continuité des vitesses ( normales pour les fluides
parfaits , totale si visqueux) et des forces

µ,
- Force ton unité

'

d'aire de①→② :

dtÊ¥ = [qj.sn?-- [ À
- Force ② → ① :

Ë② = [%] .ru?e-- - [ À]

[%] est par définition le tenseur des forces
appliqué à ② et la force sur ② est [ Àa
avec MI

,

normale sortante à ②

• Pour les fluides parfaits , il peut y avoir
glissement et seule la force normale est continue :

( [%] .n→) .À = ( [%].si) À

et [%] = - P, [A] , [%]= - P, [1 ] d'où P
,
=P
,

si la surface est courbée , il faut tenir compte
de sa tension de surface 8 ,

ce qui donne

la loi de laplace :

Ë Pini? ✗¥
,

+ %)

Si fluide visqueux :[%] . ni = [ %] -n→



Equation de Navier-Stokes en
Annexe

référentiel non - Galiléen

Dans un référentiel non - Galiléen R (en
mouvement par rapport à un référentiel
Galiléen Ra) ,

on doit rajouter 2
"

pseudo forces
"

p ?Ë = div [t] + paf - pote /Moz) -4JPYg)À
e--

Accélération
.

Force de

d'entrainement Coriolis

à ( Moya ) est l'accélération de R / Ra
au point Î à l'instant t

(Maa) est la vitesse de rotation de R/Ra

Exemple : Surface d' un fluide en rotation
r

Un verre cylindrique contenant un
i liquide incompressible et tournant
'

à la vitesse 1

K¥



• On considère une particule de fluide .

Dans le

repère R tournant la vitesse I
,
la

particule est immobile et Æo→

Donc :

ftp.?gE)*---g-mdP-ys-j-?pg--poE-2pInvI- °
et AÏ = - r À Ë

d'où gmd→ P = paf + rater

et P(r
, z) donc en coordonnées cylindriques :

1¥
a

¥
,

= et ! + et :
-

g

on a donc % = ptr et Ëz = - pg
d' où P = joli - pgz +

Gte

et à la surface libre P =P
.

d'où z
=

z . + Âgé : Surface parabolique


