
Chop VI - Théorie générale de
l'élasticité linéaire isotrope

Cadre général : Un solide S homogène et isotope
soumis à des forces extérieures
ËÈ à sa surface ( incluant les

forces de liaisons ) et des forcesd k"
volumiques ( par ex. la gravité ) .

Rmq : Un moment extérieur peut toujours être
modélisé par une distribution de forces .

Pour éviter une translation et/ou rotationglobale ,
on aËifdsÎ +fdllpgî et NI fois à NDËÈ -fdtlamxpg

.

-

configuration initiale Après déformationavant déformation
"

Y se déforme sous l'effet de Faa et pj . Il
existe un champ de déplacement n'(F) tel que

rt = rt a êtê)
Î I Fosilion dans la configurationPosition dans le

solide déformé
initiale non déformée



Objectif : Exprimer III ) à l'équilibre

I ] Tenseur de déformation
1) Définition

Ë Soient A
,
B 2 points de 8 sépares

de erê dans la configuration initiale .

Après déformation
Œ = ET + être ) - être)

= II + àlraeor) - à IRI)

Pour une direction il = x. y ,z ) avec fr7. ÜÊyz ] ,
nitration) - ui (RT ) ± [¥ . 8rj au Mordre

Mj

= Fui . JP
d'où 8F = Ont + Fei .

= ( [1J +Fr) .ir
Mataient

,

-te Î [ [Et à est le gradient
de déplacement

Fij = Oui%
• La transformation à→ Fr ' implique une rotation

et un changement de longueur .
Or pour les déformations,

seul le changement de longueur compte .



° On sépare rotation et dilatation / contraction en écrivant

¥. = H%÷¥a ) + Il¥, -7¥)
--

Eij : Partie wij : Partie

symétrique antisymétrique
et Œ = dû + [EI . d'ê + Eu] .à

- Or
pour toute matrice antisymétrique 3×3

,
il existe

un vecteur SI /
of Chop I et

[au = ên la÷÷÷!
d'où JE = dû + [ E] . oû + Ia ok
- -

Déformation rotation

• Seule [E ] participe à la déformation
'

au 1er ordre

car Il Fût = ET . = Orion +2 GÎTE] . ET
+ 2ET.fr?io#0
+ Termes quadratiques en [F]

• Dans la suite
,
on ne tient compte que de

[ E ] tel que Eij = Effet + %÷)
Tenseur des déformations

2



2) Exemples On ré - écrit dans un cadre général
• Traction simple les exemples du Chap# .

⇐, iI varie linéairement en n
, y , z

y / / uy
= Aly b-

- Ly|
y = Dla ¥ = - uD¥y - x

idem pour ttz

*
"ÉËËËI

.

¥
• Cisaillement simple

ËFIËÏ: ¥
"

t:p

*÷::c,
"Ï: : " ""¥ ? :o)

A noter que si on applique [F3 à la config .
initiale :

LINKED ( EI) = ET,
montre ↳ +antiÏ . ÊIÏÊÈËËÏ

une rotation près



3) Dilatation et cisaillement

• [ E] est symétrique donc diagonalisable et dans
le repère ( local ) des axes principaux

toits .! Ë: ¥.
÷Æ

Un parallélépipède rectangle est simplement
dilaté avec Iasi = (tt Ei) Eri

et V
'
= Enfoiré, dois = inondas ( 1+9 +Et Est-tu.hn?!-ires)
-

Tr[E]

d'où 1¥ -1¥ = TRES =?d¥i = diva
Tr [ E] = diva est la dilatation locale

et on peut décomposer [ E] /

ÈEI = l'
z
Tr [ ED [ 1 ] + fois - Etre] . )
-
-

Dilatation locale Cisaillement local

de trace = 0

Le cisaillement ne change pas le volume .



Rmq sur la compatibilité
On calcule facilement [ EI à parti de te .

L' inverse n'est pas évident pour 2 raisons

1) [E] a 6 composantes alors queI seulement 3
Tout champ [E) m dérive pas forcément d'un
champ I .

Il existe des conditions supplémentaires
dites de compatibilité

2) Il faut reconstruire [w] pour accéder à I .
Pour 1)

,
si [EI est de la forme Eij = tffuxij + %Ë) ,

alors ifeng.tl?Ioyr-i%fFit-HIiF-iIa#
on montre que si V-i-tjffifg.dz +%Ë)
( i.e. 3 équations de compatibilité) alors 7- u-YEiji-fffij-ffq.it
Pour 21

, wij-t-ztfti-g-fkeietffi-i-ffffigk.fi#)
et on calcule wij là) à parti de la différentielle totale :

dwij-zfwxiidak-fzffiaf.IE#)dxk
d'où wijlrt-wijtol-fgq.gg?-EnlExIj-df#i)d4e

et finalement on calcule à par kiff) - 4ff -{Ejkijtwijldxj



II ] Tenseur des contraintes
1) Définition

%.in?ia?::Eia:::
déforme si le reste de S impose des

forces sur ses faces"

ÏËËË .

%¥ütûüîI¥îüt:
sur une surface de normale sortante DI
est :

DÊ = [D. DI = ( [ton) ds
[ normale unitaire
sortante à dll

⇒ [t] est le tenseur des contraintes

exercées par l'extérieur sur le cube
élémentaire et

Tj =

. Cette définition est valable si DÊ est une fonction
linéaire de DJ

.

Or
, par ex. pour une surface triangulaire :
| → → →

II =
"

¥ ÷ ¥

a f. DST avec DI = -
on devrait donc avoir Æ=dÊedÊ +DI ou E.dË =P



or d'après le PFD avec ta position du centre de
gravité

'

de dll

qdvia = DI + DET +DÏ +DI + qdtlg
-- -

x ai x a x as

donc
,
dans la limite

'

a→ 0
,
on a bien DÎDÎIÈIÈÂ

2) Symétrie
[t] est un tenseur symétriqueË: à moi 9:

""natations iîudiiîiox
.

FÏËË dfg-to.dszt.eu -_ oyzà
dtz :( [B.DÎNÉ Ozyà-ogzà - rzyà
\

→
-

'

selon• dfy est la force sur la surface dsz projetée
sur la force opposée, de normale sortante - DEJ , la
force est -dty .

Idem pour dfz
. D'après le

"

théorème " du moment cinétique :

IÜ = - 2x (oyzà) E + 2 ( tzyà)En
I xftp.iz' ) dll x as donc

,
dans la limite a→ 0

Tyz = tzy



Rmqs : 1) Par définition F- -¥ Tr [Mff1]
d'où une décomposition analogue à la déformation :
[ D= [D) [1J + (m - ftp.HD
- me

= - P Contrainte de
cisaillement

2) ÀÎ = [D.DJ est la force appliquer par le solide
Ë sur un volume élémentaire . Sur le bord

Ët de S
,
n a [ o] .si = DFÏYDS

et par exemple une surface libre impose une

force normale à{ nulle , i. e. à . [D.à = 0
les forces parallèles à la surface peuvent
être # 0

, cf cisaillement juste après)

3) Exemples
En traction simple ,

le tenseur des contraintes est

üï
A

Ë÷¥÷Ï en ⇒ ¥
En à bien [d.¥ ] = [¥ ] et sur
les surfaces latérales [r] . [ { f- [ %)



• le cisaillement simple est plus compliqué
car la liaison impose une force ( pour bloquer
la translation ) et un moment ( pour bloquer
la rotation)

'ËËÏÏË * il :*: "
Tu = FYS, est la contrainte appliquée
× ,
la réaction pour bloquer la rotation

En A
,
on a bien [ D. [ § ] = [ § ]

et sur une surface latérale :

[oisif ¥" )
⇒ la force normale ( E ) est nulle :

on a bien une surface libre
( la force parallèle à la surface
est non - nulle et provient de la
condition de non - rotation) .



II ] toi de Hooke généralisée

1) Expression générale

. On suppose une relation linéaire entre Toi et

[ E ] en introduisant un tenseur d'ordre 4
,
[CI

,

de composantes Cijkl ,
le tenseur des constantes

élastiques , tel que :

[ r] = [ c ] :[EI ou Tij =#Cijkl Ekl
( généralisation de a- EE)

• A priori [ CI a 34=81 coefficients . Mais

[r] et [ E ] sont symétriques et n'ont que
G composantes indépendantes

Cijke = Cjikl = Cijlk = Cjilk
2

⇒ 36=6 coefficients



• Notation de Voigt :

On peut représenter [ t] et [ E] sous forme
de vecteurs avec la convention :

en ÷ }:)
Le tenseur des constantes élastiques devient
alors une matrice 6×6

Tp

ËËI -farinait:6×6

2

Î
Attention

,
on a besoin d'un facteur 2

pour les termes non - diagonaux



• En plus , on montre qu'on peut définir
une densité d'énergie libre mécanique f 1

oij = ¥.jp
,

(cf compléments)

D'après Hooke ¥
,

=

ijld Etre

d'où Cijke = %¥çe=Ê¥, = Cklij
⇒ la matrice réduite [ c ] 6×6 est symétrique

⇒ Un solide anisotrope a au plus 21
constantes élastiques indépendantes

⇒ les symétries du solide réduisent encore
le nombre de constantes

.

Pour un solide

isotrope ( symétrie max;),il n'y en a que 2 !

2) Cas du solide isotrope

Qj = ¥;)
,

= Ee Cijhl Exe ⇒ f- f. H +ftp.fijkllijhee
Y isotrope ⇒ f est une fonction

'

scalaire quadratique,
invariante par rotation de [E] .



• or il n'existe que 2 scolaires quadratiques
invariants par rotation :

( Tr [ EST = l? Eiil
Tr tkt) = ¥ Eij Eji = Eij

. On a donc

j = fou + Était + µËÊ
d
, µ : Coefficients de lamé

et oij = ¥.jp; ht Eii) otij +2fr Eij
Loi de Hooke

ou [o] = X#[EI) [A] + 2fr [ E] pour solides
isotropes

. Il existe plusieurs façons d' exprimer la loi
de Hooke

,
en fonction de différentes paires

de coefficients , avec des relations entre eux
a) On sépare dilatation et cisaillement

[D=Http) fr Et] +2µW -Gtr#A)
- -

B : module de µ
-

- G : module de
compressibilité cisaillement



Ce = µ et D= de E- µ
Module de cisaillement Module de compressibilité

b) On invente la relation
"

en écrivant

Tr [t] = ( 3d -12fr) Tr [E]

et [et ¥43 - zËµ# [MIEN)
que
l'on ré - écrit

[ et Être -¥ tirent [M)
avec

E- µ "¥¥ et t' = 2¥14
Module d'Young Gef . de Poisson

que l'on peut ré - inverser pour avoir :

en = Êtes +¥. truster)

Rmq : on retrouve les relations simples vues au
Chap II. Par exemple , pour la traction simple

µ¥
.

"Et:üt¥ ,
et

[A- ËIE" -

d'En "HÉ:D
[D= E. % :o)



Comme Tr [t] # 0
,
la traction

'

simple
implique du cisaillement .

Illustration :

à

ÏË÷
.

â¥üîükû: ÷:
O avec l'horizontale : DJ = nids

à:[ riff Êtes -- µ:o)as
d'où une force de traction parallèle àà :

DE= À - à = µgsof.tk?Ids--o.oosO.ds
et une force de cisaillement

, perpend . àà

DE = [{sa] . [9¥] ds = stars sino ds
⇒ la force de cisaillement est max. bon 0=450
Ceci explique que , par ex.
lorsqu'une pile de béton
cède
,
elle forme une

fissure avec un angle
proche de 45 °



II]

Equaliondléguitibumécaniquey1) Equation en contrainte

• Par la pensée , on isole un volume V

§ de S
.

La force sur un élément de
vecteur surface sortante DJ :

" DÎ - [D. DI

et la force totale sur 9 est

EII = § [r] . DJ S : surface qui
entoure V

⇒ EÏ
,
est le flux de [t] au travers des

• D'après le théorème de Gauss

FEI -§ dix Et] dit ie
. Fi T.gs#gdV

⇒ dix [t] peut être interprété comme une

densité volumique de force appliquée
• Avec une force volumique comme la gravité,
FÏ ( div to] + pq) du = F

à l'équilibre
statique

• homme V peut être choisi arbitrairement :



div [r] + pot = 0

Equation différentielle que doit vérifier [t]
compte tenu des conditions aux limites

[Min = dÏË sur la surface de S

• Ainsi posé le problème est sous - déterminé car
[ t] a 6 composantes alors que FIT seulement 3 .

On doit compléter par des conditions de compatibilité,
qui s'expriment comme pour les déformations
car Hooke est linéaire : ti

,j + %4E-2%9f.mg.
• On évite ce problème en passant en déplacement

2) Equation en déplacements

. On a § %Ig + fgi
= 0

et oij = Ë ( Eij +¥ LE Eee) %)
= H¥g+ü÷¥Æ Vii)

d'où Fitz figiez te Vii)

etEffet IL Duixtz ¥diÏ+ ¥ divû)



Au final :

Î Dû + y¥àjgmdfdixù) + paf =P

Plusieurs remarques :

Equation de Navier

1) Comme I et Êext ont 3 composantes , le problème
est bien posé .

Pour le résoudre
,
on intègre

l'équation différentielle avec 2 constantes d'intégration .

On en déduit [ E] puis [ 0] et on fixe les

constantes grâce aux conditions aux limites

2) On montre que cette équation admet une unique
solution pour des conditions aux limites données

( donc si on trouve une solution
,
c'est la bonne ! )

Par ex -

,
en traction simple ,

les conditions aux

limites sont :

qq o¥
[ okay ,ziff !f- fr10 , y ,ziff ! f-0

¥¥ËË¥ Irais f- fragilitéf- o
HT [ rlx.ly/zD.tII--ffrD↳ T

[ olx,osti [ ! f- [ %]



Avant
,
on a supposé intuitivement qu'à l'équilibre
⇒ f-HÉ

"

"

¥::*!
Sans gravité, tout champ linéaire est solution

de l'équation du Navire .

Donc
,

s'il vérifie les
conditions aux limites

,
c'est LE champ d'équilibre

or avec aî
, [ dit! ! Effy et [dit: %:)

Et [t] vérifié bien les conditions aux limites ,
donc le à intenté est le bon !

3) Equation linéaire ⇒ Principe de superposition
( équivalent à la méthode solution générale + solution
particulière des équa diff . linéaires )

ftp.zp.ms

÷: ÷:ë÷ï- PÛ À
↳

Un trou dans une enceinte
sous pression

Ù
, [t] = UI

,
[r.] solution + UI, [ri

avec un trou dans un pour corriger
milieu infini les and

.
limites



3) Exemple : Concentration de contrainte
-÷autour d'un trou

7 F On suppose un trou sphérique
←

ÊÜÏ ± (de rayon a) dans une capsule
a- sphérique (de rayon R )
\
,

On suppose une pression externe
L

P
,
interne 0

Quels sont les champs de déplacement et contrainte ?
A cause des symétries , à(F) est radial et

UTF) = ulr) . et

A l' équilibre , en négligeant la gravité
Dû +¥, gnid diva =P

or pour un champ radial ,
roti =P

et rotrotu-gmdds.vn - Dû
donc

,
le problème se ramène à

gmt div à = F

avec dix à = ¥ + Feu
et gnid dixà = fr (¥ + Eu) À =P



d'où ¥ + Eu = Gte ± 3A

Avec v = rien
,
on a ¥= Lra + n'¥ =3Art

d'où A- Art + B et u = Ar *¥

⇒ Tout problème de symétrie radiale admet
une solution de cette forme .

A
,
B dépendent

des conditions aux limites
.

Avec n→ radial
,
[ E ] est diagonale :

za

[ Et- [% Ïgo !! ! ¥EI¥E.+

!

( Eqq
t'
Eoo

y
%

avec Err = 0¥ = A - ¥,[
*

= Eyq = ¥ = A + Es

et [D= Êtes + tres) [13)
-

= 3A

2



donc on = ( A-¥ +÷ . 3A) l' it -¥
↳ = qq = . . .

= ÉLIE A +E)

- Conditions aux limites :

% (a) = 0

{ En IR) = - P
Dans la limite RDA , ona

%Cr) = - P ( 1- ¥ ){ tout = - P (1 + EI )
•

←ŒÊa.
a

⇒ le trou induit une perturbation locale
des contraintes ( ↳ comme %)

⇒ Top augmente près du trou qui concentre les
contraintes ( analogue à l'effet de pointe en
électrostatique)

2

2



Pour un trou ellipsoïdal , on trou à l'extrémité

-

- Joo -_f) ( tt x E)
<a-

{
> Constante numérique

⇒ plus le trou est fin , plus il concentre les
contraintes

Si on admet qu'une fissure se propage si
Top) fait ,

on voit que plus une fissure est
fine , plus elle est dangereuse

⇒ on perce des trous
_

à ses extrémités
C-


