
Chap I - Fluides Parfaits

• Fluide parfait = Fluide Newtonien incompressible
où les effets de viscosité sont négligeables .

• Cette approximation est valable

1) En regime permanent lorsque
le nombre

de Reynolds Re = ff1 » 1-

2) En régime non - permanent sur des temps
courts où la diffusion visqueuse n'a pas le
temps d'opérer

. On a alors l' Equation d' Euler ( 1757)

p ( jet + F.giad)û/ = -griot P + pg→ 1avec div Û = O et
p
= Gte

I] Bilan de quantité de mouvement
• Permet de déterminer des propriétés de l'écoulement}(comme la force du fluide sur les parois )
sans résoudre l'équation d' Euler .



Un exemple classique : quelle¥ Ek est la force du fluide sur
une conduite rétrécissante ?

1) Equation de conservation

• On considère un volume V fixe .
la variation

de la quantité de mouvement dans V est

¥
,

pû du =/ q Et du anti fixe
x

et p
= Gte

Or d'après l' équation d' Euler :

p ¥7 = - plûgrad)à - Fad P + pg→

qui se ré-écrit

p !Ë = - div ( p [û④û] + P [D) + pg→
-

Produit diadique [À④À] ij
= tivj

Démo : en direction à

dix / [à>④û3) fi = Tg%¥f- = vi¥Ë+È%%Ïj
div ( PEN) ! -= ? .JP?ji--- ¥

.

.



• Cette équation est de la même forme que
le

bilan de masse ( ¥ = - div / fr7 ) avec

une variation locale de fil dur à :

1) Flux d'un tenseur d'ordre 2

[ Tl] = q [ v70
À] + P [A]

le
"

tenseur flux de quantité de mouvement
"

2) Un terme source fg→

• Pour V fixe ,
on a

[pû d" =
-

{div (p [û④û] + P [A])du
+fpojdv

et d'après le théorème de la divergence avec

ET☒ À] .net/,i=-j2titjnj=Ni&.nY

→n→ et À la normale sortante à V

DÉJÀ du = -ftp.lv.n/rP+PnYdS+fpg-dV
s

-

Variation locale
= FM
-

FFForces dues

de pli d'entrainement aux contraintes volumiques



• Et en régime permanent :

§ plâne)À ds +f.Pû ds - { pg→dV=Ô

2) Application à la force imposée par un

fluide sur une conduite

÷

"

÷.

• On considère une conduite de révolution parcourue
par un fluide parfait ( il n'y a pas de

forces de frottement sur les parois , seule la

pression
du fluide agit) . On néglige la pesanteur .

• On calcule le bilan de quantité de mouvement
au volume V bordé par /f) + (E) + (s) = /Ça)

• Sur ( s)
,

la condition
.

de non - pénétrabilité
'

impose
F.À = 0 et sur ls

, ) et ( E) , l'écoulement

est unidirectionnel et À = H
, ej ou Kej



d'où { q Irini)Tools f- puis, + qui E) ej
• Laforce de la

paroi sur
le fluide est f- PÛ ds

/ (s)

donc la force du fluide sur la paroi est

Ê= / Psi ds |
avec À

,

normale

sortante au fluide )
. Par symétrie ,
Î est selon (Oz) et selon cet axe :

- puis, + puis, + F - P, § + Pas
,

= 0

en TÉTÉcontenant

est unidirectionnel
,
Piste

, of
écoulement Couette plan .

d'où F- ( P, + qui) S, - ( Pa + puis,

• D'après le théorème de Bernoulli (cf après ) ,
P
,
+ { qui = P

,
+ E p UE

et d'aprés la conservation
.

oh la masse
, équivalente

à la conservation du débit : D= puis, =p Uasz
• Au final :

En
F = Il { -H - E puis, µÈYÊ)
Pas forcément ) o !

j y
- - nn /

v

•



TI] Théoùmedrtsernouli

1) Démonstration

. D'
après
l'équation d' Euler en régime permanent

p LÀ
- giadv = - groot P + pg→

or on vérifié que § -giàd)Û = Fraid (E)-tvarotv
• Donc en intégrant le long d'une ligne de courant

B
B

ÇÎû qq.ME/.d-ii+f?v7rotvY.dn/
°

A un DJ HÔ
A

→

= -{
"

gmd-P.diT-fqg.dnT.is
et

p (¥- ¥) = - ( Ps - Pa) + fglzis - za)

En regime permanent, le long d'une
ligne de courant

P + pÊ - pgz = Gte

• P+ PÈ s'appelle Pression totale ou Pression de

stagnation
.

car

,qq.p.FI#-Ps--Po+l ¥

_

I



• Pour un écoulement irrationnel
,

Tot v→=0→

et l'équation d' Entrer en régime permanent
se ré - écrit :

groot ¥ + P - pgz)=Ï
et P+

y Ê + pgz
= Gti dans tout le volume

d'un écoulement ir rotationnel permanent .

Rmq : le théorème de Bernoulli traduit h bilan

de l'énergie cinétique
En utilisant la même technique que pour le
bilan de fÂ, on a

ft ( tapi) = - div ( à / Pq É )) + pop. et
= - F. girond ( P xp ! - pgz)

En régime permanent , % / {pi) = 0
et Rip Ê- pgz est perpendiculaire à Û et

donc constant le long d'une ligne de courant .

I

I
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I
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2) Exemples d' application
a) Effet Venturi

Par conservation du

débit
, VESEY > "a

Un Pp Uz,Pz

a P
,
+ { qui = P

,
+ { qui donc PdP

,

⇒ Effet Venturi :
"

:P diminue là où v augmente
"

• Effet souvent utilisé pour expliquer la portance
d'une aile d'avion .

Mais cette explication simple
est incomplète car (1) les lignes§←À_ du courant ne se reforment pas
en aval

et (2) il n'y
a pas

de portance sans circulation

( i- e . T' =/v7 DT to , of Effet Magnus plus tard)
e

• Par contre
,
l'effet Venturi explique la

lévitation d'une balle de
ping-pong dans un

courant descendant dans un entonnoir

ÆH



b) Tube de Pitot
pour mesurer

la vitesse d'un

fluide

*" =

Un liquide f.gh

A est un point de stagnation Pa =P, +{ pu
?

Si la sonde est sufisamment petite ,
elle ne

perturbe pas
l'écoulement et Vpçu et Ppç Po

d'où Jp U
'

=p, gh

c) Formule de Torricelli

soit , Po
A quelle vitesse sort le fluide ?

;
Po

On a ↳ = ¥4, « U
,

et * + {µ + pgh = #{ qui

4=147



d) Effet Gandia ( Henri Ganda 1886-1972
,

père de
l'avion à réaction )

. Autour d'une aile d'avion
,

les lignes de courant
pourraient se

}Ê décoller

Mais dans la pratique , elles suiventle profil de l'aile .

C'est l'effet Ganda selon lequel
"

un fluide
en écoulement tend à suivre le relief

"

. Son origine est encore mal connue mais il

vient au moins en partie des forces de

frottement qui retiennent les particules à l'interface
• Plein d'effets amusants comme éteindre une

bougie derrière une bouteille ou la déflection
d'un jet d'eau par une cuillère .

• Supposons un écoulement localement

circulaire v→- v/r) èé
•

et là . groot)Â= - Ê ET
D' aprés Euler : - PÈ À = - % ET

P augmente vers
et %
, =p¥ ⇒ l'extérieur de

l'écoulement



D'après Bernoulli
,
si P augmente

vers l'extérieur
,
À diminue

.

Po

Application à la lévitation d'une balle de

ping-pong
dans un flux d'air incliné

Ë¥¥njÎ
: forces de frottement

HI] Ecoulements irritationnets ( permanents)

• Un cas particulier de fluide
"

plus que parfait
"

est lorsque , en plus d'être incompressible et non

visqueux, un écoulement est aussi irrotationnel avec

notre = J'

• C'est en fait le cas des exemples discutes
_

jusqu'à
maintenant car les écoulements rotationnel

implique généralement des tourbillons
. En plus , on va montrer que pour un fluide
parfait , un écoulement initialement irrationnel
tu reste à jamais ( Théorème de Kelvin )



• Comme note À =
J'
,
il existe un potentiel

des vitesses § tel que
v7 groot §

( on parle aussi d'écoulement potentiel )
et comme divv70

,
$ est solution de

l'équation de Laplace
avec des conditions aux

A-¢ = 0 limites du type grad-cf.in?-0
sur les obstacles

.

et on montre
que § est unique ( à une constante

près ) .

• Inversement
,
si on connait ¢ tel que 1¢ = 0

alors on connait F- grid § qui vérifie
divÛ = 0 et not v70

.

Alors avec P donnée

par le théorème de Bernoulli P=
- pif +qgztsk

on a giad ( P + pÊ - pgz) = 0

d'où pgmd→Ê = qûqmd)û- v7.wTÜ°
= - grid P + pg→

donc À est bien solution de l'équation d'Euler

_

I



1) Théorème de Kelvin

Pour toute surface S s'appuyant
là

sur un contour C porté part +8T
l'écoulement :

C.it

Et! lrotùtnds = ¥.fi?dl--0
Donc si initialement rôtit =Ô dans une zone
de l'écoulement

,
elle le reste dans l'écoulement au

cours du temps .

Démo : ¥ feû À -- {
"

Êtdl +{à:#dit
et{ DË . À

= j-fegradl-P-pgz.de = 0

Entre t et test
,
À '

= ( [1 ] + [a] . Gt) À

donc ¥¥- = ŒjtÂ_ = [a] . À

d-

t.DE?-=EjviY;-g.dlj---?g.!-g.tE).dlj--gmd7EY.dl-
d'où fier:#dl-Y-jgradl-Y.DE = 0



2) Exemple : Cas du cylindre statique

Un cylindre de
rayon

R
'

→
dans un écoulement uniforme
à l'infini avec v7 Hej

. Sans le cylindre , § (r,O) = Ux = Un cas 0

• On cherche une solution de la forme

¢ / r
,
o) = $

.
hot + 8$ trio)

8$ = 0 pour r) R

8¢ = Gte = 0 à l'infini ( pour
retrouver

avec { l'écoulement uniforme)
grad-W.ru?---grTidcfjnT---UeosOenr--R
✓

pour avoir v7n→= 0

le laplacien en coordonnées cylindriques est

± £4 :¥ ) + ± !¥- = °

On cherche une solution de la forme
8$ = Efnlr) eine avec fn solution de

% (r ¥) - E- fr-0 ne 1N

⇒ fn (r) = Anr
"

+ Bn r
- n

.

θ



A cause des conditions aux limites
,
seul n = 1 est non nul

et par symétrie 0/-0 ,

8¢ = C + ( Ar + E) cost

A l'infini , 801--0 ⇒ A= C = 0

D'où t-gmdo-ff.EE + ± # À
= ( U -Ê) coster - (U + ¥/sino Ë

et F.ET = 0 en r = R d'où B = UR
'

F- U ((1- E) coso ET - (1-1 E) sino éé )
et grâce au théorème de Bernoulli

,
on connait

P en tout point :

Pas + Jp U2 = P + Jp v2

•

-4f ±
Il
y
a 2 points de stagnation

\
.gg
,

et on retrouve l'augmentation
de vitesse sur les côtés attendue

par la conservation du débit .

Ps = Ps , = % + { pli : Pression de stagnation

2

2



• Notons
que sur l'obstacle

,
À= -- ZU

.

sino ej f-Ô

car sans viscosité
,
le fluide peut glisser

librement le long du cylindre .

Physiquement , il existe une zone d'épaisseur
réduite

,

dite couche limite
,
où la vitesse passe

de 0 à une vitesse de l'ordre de U
.

-

Dans la couche limite
,
d'épaisseur 8 faible ,

Re = f4,141 et la viscosité ne peut être négligé
L' approximation de fluide parfait n'est valable que

hors de la couche limite
.

3) Force sur le cylindre : Paradoxe de d'Alembert

( avec
À
,

normale*
tü (Sint Ê=/ PÛ ds sortante au fluide)Ë (Sint)

✗ x avec P = Pas + { qu' _ { p Ù(r, O)

On appelle F
, ,
la trainee

Fy , la portance



On par symétrie P lo ) = P f0 ) = PUT-O) = Ptto)

et F-
>

=À

fin

V (seit) On retrouve le même risaltat

↳ï (Sint) en utilisant le bilan de

Ë quantité de mouvement :

ç*ËÂÊ +/ plein)û dsLà> (Sixt)

+ {
six,

PÂ ds +↳
*,

PÂDS = 0

d'où Ë = -| qlûnîlvds - | Pû ds
(Sed. )

(Sixt)

les intégrales ne dépendent pas de (seit) .

Donc on

peut choisir un cylindre de
rayon

R
'

→ a

Comme % ~ ¥,, , les intégrales impliquant

rç,
décroissent comme /Ê. . R

'

do - ¥ ¥30

F
,
= Fy = 0

⇒
En l'absence de frottement, le fluide
parfait n'impose pas

de force sur l'obstacle



• Ceci reste vrai pour un obstacle de forme
quelconque ,

en 2D et en 3D

⇒ Une aile d'avion n'a pas de portance
dans un fluide parfait (sauf s'il y a
une circulation

'

non nulle
, cf aptes )

• Réciproquement , un fluide parfait n'oppose
pas de résistance au déplacement d'un objet

4) Ecoulement avec circulation

→

u → ?⃝
→

• Supposons maintenant que le cylindre tourne sur
lui - même et entraine le fluide au travers de

la couche limite
.
On a alors une circulation

F-{ii. À =/ 0

qui s'ajoute à la condition
'

aux limites À.sn?-0smC.

• Rmq : on peut toujours avoir TôtÀ =À cou C

entoure l'obstacle
, pas le fluide .



• le nouveau champ de vitesse est obtenu en

rajoutant un champ de type tourbillon :

m = U /1- Ê ) cost va = -4/1-1?_? /sino +I.
2Fr

En reprenant les calculs précédents , on a

Fx ( trainée) = O et Fy (portance) = - PUP -1-0
C'est l'effet Magnus , qui explique la trajectoire
des balles en rotation

Pz > Po
→

"ma"

4 → ⇒

→
→

Bernoulli f.Fy

24+4*724 Ps ( Po

• Rmqs il

7f a

HK 41T UR IN > KITUR
2 points de stagnation 1 point de stagnation
sur le cylindre hors du cylindre et

des boucles fermées
de courant autour de le

2) la théorie de Kutta - Jankowski / début du 2èsiècle)
explique la portance de l'aile d'avion par une circulation
non nulle autour de l'aile .


