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Chapitre 1

Mécanique newtonienne

1.1 Rappel:les lois de Newton

La deuxieme loi de Newton est ‘é—f =F (?,?)
— mi = E(7F) est une équation différentielle du 2°ordre c’est-a-dire
étant donné r(ty) et 7(ty), Newton détermine r(t) pour toutt > t.
— valide dans un référentiel inertiel (galiléen). Deux référentiels iner-
tiels sont liés par une transformation de Galilée :
1. translation spatiale # =7+¢, t' =t
2. translation temporelle ¢ =t+c¢, ¥ =7
3. rotation 7 =R¥, R€ .#;(R) / R'R =13 et detR =1
4. transformation propre de Galilée (boost) 7 =7 —3t, t' =t
— principe de relativité
— plusieurs particules 7, i=1,...,N
Newton : m;7; = Fi(71, ..., N1, - 7N)

1.2 Inconvénients de la formulation newtonienne

1.2.1 Changement de coordonnées

Les équations de Newton m7 = F sont formulées :

— dans un référentiel inertiel
X

— en terme de coordonnées cartésiennes 7 = | y
z
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Par exemple, on peut étudier le passage en coordonnées cylindriques (,6,z) :

x=rcost, y=rsinf, z =z

d2
m@(rcos 0) = Fy
a2,
m@(rsmﬂ) =F,

m(¥ — r6%) = Fycos 6 + Fysin6
m(rf — 2#0) = Fesinf — Fycos 6

mr = F,

Les équations ne sont plus de la forme
mo = Pg

1.2.2 Référentiels non galiléens

coswt —sinwt 0

Pour les référentiels en rotation, 7 = | sinwt coswt 0|7
0 0 1
(1) . O
ce quidonne, m¥ = —2m(& A7) -mi A (OAF)+F avec @= [0
force d;rCoriolis force c;rqtrifuge w

1.2.3 Liaisons

Dans un systeme avec des contraintes internes, les coordonnées ne sont
pas indépendantes.
Prenons I'exemple simple du pendule :

[\

? X — Z 0
X Contrainte : X? 4+ Y? = [? ol c.os
vi Y =Isin6
= T
0 Newton : force de liaison F; = (i/() T ou T est la
m
gI tension du fil.
Il faut déterminer T tel que X? + Y? = [
o B T d2 3 o .
Newtor - {mX = —TTX N {mg(lsm(ﬂ = —Tsin6
mY = —1Y —tmg m@(lcosG.) = —Tcos 0+ mg
Apres calcul, on obtient 6 = —$ sinf et T = ml6? + mg cos 6.La premiere
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CHAPITRE 1. MECANIQUE NEWTONIENNE

équation donne la dynamique du pendule. Le résultat est simple mais la
dérivation est longue.

1.3 Limites de la mécanique newtonienne

1.3.1 L’électrodynamique (Maxwell) n’obéit pas au prin-
cipe de relativité

Si on a les équations de Newton et Maxwell dans un référentiel R, et

que les équations de Maxwell sont modifiées dans un référentiel R’ alors

les équations de Newton seront également modifiées. Ceci est résolu grace
a la relativité restreinte.

1.3.2 A des distances microscopiques

Les formulations lagrangienne et hamiltonienne sont a la base de la
mécanique quantique.
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Chapitre 2

Formulation lagrangienne

2.1 Equations d’Euler-Lagrange

On considére le cas d'une force dérivant d"un potentiel (conservative) :
mf=F=— grad V(7) = —VV(7)
Définition. Le Lagrangien L est défini par :

T = E. = ymr?

L=T-V ou _ _
V est 1’énergie potentielle

Remarques.
— Cen’est pas l'énergie: E =T + V = cste
— On considére L comme une fonction de 7(f) et ?(t) et on considere 7
et ¥ comme des variables indépendates. Ici, T = T(T") etV =V(7)
— En général, L = L(?(t),i."(t),t) fonction de plusieurs variables.

Définition. Equations d’Euler-Lagrange associées a un Lagrangien L :

AN
dt \ ox; 8xi_
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On peut faire le calcul pour L =T -V :

oL mZx = mx; d oL = mX;
axl axl - dt 8 -

oL _ v
axi N ax,-

. OV .
Ainsi, Euler-Lagrange donne mX; + Py 0 etonretrouve bien Newton.
i

On a une maniere équivalente de formuler les équations de Newton, et on
verra les avantages de cette formulation plus tard.

oo - — — axi’l
Pour N particules : m;7; = F; = —V,;V(71,...,7y) avec V; = | 0y, 2
ax,-,S

1 .
Le Lagrangien s’écritalors L =T -V = 5 Zmi?lz —V(#,....7N)
i

d / JdL oL

D’ot Euler-L L =0, i=1,...,N, j=1,2,

ot Euler-Lagrange : (axi,]) ax;, 0, 1 ] 3

Cela reproduit bien Newton.

Notation. Parfois (souvent), on va numéroter les 3N coordonnées comme

x;aveca=1,...,3N

oL oL
)ik

d
Euler-Lagrange s’écrit alors — T ( T Fr

2.2 Changement de coordonnées

Théoreme. Les équations d’Euler-Lagrange ne dépendent pas du choix des coor-
données.

Un changement ce coordonnées s’écrit x;, — g, = qa(x1,...,x3N,t) et
est bijectif donc la matrice jacobienne est inversible.

aq; -1 ox;
Pour rappel : | = <—> et [T = <_
9% ) 3 99; ) 3n

Théoreme. En terme de q,, les équations d’Euler-Lagrange deviennent :
d(oLy oL
dt \ 94, s

10




CHAPITRE 2. FORMULATION LAGRANGIENNE

Démonstration.
Remarques.
. d 04 0, aq aq i 8q
L qa= @‘lu(xl,...,xm) = Zaxz at a Z ; a
X . oxp . 9xp
2. de méme x;, = ;a_qaq” T
. . ox,  0xp
3. % (q(t),t), % (q()A(1)1) et |2 =32
o@D, B4 et Tt =5

En terme des nouvelles variables, ona L(q,4,t) = L(x(q,t),%(q,4,t),t)

oL <aL E)xb oL axb )
9 Z il

0. 0xp, 04, 0x}, 8qu

a Xp 82
Z dc + 3s at (Remarque 2)

04499,
oL aL axb
—— =Y —— (R 3
3% ;axb 7 (Remarque 3)
d’ou
d/oL\ d / dL "\ 9x, oL d [dx,
E(B_éa) N ;d <8xb)aqa +Zaxb dt(aqa)
—_——
0 8xb d axb
91900 T 3. 90,
donc
4 (ALY AL _am(d (L) ALY
dt \ 94, 09, ~ 94, \d %) axbj n

Par exemple, prenons V = 1k72 en coordonnées cylindriques.

m = —VV

1 - 1 . . .
T = —mi? = Zm(i* + r*6* 4 22)

% 2 = L=T-V
V= Ek(r2 + 22)
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Euler-Lagrange :

pour 7 : %(%)—g—iz() =  mFf—mré*+kr =0
pour 7 : %(3—2) —g—g =0 = rP6+2r70 =0

2.3 Liaisons

Pour un systeme de N particules, on a 2N ou 3N coordonnées suivant
si on est dans R? ou R3. Dans le cas de liaisons, ces coordonnées ne sont
pas indépendantes.

2.3.1 Liaisons holonomes

Définition. Les liaisons holonomes sont représentées par R contraintes de
la forme fy(x,t) =0, a=1,...,R.

On peut alors éliminer R coordonnées, ce qui donne les coordonnées
généralisées indépendantes g;, i =1,...,3N — R. Alors x, = x,(g;,t).
Par exemple, pour le pendule, on a deux coordonnées x,y reliées par la
relation f(x,y) = x*> + y> — 1> = 0. Il y a donc une coordonnée généralisée
§ avec x =Icosf, y = Isin®.
Considérons maintenant le double pendule :
> On a quatre coordonnées x1,y1,x2,y» mais on a deux

fi =xityi-G=0

h contraintes :
Y G, o =2—x1)?+(—n)-5=0
| I, Cela fait donc deux coordonnées généralisées 6; et
3 i 02, ce qui donne x; = Ilysinby, xp = Iysinf; +
! lz sin 92 sooo

2.3.2 Lagrangien d’un systéme avec des liaisons holonomes

= Lo+ ZAmfzx(x/t) = L(xazia/)\zx//‘\mt)
o

Les A, sont des coordonnées supplémentaires appelées multiplicateurs de
Lagrange.

12



CHAPITRE 2. FORMULATION LAGRANGIENNE

On passe alors a un systéeme de 3N + R coordonnées indépendantes. On
peut alors réécrire Euler-Lagrange :

d /JdL JoL
P : — =
our Ay, i (8)\ ) . 0
0 — fo = 0= f, = 0 — contrainte
d /JdL oL
Pour x; : E(a_aza)_a_xa_o
d /dLy dLg 0 fa
af(aia> 9xs 2: Dy
Newton s.;;s liaisons forces de liaison

intuitif — principe variationnel

Appliquons cela au pendule simple :

floy) =2 +y =12 =0

L= om(# +3) + mgy + A +y° )

Euler-Lagrange donne alors :
mij —mg — 2Ay =0
~—
force de liaison ZA:%

24P —12=0

Les multiplicateurs de Lagrange sont presque les forces de liaison. On re-
produit Newton avec liaison, ce qui procure deux avantages :

1. une maniere systématique d’établir les forces de liaison

2. il faut résoudre les équations "a la Newton" (éliminer T...) — on
peut faire autrement !

2.3.3 Multiplicateurs de Lagrange et changement de variables
Originellement,

xa —> ql

contraintes f, indép.

13
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Maintenant,

oA} — A{qifara}
indép. 3N+R 3N—R+R+R

Par exemple, pour le pendule : {x,y,A} — {6,r2 — I2,A}
Alors, L = Lo(q,(f),4,(f),t) + Y_ Aafa et pour une coordonnée généralisée

14
gi, Euler-Lagrange s’écrit :

d oL\ oJL _ 0
dt\og;) 9q;
Reprenons I'exemple du pendule : on a une coordonnée généralisée 0 et

1 . .
Lo = 5m(# +§?) + mgy
= %mlzé2 + mlg cos B = L(6,6)

On écrit Euler-Lagrange :

d a E)L 2% .
d /oL oL ..
en fy : i (E) — E =Ay =0 (force de liaison)
d [/ dL oL :
en Ay : a (a) o fa=0 (contrainte)

2.3.4 Recette (simple) pour la dynamique d’un systéme contraint

Si on ne cherche pas I'expression des forces de liaison :

1. Exprimer le Lagrangien Ly en terme de coordonnées généralisées
indépendantes g;

2. Calculer Euler-Lagrange pour Lo(g;,4;,t)
3. Résoudre les équations (peut rester compliqué...)

Reprenons cette fois-ci 'exemple du double pendule. On a 4 coordonnées
x1,X2,Y1,¥2 donnant la position des masses m; et m,, et on a vu qu'on a 2
coordonnées généralisées 0 et 6, avec les relations :

x1 =l sin 6y Xp = 11 sin 6y + [ sin 6,
y1 = ljcosbq Y2 = Iy cos by + I cos 6,

14



CHAPITRE 2. FORMULATION LAGRANGIENNE

Alors :
]. .2 02 1 .2 02
Ly=T—-V = Eml(xl + 1) + §m2(x2 +v5) + migy1 + magyo
1 [ 1 . o o
= E(ml + mz)l%(?% + Emﬂ%@% + mylq12010, cos(6, — 01) + m1gly cos 6,
+ mpg (I cos 01 + I cos 6)

2.4 Liaisons non holonomes

Une liaison est non holonome si elle ne peut étre mise sous la forme
fu(x4,t) = 0. Deux exemples de liaisons non holonomes :

1. une inégalité, sur la sphere par exemple : x* + y? > R?

2. une contrainte qui dépend de la vitesse : f,(x,%,t) =0

2.5 Potentiel dépendant de la vitesse

Pour l'instant: L = T — V avec V = V(x,), c’est-a-dire une force déri-
vant d’un potentiel F = —VV
Considérons une particule chargée dans un champ électromagnétique.
Newton : m¥ = Eprentz = q(f +7A B)
Pour rappel, il existe un potentiel scalaire ¢ et vectoriel A. En effet,

divB=0< B = H A localement (lemme de Poincaré)
- — —>
rotC =0« C= grad W idem
Ona:
B=rotA
E=—grad¢ — —
gra o

On pose alors le potentiel généralisé :

Vep(Frt) = q(¢p(7t) — FA(FL))
Théoréme. L = T — Vgp décrit Newton-Lorentz.

15
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Démonstration. Calculons Euler-Lagrange : & <a—L> — o

ar\ 57 oF
aa—; = mF + qﬁ
% (%) = mF+q (%A’ + ax;% + ayA’g—yI; + ag%)
= m#—l—q(%ff—i— 7 @)A)
grad L = —qgrad ¢ + g grad (7.4)
Donc
mr = —Q%A —qgrad¢ — q(F. grad) A + g grad(7.4)
c;lcf q%/\‘;g’)cfl’

On retrouve bien la force de Lorentz. O]

16



Chapitre 3

Principe variationnel

3.1 Principe de moindre action

Pour l'instant, les équations d’Euler-Lagrange donnent % (%) - % =

OpourL=T-V
Mais quelle interprétation peut-on donner a cette équation ?

Définition. Pour une particule avec une trajectoire x(f), et un Lagrangien
L, on définit son action :

S[x] = /tzL(x(t),aE(t),t)dt

5]
La trajectoire est celle pour laquelle I'action S est minimale.

Remarques.
— S est une fonctionnelle, ¢’est-a-dire une fonction d’une fonction :
S: X —>RouX=/{x:[t,tz] >R /x(t;) = x1, x(t2) = x2}.
— S n’est pas un fonction de ¢
— [L] =kgm?s2 =]
— [S] =kgm?s™! =]s

Théoreme (Principe de moindre action (Hamilton)). La particule “choisit”
la trajectoire physique pour laquelle I'action S est minimale.

Comment trouver cette trajectoire ?

On cherche 7 tel que f'(x) = 0. Ici, on doit minimiser une fonctionnelle

S donc ”di—&x] = 0" (calcul variationnel) mais x est une fonction!

17
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) = (%) + O(e%)

Concretement, on cherche ¥ tel que f (X + 06X
—~—
€
(e

Il faut donc calculer 6S = S[x + dx] — S[%] =0 ) Vox

Calcul de 4S

tz . .
5S = S[% + 6x] — S[x] = / L(%+ %%+ 6%,t) — L(%,3,)dt
f
Taylor koL oL

. L d
= . géx + gdxdt mais 0x = §§x

b 9L d oL
—/t §x£+(a(5x)£dt

1

b /9L d /oL oL1™
IPP
—/tl ‘”‘(a‘a(@)d’** {‘”‘ah

——
oS =0
car 6x(t1)=0x(tp)=0

58 =0 Vox = % (g—i) - g—i =0 équation d’Euler-Lagrange.
Remarques.
— Techniquement, Euler-Lagrange # minimum pour S.
— De plus un minimum est local, pas forcément global.
— Avec plusieurs coordonnées x,(t) , on cherche la trajectoire %,(t)
telle que 6S = S[x, + ox] — S[x,] = 0 Vox,

f2 2 oL oL _.
(S.S—/t1 Ld_t—/tv1 ;a—%dxa-i‘;a—.iadJngt

-fe @5 %)
t1 g dt axa a.x.:a ,

—0>EL.

— Convention d’Einstein : x,y, = Y, XaVa

— Interprétation géométrique d’Euler-Lagrange, ce qui explique 1'in-
variance par changement de coordonnées.

— Non-unicité du Lagrangien L — L + $F(x,t) — E.L. invariant.

En terme d’action S — S + fttZ %dt =S+ F(x(t)t) — F(x(t2),t2)

1 _

JX:O\Ear cst

18



CHAPITRE 3. PRINCIPE VARIATIONNEL

— Principe variationnel : cf. optique géométrique,principe de Fermat.
— Ici, la mécanique newtonienne est décrite par une action, mais c’est
vrai pour toutes les interactions fondamentales :
L= 8(R_+FEuF" +pDy)
J —— =
Rel. Gén. (. iell  Dirac
— Le principe de moindre action est contre-intuitif : toutes les trajec-
toires sont empruntées en méme temps ? — méca. Q.
— En méca. Q. : Feynman — intégrales de chemin.

3.2 Liaisons et principe variationnel

Pour un systeme avec des contraintes, on doit minimiser une fonc-
tion h(x,y) sous condition f(x,y) = 0 (par exemple les courbes de niveau
h(x,y) = cst. La méthode standard :

— Résoudre f(x,y) = 0 poury = yr(x) tel que f(x,yf(x)) = 0 (peut

étre difficile...)

— Minimiser h(x) = h(x,ys(x)) en fonction de x

& —— + ——== =0 résoudre pour x.
x

— Méthode par multiplicateur de Lagrange.
yr définie par f(x,yf(x)) =0

Dérivée : % %aale =0, acombiner avec la remarque précédente
- axh) .
= Vh = \%
&
M
En effet : ok = axf%

Traduction en probléme variationnel de H(x,y,A) = h(x,y) + Af(x,y). Ex-
trema :

f=0
Prenons 'exemple du rectangle de plus grande surface : il faut maximiser
h(x,y) = xy sous la contrainte x +y = JL.

H(xy) = x]/—)\(%L—x—y),Cequidormey =A, x=A, %L—x—y:O.
Les deux premieres équations nous disent que la solution est un carré!

19
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En TD, on a vu le méme probléme avec des fonctionnelles : S[x] a extrémi-
ser sous condition F[x] = 0. Pour cela, on extrémise S[x] + AF[x] ...

On peut prendre I'exemple de la chainette dans un
champ de gravitation.
Il faut alors minimiser Upo;.
Ici, A est une variable, pas une fonction.
F[x] = 0 est une contrainte globale. Avant, on avait une contrainte locale :
f(xs) = 0 YVt = nombre infini de contraintes globales = A fonction de ¢
Fyy[xa] = f(xa(to)) Vg — Ay
= on doit extrémiser S[x,A] = S[x| + [ F[x]Adt = [L+ A(t)f(t)dt

————

L

20



Chapitre 4

Symétries et lois de conservation

4.1 Introduction

Définition (Symétrie). Un systeme est symétrique s’il est invariant par une
transformation de coordonnées. Plus précisément, si x, — xl(x,t), t —
t'(x,t), le systéme est invariant si les équations du mouvement explicites
sont les méme en terme de (x,,t) et en terme de (x,t').

Il y a deux fagons de voir un changement de coordonnées :

1. Transformation passive : je change mon référentiel pour décrire mon
systeme physique. Symétries : les deux observateurs identifient les
mémes lois de la physique (ex. : lois de Newton par transformation
de Galilée).

2. Transformation active : dans un seul référentiel, on décrit deux sys-
temes physiques qui obéissent aux mémes équations du mouve-
ment. C’est le point de vue "pratique".

Il y a deux types de symétries :
— Symétries discretes x, — —x, (ex. : réflexion)
— Symétries continues x, — x; + ¢ (ex. : translation, ¢ est un para-
metres continu)
Souvent pour les symétries continues, il suffit de considérer la transforma-
tion infinitésimale, c’est-a-dire x}, = x, + €.

4.2 Exemples : transformations spatiales

X—=Xx+¢ tt=t + X =% X¥=%

21
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4.2.1 Particule libre

mx = 0 dans R = m¥X = 0 dans R'. 1l y a les mémes lois physiques
dans les deux référentiels. Lagrangien L = 5 \x\z =37 Lz )2

4.2.2 Oscillateur harmonique

m¥ = —k¥ = mX = —k(¥— ) Les équations dans R et R’ sont
différentes. Le potentiel de l'oscillateur brise l'invariance par symétrie.
L =im|¥?— 1k|z?

4.2.3 Systéme fermé de deux particules
Ona ¥ = X1 + ¢, X, = X, + C. Le Lagrangien s’écrit alors :
L=T-U= zmlx% + Imy¥3 — ik(xl —%)?

—_—
potentiel invariant

On ala méme physique ! Pour un Lagrangien invariant par transformation
spatiale, L(x,,%,,t) = L(x},x),t') = L(xz + ¢,%,,t)

424 Systéme a N particules
xa, A=1,...,N critere de symétrie :

L(J?a,f;’a,t) = L(X; + £, 1 t) transf. inifinitésimale ¢

=L xa,xu, +E Z—-!—O

Taylor axA
A,_/
AL=0
L ) — , .
ol Fr dy, | (grad par rapport aux coordonnées de la particule A).
0z,
0= §ZaT = §Zi< a;L > — iﬁ = 0avec P = BLL impulsion du
" 0X = dt 9% 4 dt 9% 4

systeme.

On remarque qu’'une symétrie du systéme implique une charge conservée
(intégrale du mouvement). Translation spatiale <+ conservation de 1'im-
pulsion.
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CHAPITRE 4. SYMETRIES ET LOIS DE CONSERVATION

4.3 Théoreme de Noether

Théoreme. S’il y a une symétrie alors il existe une charge conservée.

Démonstration. On considéere un systéme X tel que son action S soit inva-

/
X, = Xq + Axy

riante par transformation { (au premier ordre). La symé-

t=t+ At
trie donne S[x] = S[x'] c’est-a-dire fttlz L(xq,%,,t)dt = f;é L(x},x)¢)dt
dt d d d d
— dt’ = dta dt (1 + aAt) a (1 i At) i
. dx/ d d dx d . d
— %= T (1 - aAt) 3 (xq + Axy) = dt“ + A% — da g A

t t2 d oL oL
Y Y I _ el v i
/fi L(xh,x t)dt = /t1 (1+ tht) [L(xa,xa,t)+ = At+; axan“
d
Z Ax, — X,— At ) |dt
0X, ( T, )}

~~

Aa?a

f2 . oL d
= [ L(xg,%g,t)dt + A+ ): . Axa + LAt
t t1

+Za ( Axa—iailAt)}nLO(ez)dt

On appelle AL le crochet dans la seconde intégrale. Pour une symétrie,
AL = 0.

d oL oL
0=AL= {AtL Z—ngt-l—;aia }-i-atAt-i-Za

d /JL\. . d /dL
_At(:hf+2dt<8 )aAH—;aiaxa Z‘dt(a >Axa

dL aL JoL .. -
Or i Z o, Xq + ; B_@xa' et en utilisant Euler-Lagrange, la

partie en-dehors des accolades devient :
oL

oL .. oL . oL
—At)y — Aty —— — X, At ——At —Ax; =0
Z x” Za x”—i_;axax“ ot +Za Xa

+At2—xa _At_za
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Mécanique analytique et relativité restreinte

Théoreme. S’il y a une symétrie, alors il existe une charge conservée Q conservée
dQ _ N
(‘qr = 0) oit:

Q:At(L—Z;ZL ) Z_Axa

On peut généraliser le résultat. En effet, ici AL = 0 mais une symétrie
est équivalente a AL = df 7 (xg,t). Le méme calcul donne alors Oll_? = j—{. La
charge conservée est alors O=0Q- f.

Prenons I'exemple des translations spatiales :

{3?; =T +E {Aza =7 (xa,)

t =t At=0

Si X est invariant par translation, il y aura une charge conservée.

A L oL oL

O=Y¢—— =Y e~ =ePavecP =) —— (impulsion du systeme)
AZ; iai Z 9% ZaxA P y

Pour ce qui est des translations temporelles :
f; — X:\a — Afa — 0
t'=t+¢ At =¢
o dL 1 s " "
Alors cela implique AL = e— = 0 d’ol1 une condition de symétrie de X
L= L(xg,%s, f) =T — U(xq,%a, f). A
La charge associée est alors: Q = —¢ Z a—Lx — L avec @ =0
& Sl — 9, ar

Cette charge représente 1'énergie conservée du systeme, par exemple, pour
L=1Imi?>—U(x), ona Q= —e{mxx—imi>+U} = —¢(T+U)

On vérifie la conservation :
dQ d oL
R I DI SR SR ey

dL
dt

JL
ot
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CHAPITRE 4. SYMETRIES ET LOIS DE CONSERVATION

Pour les rotations, (voir TD), la charge associée est le moment angulaire L.
Pour les boosts de Galilée (voir TD), la charge est? (un peu bizarre...).
Il existe d’autres symétries.

Le théoréme de Noether ne prouve qu’une implication, I’autre (charge
conservée = symeétrie) sera vue plus tard grace a la formulation hamilto-
nienne.

mx =0

Prenons I’exemple d"une particule dans un champ gravitationnel < mij = 0

mzi=—g

Cela donne les symétries :

transformation charge
trans. temporelle E
trans. en x Py
trans. en y
trans. en z ? P
rotation autour de O,

Lagrangien: L = %ma‘c’z — mgz n’est pas invariant par translation selon z.

AL = —mge(siz —z+¢)

d
= qi(omsto
f

oL
0z

constante est em(Z + gt) et Sem(2 +gt) =+ g =0

La vraie charge conservée est : Q = e% — f = em(Z + gt) donc la charge

Remarques.
— La charge conservée s’interprete physiquement comme I'impulsion
pz calculée a t = 0.
— C’est moins intéressant...
— ...mais c’est intéressant pour résoudre les équations du mouvement
z+ gt = cst
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Chapitre 5

Formulation hamiltonienne

C’est une reformulation de la mécanique équivalente a la formulation
lagrangienne. Il y a peu d’avantages pratiques (calculer la dynamique)
mais il y a des avantages structurels ce qui a permis de développer la
mécanique quantique et la mécanique statistique. Les équations d’Euler-
Lagrange donnent N équations différentielles du deuxieme ordre pour N
coordonnées.

L'idée de Hamilton est de passer a 2N équations du premier ordre en
considérant les positions et les vitesses.

5.1 Equations d’Hamilton

Définition. A toute coordonnée g,, on associe son moment conjugué (ou

. L oL
impulsion généralisée) : p, = %,
a
Par exemple : L = img? —V(q) = p = g—s = mg D’apres Euler-
Lagrange :

oL

Pa = s

L oL

Pa = aqa

On a une équationen g, 4, p, p.

L’idée est alors d’éliminer les 4, en faveur des p, pour passer a un systeme
de (g,p) (coordonnées indépendantes!). Pour cela, on fait une transforma-
tion de Legendre.
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Définition. On définit le Hamiltonien du systéme par :

H(q

p) = Zpaéa — L(qa,4ast)

Pour calculer H(g,p) comme fonction de g et p, il faut exprimer 4, =

4a(q,p,t). Pour cela, il faut inverser les équations p, =

%(qa,éa,t). OnaN

équations desquelles on tire §,(g,p,t). De la définition, on tire les proprié-

tés suivantes :

oH oy oL 9q,
pa et EPg Zaqb e
Pb
oH g, oL dL 9qy
TR M T TR S T
Po
D’ou le résultat :

oH .

opa

oH .

.

Remarques.

— Ona 2N équations différentielles du premier ordre, ce sont les équa-

tions de Hamilton.
— Elles sont symétriques g <+ p au signe ” —

” pres, mais ce signe est

fondamental !
— H=Y,2 a0 £r 4, — L. L'énergie du systéme est conservée si 5z aL = 0.En
général, ng = %

— Le calcul de H(g,p) nécessite de résoudre Pa

On a donc la condition M, ;, = aq a

sible. Pour L = 34ady, M, ) = 6L.

a—.L pour g,.

Souvent ce n’est pas possible. Il faut alors modifier la définition de

H ou utiliser le formalisme de Dirac.

Prenons plusieurs exemples :

1. Particule dans un potentiel, L = %mo?z —Uu(x).

gL = m¥ (impulsion)
X
= H = i = L= 5 (g~ U(T) = 557°



CHAPITRE 5. FORMULATION HAMILTONIENNE

2. Particule dans un champ EM, L = Imi? — q(¢ — 2.A)
p= mx + qA (1mpu151on generahsee)
> H=px—L="=5;(F 44 +4¢

Les équations de Hamilton donnent : ¥ = 2

P’
3. Particule dans un potentiel central, L = %5(’2 — V(|¥|) = coordon-
x = rsinf cos ¢
nées sphériques : { x = rsinfsin ¢

Z = 1CoS @
:>L:%m(;’2+r2é2+r sin?0¢?) — V (r)
pr:%_%:m%, pe = 3§—mr29 p(P:—(P—mrzsm 0¢

H=dp—L=rp,+0pg+ ppy —
1 2 1 2

_ 2
= Pt aPt —-L

mr2 sin? 0 Py

Lo 1o, 1
— o (B ) VO

r2sin’ 0
- H(Y/G/Q/pr/pezpq))
= H(r,0,pr,pg,cst)
équation de Hamilton : par exemple, p, = —%I =0= py = cst

5.2 Principe de moindre action (Hamilton)

Lagrange : S = [ Ldt, on extrémise S[g] — Euler-Lagrange.
[5)
Hamilton : S[g,p]| = / Y pada — H(g,p)dt
t1 a

Pour extrémiser cette action, on fait le changement de variables infinitési-
mal g, — qa + 644, Pa — Pa — Pa + Opa et on cherche la trajectoire telle
que S =0
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2 d oH oH
= /t (%qa + padt(Sqa) - <8q 0a + 55@ dt

a

t . 0H p) f2
= [ Tora(= 5 ) - Tom (s 50 Jar+ [ S

5]
—_———

car dq(tq)=0q(tp)=0

= (s = =—, Pa = —5— équations de Hamilton.
) 04a

5.3 Espace des phases et crochets de Poisson

Lagrange: lespace des configurations {q,(t)} a=1,...,N
E-L : équa. diff. 2¢ ordre, CI : q,(t0), 4a(to

Hamilton: lespace des phases {q.(t),p.(t)} a=1,...,N
Hamilton : équa. diff. 1°" ordre, CI: q,(ty), pa(to)

Reprenons 1’exemple du pendule. On a une coordonnée 6(t). L'espace
des phases dans la formulation hamiltonienne est {6(¢), pg }-

0

3 3

Les trajectoires ne se croisent
jamais ! (déterminées par une
équation du 1° ordre, le
théoreme de Cauchy-Lipschitz
assure 'unicité).

(o)
W

““““i]\:“ 4““

Notation. Pour alléger la notation, dans la suite, on notera :

Z = {qllplquIpzl se ;QN/PN} — {Za}, N = 1, ce ,2N
Alors,

. 0
Zy = Qg— avec O, g =
14 ; Déﬁ aZ‘B lxﬁ _ 1 0

ay
o




CHAPITRE 5. FORMULATION HAMILTONIENNE

On considere sur 'espace des phases une fonction F(gq,p). Comment
évolue F dans le temps (si g et p suivent les trajectoires physiques) ?
d

oF . oF . oF oH OF oH
—F = S — — - -
dt Z (E)qa fa + Pa Pa) Hamilton ; (aqa opa  Opa aqa>

a

Définition. Pour deux fonctions F, G sur 'espace des phases, on définit
leur crochets de Poisson par :

{(FG} =Y.

a

(o6 o) _yarg, i
042 0pa  9Pa 94, p 0z4 op aZﬁ

Alors, I'évolution d"une fonction F(q,p,t) est donnée par :

d oF

On peut dés lors dégager quelques propriétés :
— {,}: & x o/ — o avec o/ 1'algebre des fonctions sur l’espace des
phases.
— Antisymétrie : {G,F} = —{F,G}
— Linéarité : {«F + BG,H} = a{F,H} + B{G,H}
— Regle de Leibniz : {F.G,H} = F{G,H} + G{F,H}
— Identité de Jacobi: {F{G,H}} + {G{H,F}}+{H{FG}} =0

Remarques.

— Les crochets de Poisson donnent a .« la structure d’algebre de Pois-
son.

— On remarque une similarité de { , } en mécanique classique avec le
commutateur [, | en mécanique quantique : on retrouve l’antisymé-
trie, la regle de Leibniz (attention au sens de multiplication car en
méca Q, on n’a pas la commutativité) et 'identité de Jacobi.

— Crochets fondamentaux :

{9a9p} =0
{Papp} =0

aqa apb b
{9a,pp} = ;G_%G_W = ;5555 =9,

Les crochets de Poisson anticipent la mécanique quantique!
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Evolution dans le temps :

dF BP
o = {EH} + 5 VF
oH
=g=>g={gH} =
Fap)=a=q=AaH} =57
: oH
F(a.p) =p=p={pH} = o7

dH
F(q,p) = Hig_{HH} FTERET

oH
D’une part, on retrouve les équations de Hamilton, et d’autre part —- 5 = 0,
H est conservé.

Définition. Une intégrale du mouvement est telle que :

d,
G < {H} + =

oL
T

Si I ne dépend pas explicitement de ¢, {I;,H} = 0

Théoréme (de Poisson). Soient I et I sont des intégrales du mouvement alors
{I1,I,} est une intégrale du mouvement.

Démonstration. Supposons les deux intégrales du mouvement indépen-
dantes de t.

{HAN LY = —{h, {2 H}} + {l {1 H}) =0

=0 =0
Sihi(q,p.t),

d 0
&{11/12} ={{L,L} H} + g{hllz}

= —{{lHL I} + {{hH} b} + {5,

ol
L} +A{I - 2

)

d
= {afl,lz} + {llfalz}

=0
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Prenons I'exemple dune particule dans un potentiel : H = ﬁ P +
V(@)
Les intégrales de mouvement sont :
— E=Hcar{HH}=0= 4 =0
— Si % = 0 alors py est conservé. On a alors une nouvelle intégrale
du mouvement {E,p,} = {px,H} = 0 (mais pas trés intéressant...)
— Si aussi %—‘y/ = O alors py est aussi conservé et on a {px,py } = 0 (mais
on le sait d¢ja...)
— Moment angulaire : L1 = xpp3 — x3p2.
Imaginons L et L, conservés.

{Ly,Ly} = {x2p3 — x3p2,x3p3 — X1P3}

or {xop3,x3p3} = x2{p3,x3}p2 = —x2p1
= —Xop1 +Xx1p2

Le théoreme de Poisson nous dit que si L; et L, sont conservés alors
L3 est conserveé.
De plus, ona {Ls,p1} = {x1p2 = x2p1,p1} = {x1p2,p1} = p2

— Pour une particule libre, V(7) = 0. Alors, 7 et L sont conservés,
mais ne sont pas indépendants car .. = 0. Il y a donc 5 intégrales
du mouvement indépendantes.

Théoreme. Le nombre d’intégrales du mouvement indépendantes (qui ne dé-
pendent pas explicitement de t) d’un systeme a N degrés de liberté est 2N — 1.

5.4 Théoréme de Liouville

Sion a N particules, la dimension de I’espace des phases est 2N. On
considere alors un systéme décrit par une densité p en espace des phases :
p(qi,pi,t) Par exemple, si on ignore 'état exact du systéme, on considere
la probabilité p telle que [pdNgdNp = 1. Sion a N particules identiques
(sans interaction), [ pdNgdNp = N.

Théoreme (de Liouville). Le volume d’un domaine dans I'espace des phases
reste constant dans le temps (mais sa forme peut changer).

p p

impossible ! possible

] ]
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On peut faire le parallele avec la mécanique quantique et I ‘inégalité de
Heisenberg car on a AgAp > 11/2. Le terme a gauche de l'inégalité corres-
pond bien a un volume dans 'espace des phases.

Démonstration. On a N particules donc dN = pdV. Il n’y a pas de créa-
tion ni d’annihilation de particule, donc on a une équation de continuité
(conservation) :

oo 0P
dlvpv—kg—o

d’ot1 avec le théoréme de Gauss

%// odV + #pz’f.dg =0
e N —

changement flux a travers la
nb particules surface du volume

La divergence exprimée dans 1’espace des phases est la méme que la di-
vergence en cartésien. Il vient :

:aierz?.gr—aglerpdivz?

d d d d

atp—i_Z(qlaqp—i_pl%p)—i_pz(aql app1>

0 J0H o Jo0H o 0 oH 0 0H

R
i

dp;9q;  9q; Op; dq; 9p;  9pi ;)
-0
d
T {o,H}
_ d
T dr

5.5 Transformations canoniques

Pour rappel, dans la formulation lagrangienne, les équations d"Euler-
Lagrange sont indépendantes du choix des coordonnées q; — Q;i(q,t).
Dans la formulation hamiltonienne, on peut envisager un changement de
variables plus général,q; — Q;(q,p,t), pi — P;(q,p,t) qui respecte la forme
des équations de Hamilton :

oH . oH

Qi:a_pi’ Pi:_a_Qi
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Autrement dit, en réutilisant la notation compacte introduite précédem-

ment :
oH

Iy = szﬁ%

Considérons un changement de variablesz — #(z,(t)) = (Q1,P1,...,Qn,PN)

. 2
Alors une question se pose : 177, = ()

Cela donne donc une condition sur la matrice Jacobienne :

d
si Ia Uﬁ

Qs = (),p alors la matrice Jacobienne est dite symplectique et
827 825

la transformation z, — 7, est dite canonique.

Théoreme. Les crochets de Poisson restent invariants par transformation cano-
nique :

{QiQj} =0={P,P}, {Qi.P}=2 *)

Réciproquement, toute transformation satisfaisant (x) est canonique.

Démonstration.

() & {napt = Qup
def. o1y Qs a’?ﬁ
9z, ! °9z;

[]

Par exemple, considérons loscillateur harmonique : H = 5-p% + Imw?g>.
On veut trouver une transformation canonique (q,p) — (Q,P) telle que
H = H(P). Alors, on aurait P = gg =0= P =cstet
Q=% =0="2%t+0Qn
Pour cela, on peut penser a poser p = f(P)cosQ et g = % (P)sinQ
alors H = 5 f2(P).

35



Mécanique analytique et relativité restreinte

Vérifions que c’est bien une transformation canonique :

{QQt=0 v
(PPY=0 v

{Q,P} =1= f(P) = V2mwP = H = wP

Définition. Une transformation z, — 7,(z,t) est canonique si la matrice
: d . .
Jacobienne J,5 = e et symplectique, c’est-a-dire :

aZ/g
I T=0<7T0]=0

Démonstration de I'équivalence. Q) est telle que Q% = —1.
Donc: (JQ)(JTQ) = -1 < (JTQ)(JQ) = -1 O

Donnons d’autres définitions équivalentes : une transformation est ca-
nonique si :
— Les crochets de Poisson restent invariants : {17“,175} = Qaﬁ = {za,zﬁ},
c’est-a-dire :

{QsQj} =0={P,P}, {Q.,P}=3

— Les crochets de Poisson peuvent étre calculés par rapport a z ou a
1, c’est-a-dire :

dei. 9A . OB A3y, . OB 3y can OA . OB
B o bz =y, oz, MPayezs oy, o

— Les équations de Hamilton sont invariantes dans le cas o1 %qa =0:

. oH .  OH . oH
Na = Qaﬁ% (Qi = oD’ P; = _a_Qz)

— Les équations de Hamilton restent invariantes dans le cas général
mais on doit changer le Hamiltonien :

avec H =H+A
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Démonstration de (=) pour le dernier point.

Cd 9 oy oH , 9
e = Gyl = Ul HY 4 500 = 52 Qg+ 54
ey, PHdps 9 9H D oH'

= oz 1o, 0z, Tt T sy T o = Qg
Il faut donc trouver A tel que :

Va %W = Qa/saaTAﬁ
Existence de A :
.
& %A = _Ea)zifﬂﬁ“%i: =K,
D’aprés de le lemme de Poincaré, une solution existe localement si

Un cas particulier de ce lemme apparait en électromagnétisme :
% = = H
rotE =0« E = —grad ¢.

d 9 3 [ . s
aKﬁ—@Kﬂv—a(—@va —@ep)

Bu
d] " 1
-(ro5), + (5707),
Et comme QT = —Q),
0
_ _ T _
= (J7 Q) = atQ_O v
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Reprenons 'exemple de l'oscillateur harmonique : H = %pz + %mwzqz.
On a vu précédemment qu’en posant p = f(P)cosQ et g = f(P)sinQ
alors la transformation est canonique pour f(P) = v/2mwP alors H = wP.
Les équations de Hamilton donnent :

oH

P:—@:O:>P:cst
. oH

p = /2mwPy cos(wt + Qp)
=
g =1/ % sin(wt + Qo)

Ce qui donne les portraits de phase suivant :

p z\P

4

T
N

On appelle (Q,P) = (0,I) des variables action-angle telles que H = H(I).
Cela donne une dynamique simple. Ces variables n’existent que pour des
systemes intégrables.

4

Y
|

Fonctions génératrices de transformations canoniques

Soit une transformation canonique 4 — Q(gq,p,t), p — P(q,p,t). On
considere une fonction F; = Fi(g,Q,t) et on définit :

oF, oF,

pPi = a_qi, i _a_Qi
Théoréme. La transformation q; — Q;, p; — P est canonique avec

oF;
H-—pgsoh
Ry
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Démonstration. {Q,P} =1cad %—%3—5 - %—%%—5 =1

0Q0P 0QdP 09Q 9*F  0Q 9°F
9 dp  9p g 9g9pdQ = Ip 9gAQ
0Q 9%F;
9p Qg
_9Qdp _,

ap 0Q

Les équations de Hamilton sont équivalentes au principe de moindre ac-
tion. S = [(4§p — H(q,p,t))dt. L'action est invariante par addition d’une
dérivée totale.

. dhr_ a0 R DR oF,
H/
O]

Définition. On appelle F la fonction génératrice de la transformation ca-
nonique

Il y en a d’autres engendrées par transformée de Legendre :

F. 2 oF oF
2(q:,P;) avec Q;= _Z, pi aq?

p \ =22 _ 9B
13( zsz) avec (; 1-' P; 0

Considérons deux exemples :

0B 5 p_ %R _
1. Fl(qi/Qi) _qul = pi = aqz - Ql/ Pl - an =4
= (q,p) = (QP) = (p,—q)
N g B _0h _ of;
2. Fz(%Pz) —szz( ):>Qz fl( ) pi = aq P]aql

= (ap) > (@) = (ﬁ(qL(%):m)

On a un changement de coordonnées "a la Lagrange".
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5.6 Transformations infinitésimales, symétries et
Noether

.0
On se limite aux transformations 77, = 77,(z) c’est-a-dire 9 _ g

ot

Définition. Une définition est infinitésimale quand :

q; — Qi = qi + Aqg;

=z, +A
pi—>Pi:pi+Api}mX ; Ta

A quelle condition cette transformation est-elle canonique ?

0 dA
Jup = Ol _ 5 4 O _ (1+A))ap

0z B a 0z B
Pour que la transformation soit canonique, on doit avoir | TQJ] = Q dout
au premier ordre :

(1+(A)T)Q(1+4]) = 0
e (A)TO+OA =00 00, 22T (4 5 B) = 0

aZﬁ
d 0
—Ky—=—Kg=0
< Bzﬁ 0z, p
@ Ka — _iG
loc. aZ,x
d : s ,
Donc QA1 = —gG, ce qui donne une condition pour qu'une trans-
formation infinitésimale soit canonique :
oG
Agi = =—
oG
Ap; = ——

Définition. G est appelée la fonction génératrice infinitésimale de la transfor-
mation canonique.
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Symétrie d’un systéme

Il y a symétrie si on a H(q;,p;) = H(Q;,P).

H(qi,pi) = H(QiP) = H(qi + Agi,pi + Ap:)
oH oH
Ta;or H(qz',pi) + ; <a—q1Aq1 + a—plAPz) +...

= H(q;,pi) + {H,G} + O(¢?)

Ainsi, pour qu’il y ait symétrie, il faut :

(HG} =0

_dG 3G .G
Mais, T {G,H} ( + E) (on se limite a == 0

Donc il existe une symétrie si et seulement si il existe une fonction G telle
que %G = 0. C’est le théoreme de Noether.

Ici, pour G telle que {G,H} = 0 c’est-a-dire, pour G se conservant dans le
Agi = {4qi,G}
Api = {pi,G}

Par exemple, considérons un systeme avec impulsion conservée.

d
T
Alors une transformation symétrique est :

Api = {pi,G} =0
Aqi = {qi,cjpj} =ci— Aj=7C  (translation)

temps, on définit la transformation . C’est une symétrie.

= 0. La charge conservée est alors G = ¢;p;.
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Chapitre 6

Introduction a la relativité
restreinte

6.1 Principe de relativité

En mécanique (Newton), les lois de la mécanique sont invariantes par
transformation de Galilée. Considérons un référentiel R’ se déplagant a
vitesse v selon Ox par rapport a un référentiel R. Pour un objet qui se
déplace dans R’ avec une vitesse ¢ : x' = ct’.

. . /
Dans R/, 'objet a une vitesse % =c.

Dans R, I'objet a une vitesse % = % (x' +0vt) =c+wo.
On a alors I’addition des vitesses.

Probleme avec I’électrodynamique

Dans les équations de Maxwell, la lumiére (I’onde électromagnétique)

. Cette vitesse est uni-

se déplace avec une vitesse constante ¢ = -
vV E0Ho
verselle ! On a donc une contradiction. Quelles sont les solutions possibles

alors?

1. Newton et Maxwell sont corrects mais il n'y a pas de principe de
relativité, il y a donc un référentiel préféré R.

2. Il faut modifier Maxwell.
3. Il faut modifier Newton (et les transformations de Galilée).

1 et 2 ne peuvent étre vraies car on a montré que (Michelson-Morley)
la vitesse de la lumieére est constante dans tous les référentiels inertiels. La
bonne solution est donc 3 pour des vitesses proches de c.
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Principes de la relativité restreinte

1. Les lois de la physique (mécanique, électrodynamique) sont iden-
tiques dans tous les référentiels inertiels (notamment pour deux ob-
servateurs en mouvement rectiligne uniforme 1'un contre 1’autre).

2. La vitesse de la lumiere est constante ¢ = 3 x 10® ms~! dans tous
les rétérentiels inertiels (ce qui est contre-intuitif!).

6.2 Conséquences

6.2.1 Relativité de la simultanéité

@) Un observateur au milieu d’un train (réf.
AK % 1B = R’ qui se déplace a vitesse v par rapport au
. » P [N / _
— — s réf. terr'(?stre R déclenche a t = 0 des rayons
> de lumiere vers l’avant et l’arriére du train.

'S
L,

— événement O : déclenchement.
— événement A : le rayon arrive a l'arriére.
— événement B : le rayon arrive a 1’avant.

L/ !/
Dans R/, 5 = ct'y et 5 = cty donc t), = t}.
Les événements A et B sons simultanés.

Dans ‘R (réf. terrestre) :

vt, 7 Train a 'instant t 4

—
AF B
KW A tj
Train a 'instant Train a l'instant tp

du déclenchement

. L
— événement A : distance parcourue: - — vty =cty =ty =

2 2(v+c)

L

L
— événement B : distance parcourue : = +vtp = ctp = tp = —/——
2 2(v—rc)
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L 2v 2 v =pfc (0B
tB#tA: tB_tA:ECZ—UZIﬁ,CYL avec{z

=1

=1 p

— Les deux événements sont simultanés dans R’ mais pas dans R !

— En mécanique Newtonienne, le probleme ne se pose pas, en utili-
sant la loi d’addition des vitesses, on retrouve bien t4 = tp.

— En relativité, il n’y a pas de temps absolu.

— Pourv <, pKlety—1: tg—ty —0 NewtonV

6.2.2 Dilatation du temps

On place une horloge sur un train (réf R'). T
— événement A : déclenchement du rayon. Allg Ih
— événement B : détection du rayon. .

Dans R : 2h = cAt'.

Dans R’ :
LN
hI A/ \B
/ / / /
—_—
VAt
2
2
2 h2+(v—m) =cAt = At:%L
2 c /1-p?

On obtient donc :

At =M (y>1)

Ainsi, il y a dilatation du temps : une horloge en mouvement parait
ralentie.

Remarques.
— On pourrait penser que cela conduit a un paradoxe : si on a deux
horloges allant dans deux directions opposées, laquelle est ralen-
tie ? En fait, elles sont toutes les deux ralenties 1'une par rapport a
I'autre. Il n'y a pas de contradiction car elles ne se croisent qu'une
fois! A priori, on pourrait appliquer ce raisonnement a la situation
décrite plus haut, mais la configuration initiale était différente. En
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effet, on peut placer plusieurs horloges synchronisées dans le réfé-
rentiel R, ce qui brise la symétrie de la situation.

— At est appelé le temps propre de I'horloge dans le train et ce temps
propre est minimal : At < At.

— Un autre paradoxe est celui des jumeaux : 'un des deux jumeaux
part faire un voyage dans l'espace et revient tandis que 1’autre reste
sur Terre. La aussi, la situation n’est pas symétrique, puisque le ju-
meau parti en voyage revient, ce qui brise la symétrie.

— Enfin, la dilation du temps a été confirmée expérimentalement grace
a l’étude de la désintégration des muons (voir TD).

6.2.3 Contraction des longueurs

On place une horloge sur un train (réf R’).
— événement A : émission du rayon.

— événement B : réflexion du rayon. N N
— événement C : détection du rayon.

N
N
o~}

>0

Dans R/ : = 2L = cAt
Dans R/ :

C '
A AB

NN AN/

distance AB: L + vAt; = cAt; = At; = % 2L
ch = At = Aty + At = T’)fz

distance BC: L — vAt; = cAt; = Aty = %

En prenant en compte la dilatation du temps At = yAt’, on obtient :

L' =+L

Ainsi, il y a contraction des longueurs : un objet en mouvement parait
contracté (L < L).

La aussi, si deux objets vont dans des directions opposées, il sont cha-
cun contractés I'un par rapport a l’autre.

6.3 Boost de Lorentz

Plus systématiquement, comment décrire le changement de coordon-
nées R <» R'?
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On considere un événement A dans l'espace-temps (IR4) : (t,x,y,z) dans
R et (t',x',y,2") dans R’. Supposons que R’ se déplace dans la direction
(Ox) par rapport a R. Alors d’apres précédemment, pour le point (x/,0,0)

/

X :vt+%x’ X' =yx— Pct

dans R/,ona: =
{x’ :—vt’+%x t :%(%x—xv:’yt—%ﬁ’yx

Autrement dit :

x' = yx — By(ct)
ct’ = y(ct) — Byx

Ou plus formellement :

ct,’ ct vy =By 00
x| X | -Br o 00
v | = A y avec A = 0 0 10
z/ b4 0 0 01

C’est ce qu’on appelle une transformation de Lorentz (notamment, boost
de Lorentz).

Remarques.
— Dans la limite, v < ¢ (B < 1), on retrouve bien une transformation
x'=x—ot+ O(B?)
t=t+0O(p)
— L’espace-temps est modélisé par R* avec 4 coordonnées : ct,x,y,z.

On peut en effet, multiplier t par c car c’est une constante univer-
selle et cela permet de garder ’homogénéité : [ct] = [x]

de Galilée : {

Des lors, comment représenter les transformations de coordonnées ?

Diagrammes de Minkowski (diagrammes d’espace-temps)

Les diagrammes de Minkowski sont des diagrammes ct — x, c’est-a-
dire représentant ct en fonction de x.
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act
traj. de la lumiere
%
(=1 6=7)
0 traj. d'un obser-
réf. R s
' < vateur au repos a
\x = X0
| Txo x

traj. d’un observateur O’ qui se déplace a

vitesse constante : tanf = % = B

Quel est le référentiel R’ de 'observateur O’ (coordonnées ct’ et x’)?

x'=x—ot

D’abord, pour Newton : {t I

ACt /Ct/

axe t :endroitotix =0
/ axe x :endroitout =0

axe x' :endroitou t' =0 =t
/ //

///‘ axe t' : endroitou x’ =0 & x = vt
réf. R
réf. R’ tranches de
simultanéité
universelle

En relativité :

act M j. lumiere
_x

/ axet': x' = 0 < x = Bct = vt (traj. obs)
axex':t' =0« ct = Bx

6

VAL

tanf = B X

Les lignes noires sont les tranches de simultanéité dans R alors que les
lignes bleues sont les tranches de simultanéité dans R’
Ces diagrammes montrent qu’il n’existe pas d’observateur a v > c dans
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un référentiel inertiel.

I1lustration des effets de la relativité restreinte
A) Relativité de la simultanéité

Reprenons I’exemple des deux rayons émis par un observateur situé
au milieu du train.

\Ct ct!
/ événement O : émission

; événement A : détection téte
événement B : détection queue
Dans R, tg <ty
Dans R/, t; =1t

4

Dans R’ Dans R
O:(0,0) O :(0,0)
A (et = L1 f;“ftn% A:cty = et +pxh = Ly(1+p)
B:(cty="%, - L) B:ctp = yety +ypxy = Ly (1 - B)

Ona tA—tB:

o=

ByL' v (avec L' = yL)

B) Dilatation du temps

On reprend 'exemple de 1'horloge dans le train qui passe devant deux
horloges dans k.

événement A : le train passe I'horloge 1
événement B : le train passe ’horloge 2
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Par le calcul :

Dans R/ Dans R
cty, =0, ¥, =0 ctg = yct'y + Byx'y =0
traduction
—_—
R'—=R
ctp =1, x5 =0 ctg = yety + Pyxg =7 >1

L'horloge dans R’ est ralentie dans R.
Reprenons maintenant I'exemple du paradoxe des jumeaux :

ct

Le jumeau dans la fusée change de référentiel.
= change sa notion de simultanéité.
= quand il rentre, il sera plus jeune.

&
=

C) Contraction des longueurs

Dans R, on pose une régle dont les extrémités A et B coincident avec
la queue et la téte du train lors de son passage devant la régle.

traj. queue traj.

téte
AB=1L
AC=1L'
R/ En rouge sont les tranches de simultanéité
C dans R’'.
R
A B X

Par le calcul :
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Dans R Dans R’

A:(0,0) A:(0,0)

B: (O,L) traduction B: (—IB’YL,’}’L)
R—R!

C: (ct,L 4 Bct) C:(0,L)

Comment visualiser la contraction ?

En fait, la paroi du train va paraitre contractée, mais comme la distance
de la téte et de la queue a I'observateur varie, la lumiere ne va pas mettre
le méme temps a arriver jusqu’a 1’observateur. L’observateur va donc voir
le train comme si il avait subi une rotation ! Pour plus d’info, vous pouvez
aller voir sur spacetimetravel.org.

D) Addition des vitesses

On considere une particule qui se déplace dans R a vitesse constante
u'.Onax’ = u't'. Mais alors, quelle est sa vitesse dans R ?

_x x4 Byet’  (yu' +Byo)t  u'+o

oot BT (y+BLTu)Y 1+

Donc :
_u'+v
B u'v
1+ ’s
Remarques.

— Pour u’ et v tous deux inférieurs a ¢, alors u < c.
— Siu’ = calors u = c. La vitesse de la lumiére est égale a ¢ dans tout
référentiel.

6.4 Géométrie de 1’espace-temps

L'espace-temps est représenté par R* et est aussi appelé (espace de
Minkowski).
On notera les coordonnées d’un événement {ct,x,y,z} par X", u =0,1,2,3.
Ona X% =ct, X! = x, X2 = y, X® = z. X" est un quadri-vecteur.
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Intervalle invariant (d’espace-temps)

Définition. Pour deux événements A : (cty,x1,y1,21) et B : (ctp,x2,y2,22),
on définit :

At =ty — 1
(A0)? = (x2 = x1)* + (y2 = y1)* + (22 — 21)?
les distances temporelle et spatiale (qui dépendent de 1’observateur).
Théoreme. L'intervalle invariant défini comme :
(As)? = (cAt)* — (AL)?

est indépendant du référentiel !

Démonstration.
A% = (ycAt — yBAx)?
Ax"? = (yAx — yBcAt)?
Donc :
CAL? — Ax? = AP (PP — PP B%) — AP (VP — V° %) + Dtdx (P pe—TBc)
c2 1
= AP — AxX?

]

Il y a alors 3 cas : As? peut étre soit négatif, soit positif, soit nul (...No
shit Sherlock) :
— As? = 0 est un intervalle genre lumiere.

ct
At = A? = cAt = £AL B
As est la distance entre deux événements.
En rouge sont tous les événements
distance nulle de A. >
A X

A et B peuvent étre connectés par un signal de lumiére. Par exemple,
si A est]’émission d’un photon et B sa détection, on a ﬁ—f = ¢ pour

tout observateur (la vitesse de la lumiere est constante).
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surface c?t? = x% +y? + 22
appelée cone de lumiere

— As? > 0 est un intervalle genre temps.
c?At? > Af? notamment At # 0 pour tout observateur! Donc, il
n’existe pas de référentiel pour lequel les deux événements sont si-
multanés, mais, il existe un référentiel pour lequel les deux événe-
ments se passent au méme endroit (A¢ = 0).

(o

t o
| La partie hachurée représente les
/ événements a distance positive.
X' Dans R/ , les événements A et B se
. Ppassent au méme endroit.
X SiAt > 0dans un référentiel,
At > 0 dans tout référentiel.

— As? < 0 est un intervalle genre espace.
c?At? < Al? et donc il n’existe pas de référentiel dans lequel A¢ = 0,
mais il existe un référentiel dans lequel At = 0, c’est-a-dire dans
lequel les deux événements se passent simultanément.

ct  cf
%/ Dans R’, A et B sont simultanés
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Géométrie euclidienne et hyperbolique

L'intervalle d’espace-temps est une notion de "distance" dans IR*. L’ana-
logue dans IR est la distance spatiale qui est une norme définie positive :
A = (xa—x1)? + (12— y1)* + (22— 21)? = [|[ X2 = X2
La distance dans R® est invariante par rotation :

X — RX avec R € .#3(R) tel que R.RT =1
etdetR = 1.
La rotation préserve x? + y? = x2 + y'?

En Minkowski :
ct ct’
2t2 2 2t/2 o x/Z.

Le boost de Lorentz préserve c“t- — x~ = ¢

Géométrie hyperbolique.

Points a égale distance de l'origine :

Espace euclidien Espace de Minkowski
v ct

\/
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Causalité

Cone de lumiere par rapport a
un événement A.

— Ce qui est dans le cone supérieur est le futur : ce sont tous les évé-
nements qu’on peut joindre a partir de A a un instant ¢ > 0.

— Ce qui est dans le cone inférieur est le passé : ce sont les événements
a partir desquels, on peut joindre A.

— A T'extérieur sont tous les événements qu’on, et a partir des des-
quels, on ne peut pas joidnre A. Cette région est appelée région cau-
salement déconnectée.

Rien ne peut se déplacer plus vite que la lumiére :

— Il n’existe pas de référentiel qui se déplacea v > c:

2<:>/S<1

1
Y= 1_p B
— Probléme avec la causalité :
On a une vraie contradiction :

on pourrait envoyer des messages
dans le passé

— Plus tard, (avec la dynamique relativiste), on ne peut pas accélérer
une particule a vitesse v > c.
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Chapitre 7

Transformations de Lorentz

7.1 Le groupe de Lorentz

[’espace-temps est représenté par un vecteur X* € R*, u =0,1,2,3.
La distance a l'origine (norme de X) est :

22 2 2 2 0)2 1)2 2\2 3\2
CF —x -yt =2 = (X0) = (X0)7 = (XF)7 = (X)
Cette distance est invariante par changement de référentiel (équivalent a
la constance de la vitesse de la lumiere).
Définition. On définit :

[X]] = X'guX" avec gy =

Suv est appelée métrique de I'espace Minkowski

Plus généralement, une transformation de Lorentz est un changement
de coordonnées qui préserve cette norme.

Postulat relativiste. Les lois de la physique fondamentale sont invariantes par
transformation de Lorentz.
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Quelle est alors la condition pour qu'un changement de coordonnées
conserve la norme ?
Un changement de coordonnées s’écrit : X# — X'# = AF, XV
On doit alors avoir : X'#g,,, X"V = X AyngAVU X7 = XFgu X"
N———

8po

Ainsi la condition pour la matrice A", est:

A 08\’ = §pr, Ou matriciellement : ATgh =g

C’est une généralisation des rotations ATA =1
Voici quelques exemples de telles matrices :
v =B 0 coshy  —sinhy
A= By 7 | —sinhy coshy
0 10 0 10
01 01
Ce sont les boosts de Lorentz. La deuxieme matrice est exprimée en

terme de rapidité.

1 000
— A= 8 R avecR € #;(R) / RTR =1 et detR = 1.
0

Ce sont les rotations orthogonales sur R3. Ainsi pour une rotation

cosp —sing 0

en(x,y),ona:R= |sing cosg 0

0 0 1
Toute transformation de Lorentz est un combinaison (c’est-a-dire produit)
de rotations et de boosts. Ces transformations forment un groupe, notam-
ment si A; et A, sont des transformations de Lorentz alors A;A; est aussi

une transformation de Lorentz.

Démonstmtion.T

AjgA =

Supposons 1Tg =8l (M A)TgA Ay = AT ATgA Ay = ¢ O
Aygha =g ?’

Ce groupe est noté O(1,3).
On remarquera que ATgA = ¢ = det A = £1. On va se restreindre au
choix det A = 1.
Les symétries fondamentales d"une théorie relativiste incluent également
les translations X# — X'* = X" + CH (au-dela des transformations de
Lorentz). On obtient alors le groupe SO(1,3) x T*.
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Si on ajoute maintenant le renversement du temps T et la parité P, on
obtient le groupe complet des isométries de 1'espace-temps de Minkowski
appelé groupe de Poincaré noté R* x O(1,3).

7.2 Quadri-vecteurs covariants et contravariants

Définition. Un quadri-vecteur contravariant V¥ se transforme par transfor-
mation de Lorentz en :

ViE = A VY

Le premier exemple de vecteur contravariant est tout simplement V# =
XH!
Considérons maintenant une onde électromagnétique dans une référentiel
R’
O (H,x') = dycos(w't’ — k'T') ou de maniere plus compacte :
O(t',x") = dgcos(k' g, X") avec k't = (“’T/,k;,k’y,k;) appelé quadri-vecteur
fréquence.
Dans R, ®(t,x) = ®gcos(w't'(t,x) — k'¥'(t,x)). Par transformation de Lo-
rentz, on a:

XM = AF, XY
KV = Ak

Pour I'onde : @ cos(k'#g,, X") = ®g cos(k¥ g X") = Py cos(wt — kx)
Donc le quadri-vecteur k*(w/ C,E) est un vecteur contravariant. Sa norme
est: kMg kY = ‘5—22 — k|2 = 0 car w = clk|. La vitesse de 'onde est donc ¢
dans tout référentiel.

Définition. On définit le vecteur covariant par :
Vi = gu" & (§)M"Vy =V (carg™! =)

Par exemple, X;, = (ct, —x, —y, — 2).
Comment se transforme V), par transformation de Lorentz ?
Vi =guwV" = g, VP = g\ 8" Vo = N, Ve
N———
A0
Matriciellement : A = gAg = (AT) !
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Définition. Un quadri-vecteur covariant W, se transforme par transforma-
tion de Lorentz en :

I _ AV
W, =AW,
Par exemple, pour V# contravariant, g, V" est covariant.
1
: ’ P 9 __ X /I _ XV .
Sinon, I'opérateur 8,4 = %7 = ay se transforme en 8]4 = AH 9y (voir
0z

TD).

Le produit scalaire V¥ g¢,, 2" = V,Z"V = V¥Z, = V,,¢g"V'Z,, est invariant par
changement de référentiel.

Attention a la convention de sommation d’Einstein : la sommation sur un
indice est sous-entendue si I'indice apparait deux fois dans un terme (une
fois en haut et une fois en bas!).

On a une équation physique (équation covariante) qui s’applique dans

tout référentiel : kg, k’ = 0 & k'k, =0 (w?/c2 —k?).

7.3 Tenseurs

Définition. Un tenseur contravariant de rang 2 T#" se transforme par trans-
formation de Lorentz en :

T = A AV, TP

Ceci est utilisé en électrodynamique ou en gravitation.
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Mécanique relativiste

8.1 Temps propre

En formulation newtonienne, la trajectoire d’une particule est X (t). En
relativité, c’est toujours une bonne notation mais ce n’est pas tres pratique
pour le changement de référentiel X — X' (X,t), t — t/(Xt).

On cherche une formulation plus adaptée.
Le référentiel S associé a une particule n’est pas forcément un référentiel
inertiel. Mais a tout moment, on peut approximer S par un référentiel iner-
tiel R'.
La distance (invariante) entre deux points adjacents est :
As? = 2At"? —Ax"? = 2AL2,
——

=0dans R/

Dans R : As?> = c2At? — Ax>.

Définition. t’ est appelé temps propre (mesuré par la particule). Dans la

suite, il seranoté 7.On a:

1
AT = —-As
c

Dans R,ona AT = %As = %\/ C2At2 — Ax2.

2
En infinitésimal : dt = %\/ c2dt? — dx? = dt\/l — (%> clz = ldi‘.

dt
On retrouve ici la dilatation du temps : dt = ydrt. !
Pour calculer 7 le long de sa trajectoire, on integre : [ dt = Lﬁz %dt.
Ceci nous permet de traiter le paradoxe des jumeaux : pour celui resté sur
Terre, v = 0 donc y = 1. Pour celui qui voyage : v # 0 donc v > 1. Ainsi,

son temps propre sera inférieur a celui de son frere resté sur Terre.
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9

t(7)

(t

)
y(7)
z(7)

=

Ainsi, la bonne notion de trajectoire est de considérer X* (1) =

T
au lieu de x(t),y(t),z(t).
On a ainsi acces a :

— La position X* ().
— La vitesse relativiste : U = L X#(7).
— L'accélération relativiste : A¥ = dd—TZZXV(T).

— Ce qui donne I'équation de Newton (F¥ est appelé quadri-force) :

d
_—JJH — FH
deU F

Cela permet également de simplifier les changements de référentiels
R — TR
X" =A\X", v=1

8.2 Quadri-vitesse

La vitesse newtonienne est % (changement de réf. : G7,...).

Définition. On définit la vitesse relativiste par :

d cdt dt (¢ e dt
]”l:_ ]/l = dl— = -_— = = _—=
== (3) = () = (5) e

Remarques.
— La différence avec Newton est le facteur -y dans le terme .
— U* est un quadri-vecteur contravariant, et par changement de réfé-
rentiel : U* = AP, UY (car T = 7).
— Lanorme de U¥ est :

uyuy — (U0)2 . (u1)2 . (U2)2 . (u3)2
— CZ’)/z . ,)/202 — Cz’)/z(l . '32) — C2

Cette norme est constante! Elle est indépendante du référentiel.
Cela implique que U* ne porte que 3 composantes indépendantes :

w— Ve +a <w‘: (%))
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c
— Notamment dans le référentiel au repos : U¥ = (6)

— On peut dériver cette vitesse et obtenir la quadri-accélération :
d _ &
' = gz X

8.3 Energie-impulsion
Définition. On définit la quadri-impulsion :

Remarques.

— Plus tard, on verra que le théoréme de Noether implique que P* est
conservé dans une théorie relativiste ! Notamment pour un systeme
a N particules : P}’ + P} + P§ + - - = cst.

— La partie spatiale : § = mU = m~7 est I'impulsion relativiste.
m-y est la masse relativiste (v — ¢ = m — o).

— La partie temporelle : P* = myc = % (mc2 + %mvz +.. ) =1E
Pour cela, on développe 7 en série entiere... Le premier terme est
une constante, le deuxieme terme est I'énergie cinétique.

Définition. P¥ est appelé quadri-vecteur énergie-impulsion car :

E
pr= ¢

E=cP’= m’yc2

L’énergie est :

Dans le référentiel au repos (v =0, v =1):

E = mc?
L'énergie relativiste est conservée !
D’apres précédemment, E = mc? + Jmv? + ... donc la masse est "conte-
nue" dans l'énergie.
En formulation newtonienne, I’énergie et la masse sont conservées. En for-
mulation relativiste, I’énergie est conservée mais la masse et 1’énergie ci-
nétique sont échangeables !
P* est un quadri-vecteur (P* = mU" avec m’ = m quand R — R’) et on
a:

p'* = A¥, PV
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La norme P¥Py est indépendante du référentiel c’est-a-dire P, P'* = P, P!
etc.
Dans le référentiel au repos :

U = (g) — Pt = ("éc> = PFP, = m2c?

Dans le référentiel terrestre :

Dong,

E? = (mc?)? + (ﬁc)2 = m2c* + ﬁzcz

Pour les particules de masse nulle (m = 0), P¥P, = 0. L'impulsion P¥
est sur le cone de lumiere donc la particule se propage a la vitesse de la

E
lumiere ! De plus, ona E = |p|c et P! = (r%,)
Remarques. Attention! Quand v — c:
— PF = mUV est indéterminé (m — 0, U* — o)
— Energie E = myc? (m — 0, 7 — )

— Energie dans le référentiel au repos : E = mc? (mais m — 0. Pour
une particule de masse nulle, il n’y a pas de référentiel au repos!

8.4 FEquation de Newton relativiste

d
_— pH — FH
dt

Pour un changement de référentiel, il suffit de mettre des"a 7, P et F!

— Partie spatiale : %13 — For % = ’Yc(ljt donc
1 -
el — _F
Fm?) =2

— Partie temporelle : %PO = FY changement d’énergie...
Quelle conséquence peut-on tirer de ces équations de Newton modifiées ?
PP, = m2c® = & (P'P,) =0=2P'Lp,
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Ceci implique que %PV L Py. Donc %PP‘ ne porte que 3 composantes
indépendantes. Notamment, cela impose une condition sur la quadri-force :

P,F! =0

8.5 Application aux collisions

Py Py
p Conservation de I'impulsion P* :
4 P4+ Py =P/ +P/+P
pl pr W+@) =)+ +0)

Collision inélastique

Py B Dans R’ (réf. au repos de la particule (3).
Mec mc mc
Pl M P3 ( 0 ) ! Pl (’)’1711771) ! Pz (’)’27’}152)
m
p'* 4 pt — pt il 5, =0 T = -7 — =
17T 3 = V1m0 + Y2mo2 &0 ety =7n=7
Donc, Mc = yymc + yomc = 2ymc
Ainsi :
M =2ym

L'énergie cinétique initiale des particules se transforme en masse ! On trouve
cette configuration dans les collisionneurs.

Si on se place dans le référentiel au repos de la particule (2) (expérience
dite "cible fixe"), on a :

PZV = (nlc) , Pl'= ( yorme ) On fait la traduction R’ <» R par transfor-

0 1 Yomog
mation de Lorentz :
Y2 —f2r2 0 0
p_ | —=PB2r2 72 00 u
Py = 0 0 10 P’2 etc...
0 0 01
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Pour Plﬂ , la premiere composante est :

m172mC — Boy2ympPic = mey*(1+p%) (fr=—Po=B, 1 =72=17)
Donc I’énergie est :

E = yomc* = mey?(1+ B2

= mc?(29% - 1) (or 7= %)

- C2 ]\/I2 — 271’12
B 2m

L'énergie nécessaire pour créer une particule de masse M :

Collisionneur: E~ M
Cible fixe : E ~ M?

8.6 Lagrangien pour une particule relativiste

Ce sera vu I’'année prochaine en électrodynamique !
La suite :

Th. Q. des champs Electrodynam1que} Théorie des champs E(X)

Méca. } Relat1v1te — Méca. rela.

Meéca. Q. \ Méca. Newton
\ Einstein

Relativité générale

Particules X(t)
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