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Préambule

Ce cours est une introduction a la notion d’élasticité linéaire dans les solides. Nous commencerons dans un premier
temps par des rappels de mécanique ainsi que sur 'utilisation des tenseurs. Nous aborderons ensuite plusieurs exemples
de déformations élastiques simples, ainsi que les applications a la mécanique des poutres. Enfin, nous généraliserons
la notion d’élasticité linéaire dans les solides.
Pour vous entrainer, je vous conseille de résoudre I'épreuve C des écrits de 'agrégation externe de physique de 2015.
Elle propose I’étude des modes propres de vibration d’un nano-oscillateur électro-mécanique, afin d’établir I’équation
de vibration transverse des poutres que nous présenterons dans ce cours.
Il existe plusieurs ouvrages qui traitent de la mécanique et de Pélasticité dans les solides. A titre personnel, je vous
conseille d'utiliser :

— des livres de CPGE (anciens programmes) pour avoir de bonnes bases en mécanique,

— Rhéophysique de Oswald pour une présentation claire de 1’élasticité linéaire,

— Physique théorique Tome 1 - Mécanique et Tome 7 - Théorie de [’élasticité de Landau et Lifchitz pour aller

plus loin.

Enfin, malgré plusieurs relectures, ce polycopié est toujours susceptible de contenir des erreurs. Je vous remercie
d’avance de me les faire remonter pour les prochaines promotions d’agrégatifs.
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I Rappels de mécanique

I.1 Meécanique du point matériel
I.1.1 Grandeurs cinétiques
Soit un point matériel M, de masse m et de vitesse U, on définit les grandeurs cinétiques suivantes :

— sa quantité de mouvement :

P =m7v
— son moment cinétique par rapport a un point A :
fA =AM Am7T

— son moment cinétique par rapport & un axe A (passant par A et de vecteur unitaire o) :

La=1La7

— son énergie cinétique :
1
E. = —mov?
2

I.1.2 Lois de Newton

1*¢ loi de Newton : principe d’inertie Il existe des référentiels privilégiés, appelés galiléens, dans lesquels la
quantité de mouvement d’un point matériel isolé est constante. Soit le point est au repos, soit il persévere dans son
mouvement rectiligne uniforme.

2¢ loi de Newton : principe fondamental de la dynamique Dans un référentiel galiléen R, la dérivée de la
quantité de mouvement d’un point matériel par rapport au temps est égale a la somme des forces qu’il subit :

Sy

Ry

a7
dt

-
3¢ loi de Newton : principe des actions réciproques Si un point matériel A exerce une force F'4_,p sur un
point matériel B, alors B exerce une force sur A telle que :

Fpya=—Fasp
ABANFp,4=0

1.1.3 Théoréme du moment cinétique

Le moment d’une force F par rapport a un point A, appliquée au point M, s’exprime :
M Ag=AMA F

Le moment de cette force par rapport & un axe A (passant par A et de vecteur unitaire @), s’exprime :

—

—
M AR = M AF-U
Théoréme du moment cinétique Dans un référentiel galiléen :

dL 4

a |- > Mur
R,
1.1.4 Aspect énergétique
On définit :
— la puissance d’une force : N
Pp=r v
— le travail d’une force entre A et B : 5
Wz = / F.dl
A



Théoréme de 1’énergie cinétique Dans un référentiel galiléen :

dE.
dt

i =Y Pp < AElp =) Wg

Une force est conservative si elle dérive d’une énergie potentielle £, :

F=-VE,
On définit alors I’énergie mécanique :
E,=E.+E,

Théoréme de 1’énergie mécanique L’énergie mécanique d’'un point matériel soumis uniquement a des forces

conservatives se conserve au cours du temps :
dE,,

— =0
dt
Ce théoreme est valable dans les référentiels galiléens et non galiléens.
I1.1.5 Lois de composition

Soit 3 le vecteur rotation du repére relatif R’ de centre O', par rapport au repére absolu R de centre O. Les dérivées
d’un vecteur @ dans les deux repéres sont reliées telles que :
du
dt

az

=" +aaT
L d

R’

Loi de composition des vitesses La vitesse absolue d’un point matériel M dans R s’exprime :

—> — —
Vg = VUyp+ Ue

avec :
— la vitesse relative ¥, = T(M)|p/,

— la vitesse d’entrainement 7. = 7(0")| + GAO'M.

Loi de composition des accélérations L’accélération absolue d’un point matériel M dans R s’exprime :

—

—> —> —>
Qg =0, + Qe+ aC

avec :
— Taccélération relative @, = @ (M),
— — Q Y = = s
— laccélération d’entrainement @, = @ (0')|, + I O'M+ QA (Q A O/M>7
N R
— Taccélération de Coriolis ¢ = 2Q A V.
ad| a8l o - a9
R = = = QONQ = —
emarque : — = o
R R R

1.1.6 Théorémes en référentiel non galiléen

Dans un référentiel non galiléen R, , les théorémes de la mécanique du point s’écrivent :

df)) — - -
E = Z F+ Fie + FiC
— Bng
dLA —> — —
dt = Z MA,F) + MAaﬁie + MA»ﬁiC
Rng
dE.
dt = Z PF + Pﬁie
Ry
avec 1_7)1-6 = —m@a. la force d’inertie d’entrainement et ]_7) ic = —mac la force d’'inertie de Coriolis dues au mouvement

de R,4 par rapport a un référentiel galiléen.



I.2 Meécanique des systemes
I.2.1 Centre d’inertie et référentiel barycentrique

Un systeme matériel est un ensemble de points matériels M; de masses m;. On note M sa masse totale. Son centre
d’inertie G est défini tel que : .
D*G(> _ Z my; OMZ
M
Le référentiel barycentrique R*, associé au référentiel R, est en translation (généralement non uniforme) par rapport
a R. Son origine est en G, et ses axes sont paralléles a ceux de R.

1.2.2 Quantité de mouvement

La quantité de mouvement du systeme s’exprime :

Elle est nulle & tout instant dans le référentiel barycentrique :

—

Théoréme du centre d’inertie Dans un référentiel galiléen, le mouvement du centre d’inertie est celui d’un point
matériel de masse M auquel seraient appliquées toutes les forces extérieures au systeme :

dﬁ o —
E ", —ZFezt

1.2.3 Moment cinétique

Le moment cinétique du systéme en un point A quelconque s’exprime :
T A= Z m Am;U;
Il est relié au moment cinétique en B par la relation :
La=Lp+ABAF
11 est identique en tout point du référentiel barycentrique, et correspond au moment cinétique en G :

1], - Zel, - 7
R*

R* R

Théoréme du moment cinétique
— en un point A quelconque d’un référentiel galiléen :
dT 4

dt

Rg

— en un point A fixe d’un référentiel galiléen :

T 4
dt

—
= Z My 7.,
R!]

— au centre d’inertie G dans un référentiel quelconque :
_dL
dt

dL¢ —
dt R o = ZMcvﬁemt

R*

Premier théoréme de Koenig Le moment cinétique en un point A d’un référentiel R s’exprime en fonction du
moment cinétique barycentrique tel que :

= Z‘R +A_G>/\M7)>G

LA‘
R

1.2.4 Aspect énergétique

L’énergie cinétique du systéme s’exprime :
1
2
E. = E gmivi



Théoréme de I’énergie cinétique Dans un référentiel galiléen, la variation d’énergie cinétique est égale a la somme
des travaux des forces intérieures et extérieures au systeme :

dE,.
G|, T2 PRl PR, e ABdg, =) W, ) Wr,,

Second théoréme de Koenig L’énergie cinétique dans un référentiel R s’exprime en fonction de 1’énergie cinétique
barycentrique telle que :

1
E.|p = E|g + §Mvé

Théoréme de I’énergie mécanique L’énergie mécanique d’un systéme soumis uniquement a des forces conserva-
tives se conserve au cours du temps :
dE,,

a

I.3 Notion de tenseur pour la mécanique

Cette partie n’a pas pour but d’introduire la notion de tenseur de fagon rigoureuse et mathématique. Au contraire,
nous allons les aborder d’un point de vue pratique, de facon a pouvoir résoudre les problémes usuels de mécanique du
solide.

1.3.1 Contexte et définition

Nous allons nous restreindre a un espace de dimension d = 3, correspondant aux coordonnées cartésiennes x, y et z.
On considere une grandeur physique 7', décrite par un tenseur de rang n. On la note :

Tiji...

avec n indices {1, , k,[...}. Chacun indice pouvant prendre I'une des trois coordonnées de 1’espace (z, y ou z), il faut
d" = 3" scalaires pour décrire cette quantité.

Quelques exemples :
— la pression p en un point de l'espace est un tenseur de rang 0, elle est décrite par 3° = 1 scalaire,
— la vitesse U = (vg, vy, v;) d’un point matériel est un tenseur de rang 1, elle est décrite par 3! = 3 scalaires, ses
composantes sont notées v; (avec i = z, y ou z),
— le tenseur gradient de vitesse [G] est un tenseur de rang 2, il est décrit par 3% = 9 scalaires, ses composantes

iy
sont définies telles que G;; = — (avec x; = x, y ou 2) :

8.’)3‘j
% v, Ov,
or 0y 0z
Gaoo Goy Gz Ovy  Ovy  Ovy
(Gl = | Gya Gyy Gy | = or  ou E
Gew Gz G Y
ov, Ov, Ov,
dr OJy 0z

1.3.2 Produits de tenseur

N
Produit scalaire Le produit scalaire de deux vecteurs @ et b s’écrit :

a.b = agby + ayby +azb, = Z a;b;
i={x,y,z}

En notation tensorielle, on utilise la convention de sommation d’Einstein (ou sommation sur les indices répétés) :
lorsqu’un indice est répété plusieurs fois dans une méme expression, on le somme sur toutes ses valeurs
possibles, c’est-a-dire sur les trois coordonnées de I'espace.

Le produit scalaire peut donc s’écrire a;b; car :

i={w,y,2}

Comme l'indice 7 est sommé, c¢’est un indice muet.



Produit tensoriel Le produit tensoriel de deux vecteurs @ et b définit un tenseur [c] de rang 2 tel que :
[C] =a® 7; = ¢y = aibj

Contrairement au produit scalaire, les indices ¢ et j sont libres.

Produit tenseur-vecteur Le produit d’un tenseur [T] de rang 2 avec un vecteur U définit un vecteur ¥ tel que :
v

Z[T]ﬂ <~ UiZTij’U,j

L’indice j étant répété, on le somme pour obtenir la composante i du vecteur v.
La composante v, s’exprime donc :

v =Tojuy = Y Tojuy = Togtia + Taytiy + Tozuiz
j={zy,2}

De méme pour vy et v, :
vy = Typty + Tyyty + Tyou,

Vy = dzqy + szuy + T, u,

1.3.3 Quelques tenseurs et opérateurs utiles

Symbole de Kronecker Le tenseur unité ;;, ou symbole de Kronecker, est défini tel que :
Sii — 1 sii=j
Y10 sii#g

La trace d’un tenseur [c] de rang 2 peut s’exprimer :

Tr[c] = di5¢ij = Cii = Co + Cyy + C2z

Tenseur de Levi-Civita Le tenseur de Levi-Civita ¢;;;, est défini tel que :

Lo si ik} = {xyz}, {yza}, {zay}
€ijk = 61 si {ijk} = {zya}, {yaz}, {r2y}

—

N
Le produit vectoriel ¢ = @ A b peut s’exprimer :
C; = eijkajbk
Par exemple, sa composante selon z s’exprime :
Cy = €3550;b; = g E €2jk0;0 = €3y2ayb. + €52ya.0y
ik

J
Cz = ayb, —a.by,

On peut également montrer la propriété suivante :
€ijk€lmk = 0i10im — Oim0j1

Opérateur gradient L’opérateur gradient V¥ s'écrit en notation tensorielle 9/0z;. En 'appliquant & un vecteur u,
on obtient un tenseur de rang 2 :
=_, ou;
Vu = = 8jui
ij 0z
On peut également réécrire les opérateurs suivants appliqués a un vecteur avec la notation tensorielle :
— lopérateur divergence :

= — 8”2
.U = = 8iui
3xi
— lopérateur rotationnel :
S A = auk
VAU = €ijk = Gijkajuk
i 8$j
— lopérateur laplacien :
AT = Ou; U
K3
i Ox;0x; 77



1.3.4 Exercice d’application
Soit un fluide dont le champ de vitesse eulérien s’écrit en coordonnées cartésiennes :
Uy = WT

T(w,y,2,t) = v, = w’ty
v, = wy?/x

avec w une constante.
1. Calculer le gradient de la vitesse V7.

2. Calculer 'accélération eulérienne définie telle que :

:ﬁ:EjL(v.V) T = a; = 0w+ (v;.0;) v
Solution :
1.
w 0 0
N 2
N 0 , wt 0
wy 2wy
-— — 0
T T
2.

Ay = (V3.0,) Vp = wW2a

d(z,y,zt) = ay = Opvy + (vy.0y) vy = w2y (1 2+6202t2)
a; = (Vg.05) Vs + (vy.0y) v, = vy (2wt — 1)
T

I.4 Meécanique du solide indéformable
I1.4.1 Définition et propriétés

Un solide indéformable est un systéme de points matériels tel que pour tout couple de points (A, B), la distance AB
est conservée au cours du temps. Toutes les définitions et tous les théoréemes de la mécanique des systémes sont donc
valables. Le caractere indéformable du solide implique deux propriétés supplémentaires :

— la somme des forces intérieures est nulle,

— la somme des travaux des forces intérieures est nulle.

Un solide indéformable a 6 degrés de liberté : 3 en translation et 3 en rotation. On le repére usuellement a l’aide de
la position de son centre d’inertie G et de 3 angles.
I.4.2 Cinématique du solide

Le champ des vitesses d’un solide est équiprojectif, pour tout couple de points (4, B) :

_ ., >

AB.v o= AB.Up
Soit € le vecteur rotation du solide, la relation entre les vitesses s’écrit :
Va=Uvgp+ ZE A ﬁ

Cette relation est la définition d’un torseur. Le couple 67 17,4) est le torseur cinématique : G est la résultante et

U 4 est le moment en A.

1.4.3 Moment cinétique et opérateur d’inertie

Le moment cinétique d’un solide en un point A s’exprime :
LA :///AM/\UMdmzA_G’AMGUA+///AM/\ (MANG) am

avec dm la masse de ’élément de matiere infinitésimal entourant chaque point M.
Si le point A est fixe, ou §'il correspond au centre d’inertie (A = G), le premier terme s’annule. Le moment cinétique
s’exprime alors en notation tensorielle :



La=[J(A)G <= La|,=J;(4)9Q,

avec [J(A)] Vopérateur d’inertie en A. En choisissant A comme origine, il s’exprime :

[J(A)] = | Jya(A) Jyy(A) Jy=(A)
Jew(A) Jy(A)  Jaz(A)

avec Jggz, Jyy et J,. les moments d’inertie par rapport aux axes x, y et z définis tels que :
Jex(A) = / (y2 + 22) dm
Jyy(A) = (z® + 2%) dm

J..(A) = / (z® +y*) dm

Les autres termes sont les produits d’inertie, ils sont symétriques et définis tels que :

Tuy(A) = Jyu(A) = — / Ty dm
Jyz(A) = Jzy(A) = - yzdm

Jpz(A) = Jou(A) = — /a:z dm
Par exemple, d’aprés la convention de sommation d’Einstein, la composante selon  du moment cinétique s’écrit :

Lal, = Joj(A) Q5 = Jow(A) Qo + Ty (A) Qy + J22(A) Q2

LA|x:///(y2+22)dmﬂxf///xydmﬁy—///xzdmﬂz

Les composantes de [J(A)] dépendent de la base considérée. Si [J(A)] est diagonal dans une base, alors ses axes
définissent les axes principaux d’inertie du solide en A.
1.4.4 Energie cinétique

L’énergie cinétique d’un solide est la somme de son énergie cinétique de translation et de son énergie cinétique de
rotation dans son référentiel barycentrique :

1 1 > —
E,=-Mv%+=L Q
g MGt g LAl

5

1.4.5 Cas particulier d’une rotation autour d’un axe fixe

Considérons un solide en rotation autour d’un axe fixe A,
passant par A et de vecteur unitaire ¥. Il tourne a la vitesse

. do . RN
angulaire ) = —. Chaque point est associé a une masse

élémentaire dm, distante de r par rapport a 'axe A.

Nous allons projeter les relations précédentes sur 'axe. Soit Ja le moment d’inertie par rapport a A, il est défini tel

o Ja = TLI(A).T = ///1"2 dm

Le moment cinétique par rapport a A s’écrit :
La=TLa7 =JaQ

Le théoréme du moment cinétique appliqué en A peut se projeter sur 'axe A, on obtient :
dLa d?9
o = agE = 2 Mag..,

L’énergie cinétique du solide s’exprime :
1
E. = 5JAQQ



I.4.6 Moments d’inertie usuels

Boule homogene de rayon R et de
masse M.
2
A passe par le centre. L’ Jx = “MR?
5
Sphere creuse de rayon R et de
masse M.
2
A passe par le centre. L’ Jx = “MR?
3
]
|
|
! |
. . . . | ‘
Cylindre plein homogene ou disque : |
homogene de rayon R et de masse | !
A est I’'axe de révolution. ! AT
]
|
|
! |
| i
|
Cylindre creux ou anneau de rayon l |
R et de masse M. |
A est I’axe de révolution. l JAn = MR?
|
Tige homogene de longueur [ et de —_—
masse M. |
A est perpendiculaire a la tige et | 1 )
o ) w Jan = Ml
passe par son centre. 12

1.4.7 Théoréme de Huygens

On consideére un solide de masse M et de moment d’inertie
Ja par rapport a un axe A quelconque. On définit un axe
Ag, paralléle & A et passant par le centre d’inertie du solide.
La distance entre A et Ag est notée d.

Théoréme de Huygens Les moments d’inertie par rapport aux axes A et Ag sont reliés par la relation :

A = Jag + Md?

Exemple On considére une tige homogene de longueur [
et de masse M. Calculons son moment d’inertie par rapport
a un axe A, perpendiculaire a la tige et passant par 'une
de ses extrémités.

Ja=me (L 2—1M12
2712 2) 3



1.4.8 Contact entre solides

Vitesse de glissement On considére deux solides 57 et
So en contact ponctuel. On définit la vitesse de glissement
au point de contact I de S; par rapport a Ss telle que :

Vyg=T11— V12
Il y a roulement sans glissement si U, = 0.
Lois de Coulomb Soit N la composante normale et T

la composante tangentielle de la réaction de contact d’un
solide sur un support.

— En cas de non glissement (T, = 0) :

avec f, le coefficient de frottg)ment statique.
— En cas de glissement (U, # 0) :

T=—f ‘ﬁ ‘ 7,
avec fq le coefficient de frottement dynamique et @, un vecteur unitaire de méme sens et direction que U,.
Usuellement, on considere que fg =~ fs =~ f le coefficient de frottement.

1.4.9 Exercice d’application

On considere un disque homogene de rayon R et de masse
M. 11 roule sans glissement le long d’un plan incliné d’axe
x faisant un angle « avec ’horizontale. Le coefficient de
glissement est noté f.

1. Calculer son moment d’inertie J par rapport a 'axe A perpendiculaire au disque et passant par son centre
d’inertie G.

2. Appliquer le principe fondamental de la dynamique, puis le théoréeme du moment cinétique par rapport a A
pour aboutir a ’équation du mouvement.

3. Appliquer le second théoreme de Koenig pour remonter & son énergie cinétique dans le référentiel du laboratoire.

4. Calculer ’angle limite a; au-dela duquel le disque commence a glisser.

Solution :
1.

R 2T 4
J:///r2dm=a//r2rdrd9:a/ r3dr/ d@:”i”:%M}#
0 0

2. Principe fondamental de la dynamique selon x et y :

Mi = Mgsina—T
0=—-Mgcosa+ N
Théoréeme du moment cinétique par rapport a A :
dL .1 .
—2 _ Jl = ~MR?) = Mp + My +Mz = —RT
dt 2 —_
=0 =0
Or pour un roulement sans glissement :
VI,plan = VI disque = T+ Ré =0 = = —Ré
On en déduit ’équation différentielle sur z :
I = —-gsina
39
Puis les équations du mouvement :

t2gsin o

10



3. L’énergie cinétique dans le référentiel du laboratoire s’écrit :

E.=FE,

1 1_. 1 1
re T §Mvé = §J02 + §M$2 = §M92 sin? (a) 2
4. La condition de non glissement n’est plus respectée a partir d’un angle «; tel que :

1
T=fN <— gMgsinozl:fMgcosal < tanq; =3f

11



II Etude de quelques déformations élastiques

Dans cette partie, nous allons étudier plusieurs cas simples de déformations. La généralisation de la théorie de élasticité
sera effectuée dans la partie suivante. Nous supposons ici que toutes les sollicitations sont suffisamment faibles pour
obtenir des réponses élastiques linéaires.

IT1.1 Traction uniaxiale d’un solide

On considere un parallélépipede rectangle isotrope de di-
mensions {Lg, L,,L,}. On lui applique une force de trac-

>
tion F', uniformément répartie sur les deux surfaces per-
pendiculaires a l'axe x.

On définit I'allongement relatif du matériau dans la direction z, ou déformation longitudinale :

En appliquant la loi de Hooke, on peut relier ces deux parametres par une loi linéaire :

o L, ES,

EZI -

avec E le module d’Young du matériau, il a la dimension d’une pression.
Quelques ordres de grandeur : Ege ~ 100 Pa, Ecaoutchouc ~ 108 Pa, Epnetal ~ 10' Pa, Egiamant ~ 1012 Pa...

Les allongements relatifs dans les directions y et z, ou déformations transverses, sont définis de maniére analogue :

AL,

Cyy = I
y
AL,
EZZ - LZ

La loi de Hooke les relie a la contrainte par la relation :

B v PN ALy_ALZ_ ZE
oy = €22 = T Oun L, L. ES,

avec v le coefficient de Poisson du matériau (sans dimension). On peut montrer que pour des raisons de stabilité :
-1<v<05

avec v ~ 0,3 pour la plupart des matériaux. Un matériau tel que v < 0 est un matériau auxétique.

II.2 Solide soumis a une pression

On considere un parallélépipede rectangle isotrope de di-
mensions {L,, Ly, L,}. Il est soumis & une pression uni-
forme P sur toutes ses faces.

La déformation dans la direction = est la somme de trois termes :
— la déformation longitudinale due a la pression sur les surfaces S,
— la déformation transverse due a la pression sur les surfaces .Sy,
— la déformation transverse due a la pression sur les surfaces S..
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La loi de Hooke s’écrit donc :

De méme selon y et z :

-
Eyy = €z = ——= — alV

La variation relative du volume V = L, L, L. du solide sous cette pression vaut :

AV _ AL, AL, AL 3P

I1.3 Cisaillement d’un solide

On considere un parallélépipede rectangle isotrope de di-
mensions {L,, L,, L, }. On lui applique une force de cisaille-
ment F dans la direction x, uniformément répartie sur les
deux surfaces Sy. En réponse, les surfaces S, s’inclinent
d’un angle 0 par rapport a 'axe y.

Pour une faible déformation, ’angle de déformation s’exprime :

Uy
0 ~tanf = —
an L,

On peut le relier a la contrainte de cisaillement par la loi de Hooke :

1 F
a—c(sy)

avec G le module de cisaillement du matériau, il a la dimension d’une pression. On peut montrer qu’il s’exprime en

fonction de E et v tel que :
E

G:2(1—u)

II.4 Flexion d’une poutre

On considere une poutre horizontale de longueur L et de
section rectangulaire S. L’une de ses extrémités est encas-
trée a angle droit en z = 0. Sur 'extrémité en = L, on
applique une force F' = F'¢, verticale qui engendre une
flexion de la poutre. On néglige les effets de la pesanteur.

Ligne neutre On définit la ligne neutre d’une poutre, ou fibre neutre, comme la ligne passant par le centre d’inertie
de ses sections droites. Si la poutre est symétrique, elle correspond a la ligne passant par le milieu de la poutre.
De plus, lors d’un mouvement de flexion la ligne neutre ne subit ni allongement ni compression, sa longueur est donc
constante.

Pour caractériser la déformation, nous allons déterminer le déplacement vertical de la ligne neutre u, () le long de la

poutre, aussi appelé « déformée ».

Equilibre statique de la poutre La poutre étant en-
c_z}strée en x = 0, le mur exerce sur elle une fgr)ce de réaction
R (comme tout support) et un moment M, = M€ ..

N

A Téquilibre statique, la somme des forces appliquées sur la poutre est nulle :

R+F=0 = {Ry+F:O
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De méme, la somme des moments en O est nulle :

=0

]\—je "'Moj% ‘H\_jo,z‘r’
o+ uy(L)8)AFE, =0

M.+00AR+ (L
M,+LF =0

Effort tranchant et moment fléchissant La déformation de la poutre engendre des efforts internes dans le
matériau. On appelle : N

— effort tranchant V' (x) la force qui s’exerce sur la section perpendiculaire a la ligne neutre a l’abscisse z,

— moment fléchissant M () le moment qui s’exerce sur la section perpendiculaire & la ligne neutre & ’abscisse «.

Appliquons ’équilibre statique sur la portion de poutre
comprise entre 0 et x.

La somme des forces étant nulle :

—

B+V(@) =0 — {Vw(x)zo

R, + Vy(z) =0
La somme des moments en O étant nulle :

M, +2Vy(x)+ M(z) =0
On en déduit 'expression des efforts internes :

Ve(z) =0
Vy(x) =-—R, =
M(z)=—-M, —2V,(z) = LF —2F = F(L — )

Rayon de courbure Considérons un petit élément de
longueur Az de la poutre non-déformée. Apres la déforma-
tion, la longueur de sa ligne neutre est conservée et peut
s’écrire Ax = RA#, avec R le rayon de courbure.

Une fibre située a une hauteur y de la ligne neutre, initialement de longueur RA8 est comprimée lors de la déformation.
Sa longueur étant maintenant de (R — y)A#d, elle subit un allongement relatif :

_(R—yAI-RAO  y
Cow = RAG ~ R

On en déduit la contrainte longitudinale avec la loi de Hooke :

Y
wx:wa:_E*
7 ¢ R

La force longitudinale qui s’exerce sur cette fibre de section dS vaut :
= - Y —
dF = 0,,dS€, = —EEdSew
Le moment de cette force par rapport au centre d’inertie G de 1’élément, situé sur la ligne neutre, s’écrit :
ry — 1 E 2 —
dM =y, NdF = =2 4Se,
R
Le moment fléchissant M (x) correspond & la somme de ces moments que Pon intégre sur la section S de la poutre,

d’ou : B2 B
Y
M = —Z dS = —
() / / L Z
S

14



avec | = / / y2dS le moment quadratique de la poutre défini par rapport a la ligne neutre.
s

Or le rayon de courbure R est défini comme 'inverse de la
courbure v tel que :
1 A0 db

R T AT dx
Dans 'approximation des petits angles, on a :
0 ~ Auy ~ du,
Az dx
D’ou I'expression du rayon de courbure :
I d*u,
R~ da?
On en déduit la relation entre le moment fléchissant et le déplacement de la ligne neutre pour une poutre :

d2uy
EI T2 = M (x)

Equation de la déformée En remplacant M (x) par son expression, on obtient :

d?u
EI dey =F(L-xz)

La poutre étant encastrée, les conditions aux limites en x = 0 s’écrivent :

uy(x=0)=0
du
0 = = 7Y =
(x=0) i | _, 0

Au final, on obtient 1’équation de la déformée :

- E(L
VYT RT\ 2 6

Cas d’une poutre de section rectangulaire Dans le cas d’'une poutre de section rectangulaire S = [,[,, son
moment quadratique par rapport a la ligne neutre s’exprime :

ly/2 1./2 lglz
I://yzdS:/ yzdy/ dz =2
g 1,2 1.2 12

_12F Lz 23
W =gE 2 T

D’ou I’équation de la déformée :

I1.5 Flambage d’une poutre

On considere une poutre horizontale de longu_(gur L et de
section S. On applique une force horizontale F' a chacune
de ses extrémités de maniére & comprimer la poutre. Ses
extrémités sont maintenues, mais ’angle est libre de varier
(pas de moment d’encastrement). On néglige les effets de
la pesanteur.

Nous allons chercher les états d’équilibre de la poutre en fonction de la force appliquée.
Pour la portion de poutre comprise entre 0 et x, appliquons 1’équilibre statique des forces :

F = i
+V(@)=0 = { V,(x) = 0
Appliquons maintenant 1’équilibre statique des moments par rapport au point O :

MO,F’+MO,\7’+M(x):O_> R
(€, +uy€y) AVy(2)€s + M(z) =0
M(x) = uyVy(x) = —uy F
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Comme dans le cas de la flexion, la relation entre le moment fléchissant et le déplacement de la ligne neutre s’écrit, :

d2uy
EI 2 M(x)
D’ou I’équation différentielle sur u,, :
d2uy
ET prea —uy F'

La solution est de la forme :

F . F
uy(x) = Acos (\/ EI;U) + Bsin (\/ EIac)
avec A et B des constantes.

En utilisant les conditions aux limites u,(z = 0) = uy(x = L) = 0, on déduit qu'il existe deux solutions :
— soit la poutre est rectiligne :
uy(z) =0

oo~ mon y52)

F
avec B #£ 0 et EL = km ou k est un entier non-nul.

— soit la poutre forme une sinusoide :

La force minimale & appliquer pour former la sinusoide correspond au cas ou k = 1, on 'appelle force critique d’Euler :

I 2Bl
EL =T < FC = 12

Au final :

— Lorsque F' < F,, la poutre est rectiligne car c’est la seule solution.

— Lorsque F' > F,, on peut montrer que la poutre rectiligne est instable. La poutre flambe et prend la forme d’un
arc de sinusoide. L’amplitude B est déterminée en sortant de I’approximation des petits angles, et en utilisant
la conservation de la longueur L de la ligne neutre. Cependant, en pratique cela conduit souvent & la rupture
de la poutre.

I1.6 Modes de vibration transverse d’une poutre

On considére une poutre horizontale de longueur L, de sec-
tion rectangulaire S et de masse volumique p. L’une de ses
extrémités est encastrée a angle droit en x = 0. L’autre
extrémité en x = L est libre. On néglige les effets de la
pesanteur.

Nous allons appliquer les théoréemes de la mécanique sur un petit élément de longueur dz, de centre GG, a ’abscisse
z de la poutre. Pour cela, il est nécessaire de définir une convention pour orienter les forces et les moments : nous
choisissons d’orienter positivement les efforts appliqués par 1’élément de droite sur I’élément de gauche a travers une
section.

Principe fondamental de la dynamique Il s’exerce un effort tranchant ?(x) a chaque extrémité de 1’élément.
D’aprés la convention adoptée et le principe des actions réciproques, le principe fondamental de la dynamique s’écrit :

2 N o
dexLZ;yE’y =T (x—i-d;) +T (m— dx)

62uy dx dx
dexatQ —T(x+2 —T(x—2
~ [T(az) + dacaT] — [T(a:) du aT]

2 Ox
82uy oT
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Théoréme du moment cinétique En plus des efforts tranchants, il s’exerce un moment fléchissant M (x) & chaque
extrémité. Le théoreme du moment cinétique s’écrit :

0Jo¢€, = MG,T’(QLHL‘%) +MG,T’(I7%) + M (1‘+ 2) + M (l‘— 2)
avec 0.J le moment d’inertie de 1'élément de longueur dx. On peut montrer a posteriori que le terme 8.6 est négligeable
dans la plupart des cas, en particulier pour les grandes longueurs d’onde.

On obtient alors :

dx dx dx dx dx dx

0="T(x)+ oM

Oz

Equation de propagation des ondes transverses En utilisant la relation entre le moment fléchissant et le

déplacement de la ligne neutre :
d?u,
EI 2 M (x)

On obtient finalement I’équation de propagation des ondes transverses :

o*u, 0T  *M

g Oz, 0a®

4
0% uy _ 0% uy
ot? Ox?
Solution générale de I’équation En cherchant des solutions sous la forme complexe uy(x,t) = el et on

aboutit a une solution générale réelle de la forme :

uy(x,t) = [Acosh(kz) + Bsinh(kx) + C cos(kx) + D sin(kz)] cos(wt)

1/4
_ (PS5 -
aveck-(EIw) .

Cas de la poutre encastrée a une extrémité Nous disposons des conditions aux limites suivantes :
— en x = 0 : la poutre est encastrée, le déplacement et I’angle sont nuls

uy(x=0)=0
o—0)= 2|  _g
o |,_,
— en x = L : Uextrémité est libre, il ne s’applique aucun moment et aucune force
0%u
M(z=L)=FI Y =0
(z=1) o2 |,
M 3
Tw-r1)—- M __pr%u
ox x=L da® r=L

En utilisant ces conditions aux limites avec la solution générale de ’équation, on obtient un systeme de 4 équations a
4 inconnus. Sa résolution aboutit a la condition :

cosh(kL)cos(kL)+1=0
Il n’existe pas de solution analytique a cette équation. Une résolution numérique nous donne les premieéres racines :
(kL)o ~ 1,875 (kL); ~ 4,694 (kL)y = 7,855 ...

On peut retrouver des valeurs approchées de ces racines en remarquant que cosh(kL) — oo rapidement. L’équation
se résume alors a cos(kL) ~ 0, d’ou les solutions (en particulier pour n grand) :

(kL), =~ g + nw

On en déduit les modes propres de vibrations de la poutre :

EI [(kL),1? EI 72 )
“’“:\/ps[ £ “\ st T
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Application a la mesure d’un module d’Young Nous disposons d’une lame en laiton (P78.17) de dimensions
{lz = 400 mm, l, = 2 mm, [, = 10 mm} et de masse M =~ 67 g. Nous pouvons l'encastrer & I'aide de serre-joint afin
d’obtenir une poutre vibrante une longueur L ajustable. La fréquence de son mode fondamental est :

1 [EI1.8752 1 [EI31,/121.8752 vE
fo = 875> _ 1 JELL./121.875° 3,53.107% x ——~
2r\ pS L2 o M/l, L2 12

A partir de la mesure de fy pour différentes longueurs L, on peut remonter a son module d’Young E par régression

linéaire, on obtient :
E= GPa

Le module d’Young du laiton est généralement de ’ordre de 100 GPa.
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III Théorie de I’élasticité linéaire isotrope

ITI.1 Tenseur des déformations

Champ de déplacement On considére un point M d’un
solide, repéré par sa position 7. Aprés déformation du so-
lide, le point M se retrouve & la position 7.

Le champ de déplacement est défini pour tout point M tel que :

(M(F) =7~ 7

sl

Tenseur gradient de déplacement Le tenseur gradient de déplacement V7 est un tenseur de rang 2, défini tel
que :

S| = u

= = 0;u;
ij 0z I

avec r; = x, y ou z en coordonnées cartésiennes.

On peut le décomposer en la somme de deux tenseurs :
— un tenseur symétrique ¢;;, appelé tenseur des déformations :

i = 2 aa:j 81)2

— un tenseur antisymétrique w;;, qui ne joue pas de role en élasticité des solides :
1 6’&1 8Uj
Wi = = —
2 ail'j 81'7,

>
va

On retrouve bien :
= € Wi
ij

Le tenseur des déformations €;; étant symétrique, il existe une base dans laquelle sa matrice est diagonale. Ses axes
sont alors les axes principaux du tenseur €;;.

Distance entre deux points Soient M (7) et N(?%—cﬁ)
deux points voisins d’un solide, on note dl la distance entre
ces points.

Lorsque le solide est non-déformé, la distance s’exprime telle que :
di? = 4" = da® + dy? + d2?

Apres déformation du solide, le point M se retrouve a la position :

7 =T+ U(7)

et le point N se retrouve a la position :

La distance dl’ entre ces deux points est alors telle que :

—

W= (7 =) = (F 4 0E d) -0)

En notation tensorielle, les deux points étant voisins on peut écrire :




D’ou :

2 Ou; 2
7

dl'” = <da:i + igcjda:j>

En ne gardant que les termes d’ordre le plus bas, on obtient :

Al ~ dayda; + Q%d:cidxj _ a2 22 du;da;
633]- 6$j

On peut exprimer le second terme en fonction du tenseur des contraintes car :

1 Ou; 1 0u; ou;
— —dridr; + = —Ldxdr; = —dx;dx;
2 8xj LTy + 2 aﬂh i 8xj Tty

e,;jdxidmj =

La distance apres déformation s’exprime donc en fonction de ¢;; :

I = dI? + 2¢;jdz;dx;

Dilatation volumique On considére un volume élémen-
taire dV = dLydLydL, d’un solide non-déformé. Apres dé-
formation du solide, ce volume vaut dV’ = dL; dL,dL’,.

En se plagant dans la base ou €;; est diagonal, on peut exprimer simplement dL’; :
2
dL!.” = dL? + 2¢,,dL,dL,
Soit au premier ordre en €;; :
dL!, ~ (1 + €4 )dL,

En faisant de méme pour dL;J et dL’,, on obtient I'expression de la dilatation volumique en fonction de €;; :

dV' (14 €pg)dLy(1 4 €yy)dLy (1 +€,,)dL,
= ~1 Tx zz
v dL,dL,dL, T Tl

av’
W = 1 + TT(E)

I11.2 Tenseur des contraintes

Déﬁn_igion du tenseur On considére un élément de sur-
face dS, = dS, €, a lintérieur d’un solide qui subit une
déformatio_n}. Les efforts internes dans le matériau exercent
une force dF' sur cette surface, qui n’est pas forcément orien-
tée selon la direction €.

On peut exprimer : R
dF =dF, ¢, +dF, ¢, +dF.,¢,
dF = 0,,dS, €5+ UymdSm?y + 0,,dS, €,

—>
De méme, la force exercée sur un élément de surface dS, = dS, €, s'écrit :
FT] — — —
dF = 05ydSy €y + 0yydSy €y + 0,ydSy €,
, /12 -2 — v, .
et la force exercée sur un élément de surface dS, = dS, e, s’écrit :
e
dF = 0,,dS, €, + 0y.dS. €, +0,.dS. ¢,

On peut généraliser en exprimant sous forme tensorielle la force dF exercée sur un élément de surface quelconque as
en un point M du solide : N N

avec [0(M)] le tenseur des contraintes au point M. C’est un tenseur de rang 2 (donc 9 composantes), chaque
composante o;; représente la force exercée dans la direction ¢ sur la composante j de la surface.
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Symétrie du tenseur En appliquant le théoreme du moment cinétique a un élément de volume, on peut montrer
qu’en I’absence de couple volumique, le tenseur des contraintes est symétrique :

Oij = 0ji

Cette propriété est strictement vérifiée pour les solides isotropes, mais on peut également 'appliquer dans le cas des
solides anisotropes car les couples élastiques sont en général négligeables.

ITI.3 Relation contrainte-déformation

Loi de Hooke Dans le cadre de I’élasticité linéaire, la loi de Hooke relie les composantes du tenseur des déformations
et du tenseur des contraintes par une relation linéaire :

0ij = Cijki€hi
avec [C] un tenseur de rang 4, composé de 3% = 81 coefficients élastiques.

Réduction du nombre de coefficients En prenant en compte la symétrie du tenseur des déformations (€;; = €;;),
la symétrie du tenseur des contraintes (o;; = 0;;) et la stabilité thermodynamique du matériau, on peut montrer que
les 81 coefficients C};i; ne s’expriment qu’en fonction de 21 parameétres indépendants.

Pour un solide totalement anisotrope, il est nécessaire de connaitre ces 21 parametres pour décrire son comportement
lors d’une déformation quelconque.

Pour un solide isotrope, sa réponse a une déformation est identique pour toutes les directions de 'espace. On peut
alors montrer que toutes les composantes Cjj; ne s’expriment qu’en fonction de 2 coefficients : A et . Ce sont les
coefficients de Lamé du matériau, ils ont la dimension d’une pression.

La loi de Hooke s’écrit alors dans le cas d’un matériau isotrope :
0ij = 2U€i5 + Aeplij

avec 0;; le symbole de Kronecker.
On peut inverser cette relation pour exprimer le tenseur des déformations en fonction du tenseur des contraintes :

1
ij = 7 0ij — =+ 0kk0jj
“0 7207 T 23Nt 2) T

Autres couples de coefficients élastiques Nous avons établi la loi de Hooke en utilisant les coefficients de Lamé,
mais il est aussi possible de 'exprimer en fonction d’autres coefficients élastiques, comme par exemple le module
d’Young E et le coefficient de Poisson v.
On peut montrer que F et v s’expriment en fonction de A et p tels que :
3A+2 A
g B2

ST W)

La loi de Hooke s’écrit alors :

E v 1+v v

Elle peut également s’exprimer en fonction de nombreux autres coefficients élastiques, tous reliés aux coefficients de

2
Lamé, comme par exemple le module de cisaillement G = p, ou le module de compressibilité : K = A + §M'

I11.4 Thermodynamique de la déformation

Dans le cadre de I'élasticité linéaire, on peut montrer que 1’énergie libre volumique d’un solide a I’équilibre thermody-
namique s’exprime :

1 1
f=Jot SCuncisen = fo+ oije

II11.5 Equation de Navier

Conservation de la quantité de mouvement On
considére un ensemble de points de volume V mobile, de
surface S et de masse volumique p. On note 7 le vecteur
normal en chaque point de la surface orienté vers ’extérieur.
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L’ensemble est soumis a des forces volumiques extérieures de résultante 7 (la gravité par exemple), et & des contraintes
internes [o] (surfacique). L’application du principe fondamental de la dynamique & cet ensemble donne :

i = [ m = [femas s [[ o

Le théoréme de dérivation sous le signe somme (voir Rhéophysique pour la démonstration) montre que pour toute
grandeur A(z,y, z,t) associée & un volume V mobile :

& ) [

D
avec i la dérivée particulaire définie telle que :

DA 8A

= =5 +(FV)A = DA =04+ (0;0) A,

En utilisant cette propriété et le théoreme de la divergence, on obtient :

// dV ///V dV+// fav

Cette égalité étant vraie pour tout volume V', on en déduit :
Dv
P "Dt

=V.o]+ f
Cas des solides isotropes Dans le cas d’un solide, la vitesse correspond a la dérivée du déplacement :
o dud
Codt
et le terme d’advection de la dérivée particulaire (v;.0;) v; est négligeable. L’équation s’écrit alors :

[ RRTRR

Pour un solide isotrope, en se placant dans ’approximation de 1’élasticité linéaire, on peut remplacer [o] par son
expression. D’ou en notation tensorielle :

pOuu; = 00 + fi
pOuu; = 0;(2pei; + Adijens) + fi
1
pOyu; = 0; (2M2 [0jui + Oyu;] + /\5i13kuk> + /i

pPOsu; = pdju; + poiju; + Aoipur + fi
pOui = pdjju; + (1 + N) 9i(0ju;) + fi

On aboutit a I’équation de Navier :

0?u -

Elle peut s’écrire de fagon équivalente sous la forme :

N—
s

T
o

()\+2u)§(§.ﬂ’) — UV A (?/\ ﬂ’) +7
II1.6 Retour sur les exemples précédents
IT1.6.1 Traction uniaxiale d’un solide

Nous allons retrouver les expressions précédemment obtenues dans la partie I1.1 en calculant le tenseur des contraintes,
puis en appliquant la loi de Hooke.

On considére un parallélépipede rectangle isotrope de di-
mensions {Lg, Ly, L.}. On lui applique une force de trac-
tion F', uniformément répartie sur les deux surfaces .S, .
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1. Déterminer le tenseur des contraintes [o] en tout point du solide & partir de sa définition.
2. Calculer le tenseur des déformations [e] a I'aide de la loi de Hooke avec les coefficients élastiques FE et v.
3. En déduire le champ de déplacement u.
4

. Exprimer I’énergie libre volumique f du solide.

Solution :
1. La force est exercée dans la direction x sur la surface S, :

F =0..5,
D’ou le tenseur des contraintes : F
— 0 0
o= %
— 10 0O
0 0 O

F
ES. OF 0
v
le] = 0 ~ES. 0
0 0 _ vF
ES,

3. On cherche un champ de déplacement u tel que sa dérivée soit reliée au tenseur des déformations par la relation :
1 [ 0u; = Ouy
62']' = — +
2 8.17]‘ 8$z

On obtient & une constante additive prés (on la choisit nulle) :

_F

Uy = ES, x

= vF
U=1q Uy=— Y

ES

vE
U, = — z

ES,

4. L’énergie libre volumique s’exprime :
F2

1
f:f0+§€ij0ij :fo+@

I11.6.2 Cisaillement d’un solide

Nous allons retrouver les expressions précédemment obtenues dans la partie I1.3, en partant cette fois du champ de
déformation.

On consideére un parallélépipede rectangle isotrope de di-
mensions {L, L,, L. }. On lui applique une force de cisaille-
ment F dans la direction x, uniformément répartie sur les
deux surfaces Sy,. En réponse, les surfaces S, s’inclinent
d’un angle 0 par rapport a 'axe y.

Déterminer le champ de déplacement % en tout point du solide & partir de sa définition.
Calculer le tenseur des déformations [e].
En déduire le tenseur des contraintes [o] avec la loi de Hooke en utilisant les coefficients de Lamé.

Retrouver que le module de cisaillement G est équivalent au second coefficient de Lamé pu, sachant qu’il est
défini tel que o,y = GO.

= W e

Solution :
1. Le champ de déformation % correspond 3 la différence entre la position du point M avant déformation et sa
position apres déformation, d’ou :

U(y) =u,(y) €, =ytan e, ~ yo e,
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2. Le tenseur des déformations s’exprime :

0 6/2 0
[e]l=16/2 0 0
0 0 0
3. Le tenseur des contraintes s’exprime :
0 wd O
[c]=pnd 0 O
0 0 0

4. On trouve immédiatement : G = p.
I11.7 Propagation d’ondes dans un milieu élastique

On considére un milieu élastique semi-infini, de masse vo-
lumique p, qui occupe Pespace y > 0. Il ne s’ exerce aucune
force volumique a l'intérieur de ce milieu : f =0.

Ondes longitudinales On exerce une onde plane de compression sur la surface libre en y = 0. Celle-ci engendre un
déplacement :
Uiy = 0,t) = Upe™' e,

Le milieu étant non-dissipatif, nous cherchons un champ de déplacement sous la forme d’une onde plane harmonique :
Ul(ya t) = eri(wtfky) E>y

L’équation de Navier pour ce champ s’écrit :

—pu?d = (N + Qu)ﬁ 6.1_[1) — UV A (6 A T[l)
T = (A + 2u)V (—ikUy ei(m_ky)) — VA (0)
—pw? W = (A +2p) (—k*T)
Nous aboutissons a la relation de dispersion :
o _ A+ 2u AF 2 22
P

La célérité des ondes longitudinales dans un milieu élastique est donc :

A+ 2u
P

Cc =

Ondes transverses On exerce une onde plane de cisaillement sur la surface libre en y = 0. Celle-ci engendre un
déplacement : _
Uiy = 0,t) = Upe™'

Le milieu étant non-dissipatif, nous cherchons un champ de déplacement sous la forme d’une onde plane harmonique :
Wiy, t) = Upe'@t=kv) g,
L’équation de Navier pour ce champ s’écrit :
—p? Uy = (A + 2;1)6 (6.1_[,5) — ,LL%> A (6 A 't_[t)
v A (ikUe! 0, )

©
|

=
<

Nous aboutissons a la relation de dispersion :
2_ Fp2_ 22

La célérité des ondes transverses dans un milieu élastique est donc :

Ct = H
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Cas général Par analyse vectorielle, on peut montrer qu’lgl champ de déplacement ¥ peut s’écrire comme la somme
du gradient d’un scalaire ® et du rotationnel d’'un vecteur A :

T=VOd+VAA

En posant :

—

0

<
3

—

N
o= = VAU =
— -
VANA= Ut e Vz_[t =0
on remarque que tout champ de déplacement % peut s’écrire comme la somme d’une onde longitudinale 2; de célérité
c; et d’une onde transverse u; de célérité c;.

Exemple des ondes sismiques Dans le cas de la Terre, A ~ u ~ 10! Pa et p ~ 103 kg/mg. On obtient alors des
célérités :

e ~ V3¢ ~ 10 km/s
A la suite d’'un tremblement de terre, les ondes sismiques les plus rapides & se propager sont les ondes longitudinales,

appelées « ondes P » (ondes primaires). Elles sont suivies par les ondes transverses, appelées « ondes S » (ondes
secondaires), puis par diverses réflexions et par des ondes de surface (ondes de Rayleigh).
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