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Introduction

Ce cours est consacré à l’étude des interactions entre atomes neutres.
Pris au pied de la lettre, il s’agit d’un programme extrêmement ambitieux
puisqu’il recouvre l’ensemble de la physique moléculaire et de la physico-
chimie. Mais il n’est bien sûr pas question de réaliser ici ce programme
dans toute sa généralité. Nous allons nous intéresser au cas d’atomes
froids, pour lesquels la longueur d’onde de de Broglie est beaucoup plus
grande que la portée des potentiels inter-atomiques. Cette hypothèse ap-
portera des simplifications considérables en ramenant un potentiel d’inter-
action compliqué à la connaissance de quelques nombres, comme la lon-
gueur de diffusion ou la portée effective.

Dans le cours de cette année, nous allons nous concentrer plus particu-
lièrement sur le problème à deux corps : quelle est la nature de l’interac-
tion entre une paire d’atomes, quel est le lien entre les états liés de cette
paire et le résultat d’une collision élastique entre les deux particules, peut-
on contrôler et manipuler cette interaction par des champs extérieurs? Il
s’agit là de questions qui sont posées dès que les fondements de la méca-
nique quantique ont été précisés (HEITLER & LONDON 1927 ; FEYNMAN

1939), mais qui sont revenues sur le devant de la scène au cours des vingt
dernières années, avec les développements spectaculaires de la physique
des gaz quantiques.

L’activité de recherche intense sur les gaz quantiques est directement
liée à ces interactions : si elles étaient absentes, on aurait affaire au modèle
du gaz parfait, un problème intéressant, mais résolu et compris depuis bien
longtemps. Les interactions entre atomes viennent changer complètement
la donne ; elles sont à l’origine de nouvelles transitions de phase, comme
la transition de Kosterlitz–Thouless ou la transition superfluide-isolant de
Mott, traitées ici même dans des cours antérieurs. Elles permettent de réa-
liser des objets composites originaux, comme des solitons ou des tour-

billons quantiques (vortex). La force de ces interactions peut être amenée
à la valeur maximale permise par la physique quantique, ce qui établit un
lien entre ces gaz d’atomes froids à certains systèmes en interaction forte
connus en physique nucléaire ou en physique des particules.

L’étude du problème à deux corps n’est qu’un premier pas vers une
compréhension détaillée des gaz quantiques en interaction. Sa richesse suf-
fira à nous occuper dans le cours de cette année, mais cette étude devra être
complétée lors d’un cours ultérieur : il nous faudra alors expliquer com-
ment les concepts "à deux corps" que nous allons dégager ici se transcrivent
sur les propriétés macroscopiques d’un fluide. Nous remettons également
à un prochain cours le problème important mais difficile de la physique à
petit nombre de corps (few-body physics) : les concepts et les outils que nous
allons mettre en place ici serviront naturellement de base à ces développe-
ments ultérieurs.

Je remercie chaleureusement Bertrand Evrard et Raphaël Lopes pour leur relecture
d’une première version de ces notes.
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Chapitre I

Le potentiel d’interaction entre deux atomes

Nous allons dans ce premier chapitre préciser les processus physiques
qui régissent l’interaction entre deux atomes : comment ces atomes se
comportent-ils quand ils s’approchent l’un de l’autre? Y a-t-il attraction,
répulsion, possibilité de former un état lié (dimère)? Ces questions appar-
tiennent autant à la chimie qu’à la physique, mais nous allons voir que les
éléments les plus importants pour nous ne sont pas nécessairement ceux
qui sont mis en avant dans les cours "traditionnels" de chimie et de phy-
sique moléculaire. En particulier, le fait que nous abordions le problème
du point de vue des atomes froids et des gaz quantiques va donner un rôle
crucial au comportement à longue portée du potentiel d’interaction.

Pour comprendre ce point, rappelons que pour un gaz d’atomes à
une température de l’ordre du microkelvin, voire en dessous, la longueur
d’onde associée à chaque atome est grande devant la taille usuelle d’une
molécule di-atomique. Cette longueur d’onde vaut typiquement plusieurs
centaines de nanomètres, à comparer à une taille d’une fraction de nano-
mètre pour un dimère usuel. La délocalisation des atomes froids, consé-
quence immédiate de l’inégalité de Heisenberg, entraîne donc un "lissage"
du potentiel interatomique, en un sens que nous allons préciser dans les
cours qui vont suivre.

Nous allons considérer dans ce chapitre une paire d’atomes préparés
chacun dans leur niveau d’énergie électronique fondamental. La descrip-
tion de la collision passe par la détermination du potentiel d’interaction
V (r) entre ces deux partenaires, r désignant ici le vecteur joignant leurs
centres de masse. Dans le cas le plus général, ce potentiel dépend de l’état

de spin de chacun des deux atomes ; il peut être anisotrope, c’est-à-dire
dépendre de l’orientation du vecteur r dans l’espace. Ce sera le cas si
l’on considère par exemple des interactions dipolaires magnétiques entre
atomes polarisés : si le moment magnétique des deux atomes est orienté
selon z, on sait que l’interaction magnétique sera attractive si r est paral-
lèle à l’axe z, et répulsive s’il lui est perpendiculaire. Dans ce chapitre, nous
allons nous restreindre pour simplifier au cas d’un potentiel isotrope, où V
ne dépend que du module de r. Cette restriction n’est pas bien forte : elle
permet de traiter les effets qui sont dominants dans la plupart des situa-
tions.

Comme nous l’avons écrit plus haut, le fait de considérer des collisions
entre atomes froids fait jouer un rôle important au comportement du po-
tentiel à longue distance. Nous allons donc commencer le cas d’atomes
relativement éloignés l’un de l’autre pour montrer que l’interaction corres-
pondante, appelée interaction de van der Waals, se comporte comme

V (r) = −C6

r6
, (1)

où le coefficient C6 est positif. Il s’agit donc dans tous les cas d’une interac-
tion attractive : à de rares exceptions près, elle peut à elle seule former des
dimères liés, même si les énergies de liaison sont très faibles par rapport
aux molécules habituelles que l’on rencontre en chimie.

Nous aborderons ensuite la description de la "vraie" liaison chimique
qui apparaît quand les atomes sont proches l’un de l’autre, et qui résulte
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CHAPITRE I. LE POTENTIEL D’INTERACTION ENTRE DEUX ATOMES § 1. L’interaction de van der Waals

de la possibilité pour les électrons externes de sauter d’un atome à l’autre
par effet tunnel. Nous examinerons les échelles de longueur et d’énergie
associées à cette interaction d’échange et nous terminerons par la prise en
compte de la nature statistique, fermions ou bosons, des électrons et des
noyaux en jeu. Ce dernier point joue évidemment un rôle central pour les
gaz quantiques.

Pour garder une taille raisonnable à ce chapitre, nous allons nous limi-
ter au cas homo-nucléaire, c’est-à-dire à deux partenaires de collision iden-
tiques. Le cas hétéro-nucléaire est bien sûr très intéressant également et
nous renvoyons les lecteurs intéressés vers les articles de revue très com-
plets de WEINER, BAGNATO et al. (1999), KÖHLER, GÓRAL et al. (2006)
et CHIN, GRIMM et al. (2010). Par ailleurs, nous ne considérerons ici que
des interactions entre atomes neutres. Le problème de l’interaction entre
atomes neutres et ions dans le cadre de la physique des gaz froids est passé
en revue dans l’article récent de TOMZA, JACHYMSKI et al. (2019).

1 L’interaction de van der Waals

Considérons deux atomes neutres, A et B, séparés par une distance r.
Le premier effet, et probablement le plus important du point de vue de
la physique des atomes froids, est l’interaction à longue portée qui appa-
raît entre ces deux atomes lorsqu’ils sont suffisamment éloignés. Le cri-
tère "d’éloignement" est obtenu en comparant la distance r à la taille des
nuages électroniques de chaque atome, cette taille étant de quelques ang-
ströms. On considère que les atomes sont éloignés l’un de l’autre si leurs
deux nuages ne se recouvrent pas, c’est-à-dire qu’il n’existe pas de point de
l’espace où les fonctions d’onde électronique de A et de B seraient toutes
deux significativement non nulles. Quand ce critère est satisfait, les termes
d’échange responsables de la liaison chimique que nous étudierons en § 4
sont absents et seules importent les interactions de van der Waals.

1-1 L’interaction dipôle-dipôle

On s’intéresse ici à l’interaction électromagnétique de deux systèmes
séparés, composés chacun d’un noyau et d’électrons, et chacun de charge

r

u

DA

DB

FIGURE 1. Dipôles DA et DB séparés par une distance r.

totale nulle. La manière la plus commode pour traiter ce problème est de
procéder à un développement multipolaire. Le premier terme est l’interac-
tion dipôle-dipôle électrique :

Udip =
1

4πε0r3
[DA ·DB − 3 (u ·DA) (u ·DB)] , (2)

où u le vecteur unitaire joignant les centres de masse des atomes A et B
(figure 1). L’opérateur dipôle DA est donné par

DA =
∑
j

q(rj − rA), (3)

où la somme porte sur tous les électrons de l’atome A, et une définition
équivalente pour DB . Les termes suivants du développement font inter-
venir une interaction électrostatique quadrupolaire, octupolaire, ainsi que
des termes magnétiques générés par les courants électroniques au sein de
chaque atome. Pour la discussion qui suit, nous allons nous concentrer sur
la contribution du terme (2), qui est dominante.

1-2 Principe du traitement perturbatif

Nous allons procéder ici à un traitement perturbatif de l’interaction
dipôle-dipôle donnée en (2), pour déterminer les modifications à l’éner-
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CHAPITRE I. LE POTENTIEL D’INTERACTION ENTRE DEUX ATOMES § 1. L’interaction de van der Waals

gie E0 de l’état fondamental, modifications que nous noterons ∆E
(k)
0 , où k

est l’ordre de perturbation.

Interactions au premier ordre. Le premier point à signaler est que le di-
pôle électrique moyen est toujours nul pour un atome isolé placé dans son
état fondamental. Ce résultat fondamental résulte de l’invariance par ren-
versement du temps des interactions électromagnétiques responsables de
la stabilité atomique. Pour un atome d’hydrogène par exemple, l’état fon-
damental électronique est l’état 1s dont la fonction d’onde est donnée par

ψ(r) =
e−r/a0√
πa3

0

, (4)

où nous avons supposé le centre de l’atome placé à l’origine des coordon-
nées et où a0 = ~2/(mee

2) est le rayon de Bohr, avec me la masse de l’élec-
tron et e2 = q2/(4πε0). Cette fonction d’onde est à symétrie sphérique et
l’on a bien

〈1s| qr̂ |1s〉 = 0. (5)

Notons que la possible existence d’une dégénérescence de spin électro-
nique ou nucléaire ne modifie pas ce résultat, qui porte sur la partie orbi-
tale des fonctions d’onde atomiques. Il s’ensuit que si l’on prend les deux
atomes A et B dans leur état fondamental électronique ψ0, la moyenne de
l’interaction Udip est toujours nulle

∆E
(1)
0 = 〈A : ψ0;B : ψ0| Ûdip |A : ψ0;B : ψ0〉 = 0. (6)

Au premier ordre de la théorie des perturbations, les deux atomes "ne se
voient pas" : il n’y a pas d’énergie d’interaction entre eux.

Interactions au deuxième ordre. La situation est radicalement modifiée
quand on va au deuxième ordre de la théorie des perturbations. Avant de
décrire la physique qui sous-tend l’interaction qui apparaît à cet ordre,
rappelons un résultat mathématique très simple concernant cette théorie
des perturbations. Partons d’un hamiltonien Ĥ0, caractérisé par ses états
propres et énergies propres |ψn〉 et En avec n entier et E0 ≤ E1 ≤ . . ..
Supposons qu’une perturbation Û est ajoutée à Ĥ0 et cherchons le dépla-
cement d’énergie du niveau fondamental E0. Si le terme de premier ordre

E0

∆E
(2)
0

FIGURE 2. Déplacement d’énergie au deuxième ordre pour l’état fondamental
donné en (7). Ce terme est toujours négatif.

〈ψ0|Û |ψ0〉 est nul, comme c’est le cas pour le problème qui nous intéresse
[cf (6)], alors le terme dominant, du deuxième ordre en U ,

∆E
(2)
0 = −

∑
n6=0

|U0n|2
En − E0

, U0n = 〈ψ0|Û |ψn〉, (7)

est toujours négatif (figure 2) : tous les termes de la somme écrite ci-dessus
sont en effets positifs ou nuls si E0 est l’énergie minimale du système. On
en déduit d’emblée que nos deux atomes vont s’attirer, au moins dans une
certaine gamme de distances : l’introduction du couplage U va en effet
abaisser leur énergie, par rapport à sa valeur pour r =∞.

1-3 Dipôles induits et corrélations entre atomes

Examinons maintenant la physique sous-jacente, responsable de cette
attraction. Pour un électron atomique, la moyenne du carré de l’opérateur
dipôle n’est pas nulle. En revenant à l’atome d’hydrogène, un calcul simple
donne

〈1s| r2 |1s〉 = 3a2
0. (8)

Dans une image semi-classique, on peut donc se représenter chaque dipôle
comme une variable D(t) aléatoire, de moyenne nulle, mais de variance
non nulle. Le dipôle instantané DA(t) va créer un champ électrique au
niveau de l’atome B qui va répondre en se polarisant : un dipôle induit
apparaît dans l’atome B, avec une amplitude reliée à DA(t). Ce dipôle
induit en B va à son tour créer un champ électrique au niveau de l’atome
A, qui va interagir avec le dipôle initial DA(t) (on néglige ici les effets de
retard dans cet aller-et-retour entre A et B). Dans ce schéma, l’atome B
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CHAPITRE I. LE POTENTIEL D’INTERACTION ENTRE DEUX ATOMES § 1. L’interaction de van der Waals

joue en quelque sorte le rôle de miroir, pour renvoyer vers A une image du
dipôle DA(t) auquel il a donné naissance.

L’interaction entre DA et le champ électrique fait alors apparaître un
terme énergétique en D2

A, a priori non nul. Nous avons raisonné ici en re-
gardant l’influence sur lui-même d’un dipôle A fluctuant, via une polari-
sation de l’atome B. Naturellement, le mécanisme réciproque existe égale-
ment, avec le dipôle DB(t) fluctuant, polarisant l’atome A qui lui renvoie
un "reflet" de la fluctuation initiale et donne naissance à une interaction en
D2
B .

Il est instructif de regarder ce même problème sous un angle "plus
quantique" en considérant le vecteur d’état au premier ordre de la théo-
rie des perturbations. Rappelons tout d’abord que si un hamiltonien Ĥ0 a
pour base d’états propres les |ψn〉 d’énergie En, et si on ajoute une pertur-
bation statique Û , l’état |ψ(1)

n 〉 au premier ordre en V s’écrit dans le cas d’un
niveau non dégénéré :

|ψ(1)
n 〉 = |ψn〉+

∑
k 6=n

〈ψk|Û |ψn〉
En − Ek

|ψk〉, (9)

où nous avons par convention choisie nulle la projection de |δψ(1)
n 〉 =

|ψ(1)
n 〉 − |ψn〉 sur |ψn〉 lui-même.

Pour simplifier les notations, prenons le cas de deux atomes d’hy-
drogène dans leur état fondamental 1s, chacun d’énergie E1 = −EI où
EI = e2/2a0 = 13.6 eV désigne l’énergie d’ionisation d’un atome d’hydro-
gène. L’état non perturbé est

|Ψ〉 = |A : 1s; B : 1s〉 ≡ |1s; 1s〉. (10)

Posons que l’axe AB est parallèle à l’axe z de sorte que Ûdip s’écrit

Ûdip =
e2

r3
[x̂Ax̂B + ŷAŷB − 2 ẑAẑB ] , (11)

où x̂A, ŷA, ẑA désignent les trois composantes de l’opérateur position de
l’électron de l’atome A (et idem pour B).

Partant de l’état fondamental 1s (moment cinétique 0), les opérateurs
position x̂, ŷ, ẑ ont un élément de matrice non nul uniquement avec les

états p (moment cinétique 1). L’élément dominant dans la somme (9) est
obtenu quand on considère le premier état excité 2p, correspondant au
nombre quantique principal n = 2, d’énergie E2 = −EI/4. Nous nous li-
mitons pour simplifier à la contribution de cet état. Nous introduisons par
ailleurs la base du niveau p composée des états pα, α = x, y, z usuels en
chimie pour un espace de moment cinétique J = 1. Nous allons également
utiliser que 〈2px| x̂ |1s〉 = 〈2py| ŷ |1s〉 = 〈2pz| ẑ |1s〉 et 〈2pα| r̂β |1s〉 = 0 si
α 6= β.

Dans ces conditions, il y a uniquement 3 termes qui contribuent à l’ex-
pression générique (9) au premier ordre en Udip :

|Ψ(1)〉 = |1s; 1s〉+
∑

α=x,y,z

〈2pα; 2pα|Ûdip|1s; 1s〉
2E1 − 2E2

|2pα; 2pα〉 (12)

ou encore

|Ψ(1)〉 = |1s; 1s〉 − ε
(
|2px; 2px〉+ |2py; 2py〉 − 2 |2pz; 2pz〉

)
. (13)

avec

ε =
e2

2r3

(〈2pz| ẑ |1s〉)2

E2 − E1
, ε > 0. (14)

L’expression (13) est intéressante car elle montre bien les corrélations
quantiques qui apparaissent entre les deux atomes. Pris de manière indi-
viduelle, le moment dipolaire de chaque atome reste nul à cet ordre du
calcul : 〈Ψ(1)| x̂A |Ψ(1)〉 = 0. En revanche, si l’atome A est trouvé dans l’état
2px, alors on voit que l’atome B se trouve également dans l’état 2px. Par
ailleurs, l’amplitude de probabilité−ε pour trouver |2px; 2px〉 a le signe op-
posé à celle de l’état de départ |1s; 1s〉. Cela entraîne que les deux dipôles
selon x sont donc anti-corrélés, c’est-à-dire qu’ils ont des sens opposés (fi-
gure 3) :

〈Ψ(1)| x̂Ax̂B |Ψ(1)〉 = −2ε
(
〈1s| x̂ |2px〉

)2
< 0. (15)

Sachant que les centres de ces dipôles sont situés sur une droite parallèle à
z (figure 3, gauche), on sait que c’est une configuration attractive. Il en va
de même pour la direction y. Les dipôles selon z sont au contraire positi-
vement corrélés : 〈ẑAẑB〉 > 0 (figure 3, droite). Cela correspond là aussi à
une configuration attractive, puisque l’axe z est parallèle à l’axe AB.
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CHAPITRE I. LE POTENTIEL D’INTERACTION ENTRE DEUX ATOMES § 1. L’interaction de van der Waals

z

x

A

B

z

x

A

B

FIGURE 3. Gauche : dipôles induits par la contribution en |2px; 2px〉 à l’état (13).
Droite : idem pour la contribution en |2pz; 2pz〉.

1-4 Le coefficient de van der Waals C6

Passons maintenant à la discussion de l’énergie d’interaction propre-
ment dite. Puisque cette énergie est obtenue au deuxième ordre en Udip

[cf. eq. (7)] et que Udip est lui-même proportionnel à 1/r3, il va de soi que
l’énergie varie comme 1/r6 et se met donc sous la forme proposée pour la
première fois par LONDON (1930) (figure 4) :

V (r) = −C6

r6
. (16)

La détermination précise du coefficient C6 passe par un calcul numé-
rique des fonctions d’onde des états excités atomiques, puis l’estimation
des éléments de matrice de l’opérateur dipôle électrique entre l’état fonda-
mental et ces états excités. On pourra consulter par exemple :

— Pour l’hydrogène : KOLOS & ROOTHAAN 1960

— Pour l’hélium et autres gaz rares : TANG, TOENNIES et al. 1995 ; TANG

& TOENNIES 2003 ; ZHAO & TRUHLAR 2006.

— Pour les alcalins : DEREVIANKO, BABB et al. (2001) et MITROY &
BROMLEY (2003),COXON & HAJIGEORGIOU (2010)

0

r

V (r)

FIGURE 4. Interaction de van der Waals V (r) = −C6/r
6. Cette interaction est

dominante à longue distance (zone colorée en vert). À courte distance (zone colorée
en rouge), l’interaction d’échange (§ 4) puis la répulsion entre noyaux deviennent
prépondérantes.

— Pour les alcalino-terreux : MITROY & BROMLEY 2003 ; PORSEV & DE-
REVIANKO 2006 ; LI, XIE et al. 2010 ; YIN, LI et al. 2010 ; HEAVEN, MER-
RITT et al. 2011

— Pour l’erbium et le dysprosium : LEPERS, WYART et al. 2014 ; LI,
WYART et al. 2017 (une légère anisotropie apparaît dans ce cas du fait
de la structure électronique complexe du niveau fondamental).

Le but de cette section est de donner une estimation simple du co-
efficient C6 pour des atomes couramment utilisés dans les expériences
d’atomes froids, comme les alcalins (un électron périphérique) ou les
alcalino-terreux (deux électrons périphériques).

Pour obtenir cette estimation, nous allons utiliser la même approxima-
tion qu’au paragraphe précédent (§ 1-3), lors de notre discussion des cor-
rélations présentes dans l’état perturbé. Nous allons supposer que dans
la somme sur tous les états excités qui apparaît dans le déplacement de
l’énergie à l’ordre 2, la contribution essentielle provient de la raie de réso-
nance de l’atome, qui relie l’état fondamental g à un niveau excité e par-
ticulier. Modélisons de plus cette raie comme une transition depuis l’état
fondamental de moment cinétique Jg = 0 vers le niveau excité de moment
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CHAPITRE I. LE POTENTIEL D’INTERACTION ENTRE DEUX ATOMES § 1. L’interaction de van der Waals

cinétique Je = 1 ; le niveau |e〉 correspond donc à un espace de dimension
3, dont une base possible est celle des trois orbitales |eα〉, α = x, y, z, déjà
utilisées plus haut.

On note ω = (Ee − Eg)/~ la fréquence de la transition retenue et on
restreint donc la somme à un seul niveau (soit trois états)

∆E(2) = −
∑

α=x,y,z

|〈eα; eα| Ûdip |g; g〉|2
2~ω

. (17)

Le numérateur fait apparaître les éléments de matrice 〈eα|D̂α|g〉 qui inter-
viennent également dans l’expression de la largeur naturelle (inverse de la
durée de vie) du niveau e, calculée à l’approximation dipolaire électrique :

Γ =
ω3d2

3πε0~c3
, (18)

où d est le dipôle réduit entre g et e : d = 〈e||D||g〉.
Insérons l’expression (11) du potentiel V̂ dans le déplacement d’énergie

(17). Les contributions de D̂x, D̂y , D̂z se somment avec les poids 1 : 1 : 4
pour donner

∆E(2) = −27

16

Γ

ω

~Γ

(kr)6
(19)

où k = ω/c = 2π/λ est le nombre d’onde de la transition de fréquence ω et
de longueur d’onde λ. Cette expression très simple fait donc ressortir la loi
d’échelle C6 ∝ Γ2λ7.

La table 1 donne la valeur de C6 approchée obtenue par la loi (19), com-
parée aux résultats numériques les plus précis (voir aussi la figure 5). Rap-
pelons que les largeurs naturelles Γ/2π des raies de résonance sont typi-
quement de l’ordre de 5 à 50 MHz (durée de vie de e de 3 à 30 ns), et les
longueurs d’onde correspondantes sont de l’ordre d’une fraction de mi-
cron. Le rapport Γ/ω, qui constitue le petit paramètre sans dimension in-
tervenant dans le développement perturbatif et qui figure dans (19), est
donc ∼ 3× 10−9– 3× 10−8.

Pour tous les atomes de cette table, l’accord est excellent (erreur infé-
rieure à 20%) sauf pour les atomes de la famille des lanthanides comme
l’erbium, le dysprosium et l’ytterbium pour lequel l’approximation consis-

système C6 [u.a.] Γ/2π [MHz ] λ [nm] C6 approché [u.a.]
Li-Li 1389 5.87 671 1340

Na-Na 1556 9.80 589 1500
K-K 3897 6.04 767 3610

Rb-Rb 4691 6.07 780 4100
Cs-Cs 6870 5.22 852 5629

Mg-Mg 627 80.9 235 630
Ca-Ca 2121 34.6 423 1840
Sr-Sr 3103 32.0 461 2750
Er-Er 1760 29.7 401 930

Dy-Dy 2275 32.2 421 1550
Yb-Yb 1929 29 399 860

TABLE 1. Valeurs du coefficient de van der Waals C6 pour certaines espèces ato-
miques fréquemment utilisées dans les expériences d’atomes froids. La colonne 2
indique la valeur trouvée dans la littérature, résultant d’une analyse détaillée som-
mant les contributions des différentes transitions atomiques (voir les différentes
références dans le texte). La colonne 5 donne la valeur trouvée en se restreignant
à la raie de résonance principale [cf. eq. (19)], dont les caractéristiques (largeur
et longueur d’onde) sont présentées en colonnes 3 et 4. Dans la littérature, C6

est traditionnellement exprimé en unités atomiques (u.a.), c’est-à-dire E0a
6
0 avec

E0 = e2/a0 = 1 Hartree. On a a0 = 0.5292 Å et e2/a0 = 27.21 eV, de sorte que
l’unité atomique pour C6 vaut 9.55 × 10−80 Jm6. Rappelons qu’on a posé dans
tout ce cours e2 = q2/4πε0 avec q = 1.602× 10−19C.

tant à se limiter à une seule raie de résonance est problématique (SAFRO-
NOVA, PORSEV et al. 2012 ; PORSEV, SAFRONOVA et al. 2014).

Au delà de l’interaction dipôle-dipôle. Le terme d’interaction dipôle-
dipôle n’est que le premier élément du développement multipolaire, qui
comprend un nombre infini de termes, en −C2n/r

2n avec n = 3, 4, 5, . . .,
chaque valeur de n correspond à un ordre multipolaire donné : n = 3 pour
le dipôle, n = 4 pour le quadrupôle, etc. Les coefficients C2n sont appelés
coefficients de dispersion. Pour les discussions que nous mènerons dans ce
cours, nous nous contenterons de garder le premier terme −C6/r

6 qui est
dominant à longue distance, mais une comparaison précise du potentiel
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FIGURE 5. Relation entre la valeur mesurée expérimentalement pour le coefficient
C6 et la valeur approchée (19). On a repris ici les valeurs de la table 1. Les disques
rouges correspondent aux alcalins, les carrés bleus aux alcalino-terreux et les lo-
zanges noirs aux lanthanides.

calculé avec les mesures expérimentales nécessite de prendre en compte
plusieurs termes de cette somme (par exemple jusqu’à n = 12 dans TANG,
TOENNIES et al. (1995) pour le potentiel He-He). Notons par ailleurs une
expression de récurrence approchée reliant les différents coefficients de
dispersion :

C2n ≈
(
C2n−2

C2n−4

)3

C2n−6 (20)

qui permet de calculer tous ces coefficients une fois les trois premiers
connus [voir TANG, TOENNIES et al. (1995) et refs. in].

Effets de retard. Nous avons expliqué l’origine de l’interaction de van
der Waals en partant du dipôle instantané de l’atome A qui crée un champ
polarisant l’atome B, et ce dipôle induit qui crée en retour un champ sur
l’atome A. Ce faisant, nous avons négligé tout effet de retard dans l’éta-
blissement de ces champs. Il s’agit bien sûr d’une approximation qui n’est
valable que si les atomes ne sont pas trop éloignés. Plus précisément, nous
avons vu que la dynamique de chaque atome est dominée par sa transition

de résonance de fréquence ω. Si le temps de propagation r/c du champ
électromagnétique entre les deux atomes est petit devant 1/ω, il sera légi-
time de négliger le déphasage induit par cette propagation. Le critère de
validité de la loi en −C6/r

6 est donc donné par :

Effets de retard négligeables si
r

c
� 1

ω
⇔ kr � 1. (21)

Pour des atomes plus écartés, les effets de retards doivent être pris en
compte et conduisent au remplacement de la loi en 1/r6 par une dé-
croissance plus rapide en 1/r7 (CASIMIR & POLDER 1948). Notons toute-
fois que ces effets de retard sont en pratique extrêmement faibles et ne
jouent en particulier pas de rôle significatif dans la détermination des lon-
gueurs de diffusion que nous étudierons dans un prochain cours. Pour s’en
convaincre, on pourra estimer l’énergie d’interaction (19) pour kr = 1 (on
trouve des énergies de l’ordre du picokelvin).

2 Interaction de vdW pour des atomes excités

Dans ce cours, nous allons essentiellement nous intéresser au cas où les
atomes en interaction sont placés dans leur état électronique fondamental.
Néanmoins, il peut être utile à ce stade de dire quelques mots sur le cas où
au moins un des deux atomes est placé dans un état électronique excité.

2-1 Paire d’atomes avec une excitation électronique

Nous commençons notre étude dans le cas où un seul des deux atomes
est dans un état électronique excité. Pour simplifier la discussion, nous
conservons la modélisation utilisée précédemment d’une transition ato-
mique Jg = 0 ↔ Je = 1. Nous allons voir que la différence majeure par
rapport au cas précédent est que le couplage dipôle-dipôle agit maintenant
à l’ordre 1, et qu’il donne donc naissance à une interaction en 1/r3, à plus
grande portée que pour des atomes dans leur état fondamental.

Le sous-espace associé à la situation physique qui nous intéresse est de
dimension 6, avec comme base possible :

{|g; eα〉, |eα; g〉} , α = x, y, z. (22)
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En l’absence de couplage, ce sous-espace est dégénéré. Pour prendre en
compte le couplage Ûdip à l’ordre 1 de la théorie des perturbations, il faut
diagonaliser la matrice 6×6 correspondant à la restriction de Ûdip au sous-
espace engendré par (22).

Fort heureusement, cette diagonalisation est moins complexe qu’il n’y
paraît. Prenons comme précédemment l’axe z parallèle au vecteur joignant
A à B. On constate que pour un indice α donné, l’opérateur Ûdip n’a de
composante non nulle qu’entre |g; eα〉 et |eα; g〉 avec par exemple :

〈g; ex| Ûdip |ex; g〉 =
e2

r3
(〈g| x̂ |ex〉)2

=
3

4

~Γ

(kr)3
(23)

avec un résultat identique quand on fait la substitution x→ y, et un résul-
tat multiplié par −2 quand on fait la substitution x→ z.

La diagonalisation de la matrice 6× 6 se ramène donc à la diagonalisa-
tion de 3 sous-matrices 2× 2 :

[Vx,y] =
3

4

~Γ

(kr)3

(
0 1
1 0

)
et [Vz] = −2[Vx,y]. (24)

Cette diagonalisation est immédiate et donne les énergies et états propres
suivants (avec un décalage global de ~ω par rapport à l’état fondamental
|g; g〉 :

E = ±3

4

~Γ

(kr)3

1√
2

(|eα; g〉 ± |g; eα〉) , α = x, y (25)

et
E = ±3

2

~Γ

(kr)3

1√
2

(|ez; g〉 ∓ |g; ez〉) . (26)

Ce résultat, qui est tracé sur la figure 6, appelle plusieurs remarques :

— La dépendance (1/r3) vis-à-vis de la distance r est beaucoup moins
forte que pour le cas d’une paire d’atomes électronique dans leur état
fondamental (1/r6). Ce potentiel se fera donc sentir à plus grande dis-
tance.

— Ce potentiel apparaît au premier ordre de la théorie des perturbations,
alors que celui trouvé en (19) venait du deuxième ordre. C’est pour-
quoi le facteur Γ/ω ∼ 10−7 qui figurait dans (19) est absent ici.

h̄ω

|g; g〉

|g; eα〉, |eα, g〉

r

V (r)

FIGURE 6. Niveaux d’énergie d’une paire d’atomes avec une excitation électro-
nique pour une transition modèle Jg = 0↔ Je = 1.

— Les états apparaissant dans (25) et (26) font intervenir l’état électro-
nique excité e qui est instable radiativement et qui peut se désexciter
en émettant un photon, avec une durée de vie Γ−1. Ces états propres
sont donc également instables. Le calcul précis de leur durée de vie
nécessite de mettre en place un formalisme élaboré et nous ne le fe-
rons pas ici. Notons simplement que si on évalue l’élément de matrice
de l’opérateur dipôle entre chacun de ces états et l’état fondamental
|g; g〉, on constate que trois de ces états conduisent à une valeur nulle :
ce sont des états sub-radiants, de grande durée de vie. Pour les trois
autres états, le dipôle est multiplié par

√
2 par rapport au cas d’un

atome isolé ; leur durée de vie est donc réduite d’un facteur 2, ce sont
des états super-radiants.

2-2 Interaction de vdW pour des atomes de Rydberg

Disons maintenant quelques mots du cas où les atomes sont chacun pré-
parés dans un état excité. Pour fixer les idées, considérons des atomes alca-
lins et supposons que l’électron externe de chaque atome été porté dans un
état très excité |e〉 ≡ |n, `, j,m〉 avec n� 1, c’est-à-dire un état de Rydberg.
Si les atomes sont suffisamment éloignés l’un de l’autre, on peut toujours
traiter perturbativement l’interaction dipôle-dipôle électrique Ûdip entre
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les deux. Comme précédemment, le premier terme non nul du dévelop-
pement de l’énergie apparaît à l’ordre 2 :

∆E = −
∑
e′,e′′

∣∣∣〈e′, e′′|Ûdip|e, e〉
∣∣∣2

Ee′ + Ee′′ − 2Ee
, (27)

où la somme porte sur tous les états possibles pour les électrons externes
des deux atomes. En pratique, l’élément de matrice de l’opérateur dipôle
électrique qui apparaît au numérateur est régi par des règles de sélection
qui restreignent fortement la classe d’états éligibles. Par exemple, si |e〉 est
un état s, de moment cinétique orbital ` = 0, les seuls états |e′〉, |e′′〉 qui
vont contribuer sont des états p, de moment cinétique orbital ` = 1.

Comme l’opérateur Ûdip est proportionnel à 1/r3, où r est la distance
entre les deux atomes, le déplacement d’énergie ∆E(r) peut toujours se
mettre sous la forme ∆E = −C6/r

6. Toutefois, contrairement au cas où les
deux atomes étaient dans leur état fondamental et où l’interaction de van
der Waals était toujours attractive (C6 > 0), on ne peut cette fois-ci rien
affirmer en ce qui concerne le signe de C6. Les dénominateurs d’énergie
qui interviennent dans (27) peuvent en effet être aussi bien négatifs que
positifs.

En fait, il arrive bien souvent que la somme intervenant dans (27) soit
dominée par un seul terme, tel que Ee′ +Ee′′ soit très proche de 2Ee. SAFF-
MAN, WALKER et al. (2010) dans leur article de revue donne l’exemple de
l’état |e〉 = |60p3/2〉 du rubidium, pour lequel le terme prépondérant de la
somme vient de la paire |60s, 61s〉, le dénominateur d’énergie n’étant que
de h× 0.3 GHz.

Nous n’allons pas décrire en détail ici cette interaction entre atomes de
Rydberg car il s’agit d’un sujet suffisamment riche pour mériter un cours
à lui seul. Nous mentionnerons simplement deux points qui le démarque
radicalement du cas d’atomes dans leur état fondamental :

— Le coefficient C6 est considérablement plus grand que celui trouvé
pour l’état fondamental. Cette augmentation résulte de deux facteurs :
(i) le numérateur de (27) fait intervenir l’élément de matrice de l’opé-
rateur position entre un état |n, `〉 et un état voisin |n′, ` ± 1〉 avec
n′ ≈ n. Cet élément de matrice varie comme n2, de sorte que le numé-
rateur de (27) varie comme (n2)4 = n8. (ii) Le dénominateur de (27)

FIGURE 7. Test de la loi d’échelle en n11 du coefficient |C6| pour une paire
d’atomes de rubidium placés dans un état de Rydberg. On trace |C6|/(n/60)11

en fonction du nombre quantique principal n. La loi d’échelle est bien vérifiée pour
une paire d’atomes dans l’état |ns, ns〉 ou |np3/2, np3/2〉. Dans le cas de paires
|np1/2, np1/2〉, des compensations accidentelles dans les différentes contributions
à C6 conduisent à une quasi-annulation de ce coefficient pour n = 42. Figure
extraite de la thèse de Sylvain de Léséleuc, Université de Paris Saclay, 2018.

fait intervenir des différences d’énergie d’états hydrogénoïdes voisins.
Comme l’énergie de chaque état varie comme 1/n2, cette différence
varie comme 1/n3. Au final, on trouve donc que le coefficient varie
comme n8

1/n3 = n11, un exposant rarement rencontré dans les lois
d’échelle en physique ! Nous montrons sur la figure 7 la vérification
de cette loi d’échelle.

— Le raisonnement qui précède est basé sur la théorie des perturbations.
Mais la très grande valeur prédite pour C6 indique que quand les
atomes se rapprochent, le déplacement d’énergie ∆E va rapidement
devenir de l’ordre des différences d’énergie Ee′ + Ee′′ − 2Ee qui in-
terviennent au dénominateur de (27). Dès que c’est le cas, la théorie
perturbative ne peut plus être appliquée et on bascule vers un régime
où le potentiel d’interaction varie comme 1/r3, comme dans le para-
graphe précédent (§ 2-1) consacré à l’interaction dipôle-dipôle réson-
nante. On qualifie cette bascule de transition du régime de van der
Waals vers le régime de Förster (WALKER & SAFFMAN 2008).
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3 Les dimères de van der Waals

3-1 Quand la liaison covalente est absente

En chimie, l’interaction de van der Waals n’est généralement qu’une
petite contribution à l’énergie de liaison d’une molécule. Les termes domi-
nants de liaison chimique, covalente ou ionique, proviennent des échanges
d’électrons entre atomes. Ces échanges, que nous aborderons en § 4, ne se
produisent que lorsque les nuages électroniques des atomes en présence
se recouvrent, typiquement pour des distances r inférieures à quelques
angströms. Ils conduisent à des puits de potentiel, c’est-à-dire des éner-
gies de liaison des molécules, bien supérieures à ce que produit l’interac-
tion de van der Waals. Par exemple, pour C6 = 100 unités atomiques, on
trouve que le puits de potentiel créé par l’attraction de van der Waals à une
distance r = 5 Å vaut 6 × 10−22 J, soit 4 meV. Une liaison chimique cova-
lente typique conduit à des énergies de liaison qui plutôt sont de l’ordre de
l’électron-volt.

Il existe néanmoins toute une catégorie d’atomes, les gaz rares ou les
alcalino-terreux par exemple, pour lesquels la liaison covalente ne peut pas
se produire car leur couche atomique périphérique est complète : le proces-
sus d’échange à la base de la liaison chimique est donc bloqué. On lit dans
certains ouvrages qu’en conséquence, la molécule di-atomique construite
avec ces atomes, He2 ou Be2, n’existe pas. Cette affirmation est en toute ri-
gueur erronée : l’édifice He2 ou Be2 existe et il est stable, dans le sens qu’il
a une énergie inférieure à celle de deux atomes infiniment séparés. Son
existence repose presque entièrement sur l’attraction de van der Waals, le
recouvrement des nuages électroniques à courte distance créant essentiel-
lement un potentiel répulsif.

3-2 L’exemple des gaz rares

Un modèle simple d’énergie d’interaction entre deux atomes de gaz
rares a été proposé par TANG & TOENNIES (1984), puis approfondi et justi-
fié à partir des premiers principes par plusieurs auteurs. On pourra consul-
ter TANG & TOENNIES (2003) pour une description détaillée de ce potentiel
appelé désormais TT (Tang-Toennies). L’idée de ce potentiel est (i) de partir

du développement

−
N∑
n=3

C2n

r2n
(28)

à longue distance, (ii) de l’écranter quand r se rapproche de 0 pour éviter
sa divergence, et (iii) de lui substituer un potentiel à courte portée répulsif
(potentiel de Born–Mayer), empêchant les noyaux de trop se rapprocher
l’un de l’autre. En plus des coefficients C2n intervenant dans (28), il faut se
donner deux paramètres, A et b, pour décrire cet écrantage et cette répul-
sion à courte distance.

Le potentiel TT s’écrit plus précisément

V (r) = Ae−br −
N∑
n=3

fn(br)
C2n

r2n
(29)

où chaque fonction d’écrantage fn(x)

fn(x) = 1− e−x
2n∑
k=0

xk

k!
(30)

passe continûment de 0 à 1 quand r augmente de 0 à l’infini. En pratique,
la restriction à N = 5, qui revient à ne garder que les termes dipolaires,
quadrupolaires et octupolaires, donne une très bonne approximation du
potentiel réel (figure 8, gauche). Une fois N fixé, les coefficients A et b sont
ajustés pour placer la position rmin du minimum du potentiel et sa profon-
deur Vmin aux valeurs déterminées à partir de résultats expérimentaux ou
numériques [voir BARROW & AZIZ 1988 pour un exemple de cette déter-
mination].

On a reporté sur la figure 8 (droite) le potentiel obtenu pour les diffé-
rents gaz rares. On voit que la profondeur du puits de potentiel Vmin et la
position rmin de ce minimum deviennent de plus en plus grandes quand
on se déplace vers le bas du tableau périodique. Les valeurs des coeffi-
cients C6 sont reportées dans la table 2. Ces valeurs sont extraites de TANG

& TOENNIES (2003), et on pourra également consulter GERBER (2006).

Un point important est que pour chaque espèce de gaz rares, y compris
l’hélium 4He qui correspond au puits le moins profond, ce potentiel d’in-
teraction donne naissance à des états liés [3 états liés pour Ne2, 6 états liés
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FIGURE 8. Gauche : potentiel d’interaction entre deux atomes d’hélium, obtenu
en ne gardant que le terme dipôle-dipôle (N = 3) dans (28), comparé au résultat
obtenu avec les interactions dipolaires, quadrupolaires et octupolaires (N = 5).
Le potentiel en pointillé est déterminé de manière à ajuster au mieux les don-
nées expérimentales. Droite : Potentiel d’interaction entre atomes de gaz rares.
Les données sont tracée en unités atomiques, a0 = 0.5292 Å pour les distances
et e2/a0 = 27.21 eV pour les énergies. Figures extraites de TANG & TOENNIES

2003.

pour Ar2 par exemple (OGILVIE & WANG 1992)]. Les molécules X2 (avec
X=atome de gaz rare) existent donc bien, même si leur énergie de liaison
est faible : le plus lié est le radon avec un puits de potentiel de 13 × 10−4

unités atomiques, soit 35 meV (400 Kelvins). Le seul dimère manquant à
l’appel est 3He2, qui interagit avec le même potentiel que 4He2, mais pour
lequel les fluctuations quantiques liées à l’énergie cinétique sont plus im-
portantes (facteur 3/4 sur la masse), ce qui fait disparaître l’état lié.

Faute de lasers adéquats, on ne sait pas encore refroidir et piéger les
gaz rares optiquement, au moins quand ils sont dans leur état électronique
fondamental. Mais si cela devient possible, il est intéressant de constater

système rmin Vmin × 104 C6

He-He 5.6 0.35 1.5
Ne-Ne 5.8 1.3 6.4
Ar-Ar 7.1 4.5 64
Kr-Kr 7.6 6.4 130
Xe-Xe 8.3 9.0 290
Rn-Rn 8.5 13 420
Be-Be 4.8 36.0 214

Mg-Mg 7.4 19.6 627
Ca-Ca 8.1 50.1 2121
Sr-Sr 8.8 49.3 3103

TABLE 2. Paramètres des dimères de van der Waals formés à partir des gaz rares
et d’alcalino-terreux. Ces données sont en unités atomiques, a0 = 0.5292 Å pour
les distances et e2/a0 = 27.21 eV pour les énergies.

que les gaz ainsi obtenus seront en interaction relativement forte, au moins
pour les éléments les plus lourds. En effet, comme nous allons le voir dans
la suite, la longueur de diffusion, i.e. le paramètre caractérisant les interac-
tions entre atomes à basse température, varie comme (C6)1/4. Or, le coeffi-
cient C6 du radon par exemple (400 unités atomiques) n’est que 3 à 10 fois
inférieur à celui d’atomes alcalins, en dépit du fait que pour ces derniers,
la liaison covalente donne naissance à des puits de potentiel 100 fois plus
profonds. Sauf résonance de diffusion particulière, la longueur de diffu-
sion pour le radon différera au plus d’un facteur 2 de celle des alcalins. Il
faut donc se méfier de l’intuition issue de la chimie à température ambiante
lorsqu’on aborde la physique des interactions entre atomes ultra-froids.

On notera par ailleurs sur la table 2 que les dimères de gaz rares sont de
"grosses molécules". La distance entre atomes pour la molécule He2 est 4
fois plus grande que pour la molécule de di-hydrogène H2. Cela provient
bien sûr de la nature du potentiel.

3-3 Etude expérimentale de la molécule He2

L’existence possible du dimère d’hélium a longtemps été un sujet de
controverse. La question a été définitivement tranchée dans une belle ex-
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FIGURE 9. Schéma expérimental utilisant la diffraction d’ondes de matière par
un réseau pour détecter la présence de dimères et de trimères d’hélium dans un jet
supersonique d’hélium atomique. Figure extraite de SCHÖLLKOPF & TOENNIES

(1994).

périence de physique ondulatoire par SCHÖLLKOPF & TOENNIES (1994).
Dans cette expérience, un jet supersonique d’hélium est formé à partir
d’un container à haute pression (15 bar) percé d’un trou de diamètre 5 mi-
crons. Le jet sortant par cet orifice se propage dans le vide, il se refroidit
du fait de la détente supersonique et devient donc quasi-monocinétique
(∆v/v . 5 %). La longueur d’onde associée à chaque type de particule
(atome, dimère, trimère), λ = h/mv, est alors bien définie. Ainsi, pour une
température de 30 K, on a λ = 0.18 nm pour les atomes He.

Ce jet est collimaté par deux fentes de largeur 10 microns, situées à 47
cm l’une de l’autre, puis il traverse un réseau périodique sur lequel les
particules peuvent être diffractées (figure 9). La période du réseau est d =
200µm et on s’attend à observer des pics de diffraction à des angles θn ≈
nλ/d.

0 1 Θ  [mrad]

FIGURE 10. Distribution angulaire des particules diffractées par le réseau.
Comme le jet est monocinétique, la comparaison des angles de diffraction per-
met de remonter directement à la masse des particules diffractées. Le grand pic
de gauche correspond au jet non diffracté, et le grand pic de droite à l’ordre 1 de la
diffraction pour les atomes d’hélium. Les deux petits pics intermédiaires révèlent
l’existence des dimères He2 et des trimères He3. Figure extraite de SCHÖLLKOPF

& TOENNIES (1994).

Un exemple de signal est montré sur la figure 10. On y voit un pic prin-
cipal à gauche, correspondant aux particules non diffractées. À droite, pour
un angle θ1, le grand pic correspond au premier ordre (n = 1) de diffraction
des atomes. Entre ces deux grands pics se trouve le signal intéressant. On
voit deux pics à θ2 = θ1/2 et θ3 = θ1/3, qui correspondent à des particules
dont la longueur d’onde est respectivement 2 et 3 fois plus faible que celles
des atomes. Il s’agit respectivement du dimère et du trimère recherchés,
qui vont à la même vitesse que les atomes du fait des collisions en sortie
de la source, mais qui ont une masse 2 et 3 fois plus grande.

Le dimère d’hélium est un bel exemple des objets qui nous inté-
ressent dans ce cours. En particulier, son énergie de liaison (∼ 10−7 eV)
est beaucoup plus faible que la profondeur du puits de potentiel visible
sur la figure 8 (∼ 10−3 eV), ce qui indique qu’il n’est que très margina-
lement lié (GRISENTI, SCHÖLLKOPF et al. 2000). Corrélativement, la dis-
tance moyenne entre les deux atomes est ∼ 50 Å, beaucoup plus grande
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que la distance rmin ∼ 3 Å à laquelle l’énergie d’interaction est minimale.
Cela constitue la signature d’une résonance de diffusion, une notion sur la-
quelle nous aurons l’occasion de revenir en profondeur dans les chapitres
qui vont suivre.

Signalons également que le trimère est lui aussi un objet fascinant. Il
s’agit en effet d’un état faiblement lié à trois corps, précurseur des états pré-
dits par EFIMOV (1971) [voir aussi LIM, DUFFY et al. (1977) pour le cas spé-
cifique de l’hélium]. Plus précisément, l’état mis en évidence par SCHÖLL-
KOPF & TOENNIES (1994) et montré sur la figure 10 est l’état fondamental
du trimère et sa taille est de l’ordre de la dizaine d’Å. Plus récemment,
KUNITSKI, ZELLER et al. (2015) ont mis en évidence le premier état excité
de ce trimère (en fait, le seul état excité possible), dont la taille dépasse la
centaine d’Å et qui peut être vu comme un véritable état d’Efimov.

3-4 Les alcalino-terreux

Les atomes alcalino-terreux appartiennent à la deuxième colonne du ta-
bleau périodique : Be, Mg, Ca, Sr, les trois derniers étant utilisés dans des
expériences d’atomes froids. Ils possèdent deux électrons externes dans un
niveau de type s, ce qui signifie que cette couche est complète, les deux
électrons formant un état singulet de spin. Les processus d’échange res-
ponsables de la liaison covalente ne peuvent donc pas se produire et la
partie attractive du potentiel est essentiellement due aux interactions de
van der Waals, comme pour les gaz rares. On peut alors utiliser un poten-
tiel de type TT [cf. (29)] pour décrire de manière approchée leur interaction,
comme cela est fait par LI, XIE et al. (2010) pour Mg, et par YIN, LI et al.
(2010) pour Ca. Il existe également des méthodes numériques de grande
précision, voir par exemple ZHAO & TRUHLAR (2006) et GERBER (2006) et
HEAVEN, MERRITT et al. (2011).

Les potentiels d’interaction pour Ca et Sr sont montrés en figure 11, en
même temps que ceux des gaz rares "voisins" Ar et Kr. La figure montre
également le potentiel d’interaction pour le mercure (YIN, LI et al. 2010).
Pour la physique des atomes froids, les deux points importants sont que :

— Le coefficient C6 prend pour chaque espèce une valeur significative,
comparables à celles de l’atome alcalin de la même ligne du tableau
périodique : Na↔Mg, K↔Ca, Rb↔Sr (voir la table 1).

FIGURE 11. Potentiel d’interaction pour Ca, Sr et Hg. Les potentiels des gaz rares
Ar et Kr sont indiqués pour comparaison. Figure extraite de YIN, LI et al. (2010).

— Les molécules diatomiques ont toutes un relativement grand nombre
d’états liés ; le potentiel interatomique pour le plus léger d’entre eux
(Be) conduit à 10 ou 11 états liés et ce nombre croît quand on descend
la colonne du tableau périodique, les atomes devenant de plus en plus
lourds et le coefficient C6 augmentant.

Comme nous le verrons dans la suite du cours, ces deux points suffisent
à garantir que la longueur de diffusion typique est proportionnelle à C1/4

6

et comparable à celle des atomes alcalins, pour lesquelles la liaison cova-
lente existe. A très basse température, les gaz formés avec ces atomes au-
ront donc des énergies d’interaction similaires à celles des gaz de sodium
ou de rubidium, par exemple.
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4 La "vraie" liaison chimique

Nous nous intéressons dans cette dernière partie à la liaison covalente,
qui permet de former des dimères homonucléaires fortement liés. Cette
liaison résulte de la possibilité pour les électrons de passer par effet tunnel
d’un noyau à l’autre, ce qui augmente l’extension de leur fonction d’onde
et donc diminue leur énergie cinétique. Nous commencerons notre discus-
sion par l’espèce atomique la plus simple à décrire théoriquement, l’hy-
drogène. Nous la généraliserons ensuite à d’autres espèces atomiques per-
tinentes pour les expériences d’atomes froids, les alcalins.

4-1 Approximation de Born–Oppenheimer

La description de l’interaction entre deux atomes d’hydrogène est un
problème à 4 corps, deux noyaux (protons) notés A et B et deux élec-
trons notés 1 et 2. Le problème à 4 corps est intrinsèquement très difficile
à résoudre. Ici, on le simplifie grandement grâce à une approximation qui
tire parti de la très grande différence entre la masse M d’un noyau et la
masse me d’un électron. Une fois effectuée, cette approximation de Born–
Oppenheimer permet de se ramener à un problème à deux corps. Comme
ce problème est lui-même invariant par translation globale, on peut le ré-
duire à un problème à un corps, traitable avec des méthodes "standard" de
la physique quantique.

Pour mettre en œuvre l’approximation de Born-Oppenheimer, on com-
mence par fixer la position des noyaux en rA et rB et on cherche les états
propres de l’énergie totale (cinétique+potentielle) des électrons en mou-
vement dans le champ coulombien créé par ces noyaux. Une fois cette
énergie connue, au moins de manière approchée, on l’utilise comme une
énergie potentielle effective, notée V (rAB), pour décrire le mouvement des
noyaux. Cette approximation de Born-Oppenheimer est une variante de
l’approximation adiabatique que nous avons rencontrée à plusieurs re-
prises dans les cours des années précédentes : comme la masseme de l’élec-
tron est faible, les variables électroniques évoluent avec des constantes de
temps courtes. Ces constantes de temps correspondant à une énergie ty-
pique de la physique atomique, c’est-à-dire la dizaine d’électron-Volt pour
l’hydrogène. Du fait de cette évolution rapide, les variables électroniques

0

Rmin

r

V (r)

FIGURE 12. Représentation schématique du potentiel effectif V (r) entre les
noyaux A et B, obtenue après approximation de Born–Oppenheimer. On a tracé
ici uniquement le potentiel correspondant à l’énergie minimale des électrons, cal-
culée pour chaque valeur de la distance r = |rA − rB |. Dans la zone colorée en
vert, l’interaction de van der Waals est dominante.

peuvent s’adapter quasi-instantanément au mouvement beaucoup plus
lent des noyaux.

Nous allons préciser dans les paragraphes qui suivent comment obte-
nir une expression pour V (r). Supposons pour l’instant cette expression
connue, avec l’allure typique représentée sur la figure 12. Ce potentiel tend
vers 0 quand les deux noyaux sont très éloignés (r →∞), il présente un mi-
nimum pour une valeur particulière Rmin de la distance entre noyaux, et il
diverge quand les noyaux deviennent très proches l’un de l’autre (r → 0).
Le problème de l’interaction entre les deux atomes d’hydrogène se ramène
alors à un problème à deux corps, décrit par l’hamiltonien

Ĥ =
p̂2
A

2M
+

p̂2
B

2M
+ V̂ (|rA − rB |) . (31)

Cet hamiltonien permet à la fois
— le traitement de la liaison chimique de la molécule de dihydrogène

H2. On cherche alors les états liés de ce potentiel. En particulier, la
position Rmin du minimum donne la taille de la molécule à l’équilibre
et V (Rmin) son énergie de liaison.
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— le traitement de la collision élastique entre deux atomes d’hydrogène.
On se donne des atomes incidents avec des impulsions initiales pA,pB
et on cherche la distribution des impulsions finales possibles p′A,p

′
B .

Dans les deux cas, le problème est simplifié par le fait que le système
décrit par l’hamiltonien (31) est invariant par translation, ce qui permet de
séparer la dynamique en une composante "centre de masse", non affectée
par le potentiel V , et une partie portant sur la variable relative. Plus préci-
sément, on pose

R =
1

2
(rA + rB), r = rA − rB (32)

avec les moments conjugués

P = pA + pB , p =
1

2
(pA − pB) (33)

ce qui permet d’écrire Ĥ sous la forme :

Ĥ = Ĥcdm + Ĥrel (34)

avec

Ĥcdm =
P̂ 2

2(2M)
, Ĥrel =

p̂2

2mr
+ V̂ (r) (35)

où l’on a introduit la masse réduite mr = m/2. Si l’on définit l’origine des
énergies telle que V (r) → 0 quand r → ∞ [cf. figure 12], les états propres
d’énergie négative de Ĥrel correspondent aux différents états liés de la mo-
léculeH2, correspondant à différents degrés d’excitation des niveaux de vi-
bration et de rotation des noyaux. Les états d’énergie positive quant à eux
nous serviront à décrire les processus de collision entre les deux atomes.

La connaissance du potentiel V (r) permet a posteriori de valider l’ap-
proximation de Born–Oppenheimer. Elle permet en effet de détermi-
ner l’échelle d’énergie pertinente pour le mouvement moléculaire. Par
exemple, si on fait un développement limité de V (r) au voisinage deRmin :

V (r) = V (Rmin) +
1

2
mrω

2 (r −Rmin)
2

+ . . . (36)

la quantité ω/2π correspond à la fréquence de vibration de la molécule au-
tour de sa position d’équilibre. Pour H2, cette fréquence vaut 1.3×1014 Hz,
correspondant à une énergie ~ω = 0.5 eV, qui est effectivement petite de-
vant les énergies caractéristiques du mouvement des électrons (10 eV).

Approximation de Born–Oppenheimer ou approximation adiabatique?
Le point de départ de l’approximation de Born–Oppenheimer est la grande
différence de masse entre les noyaux et les électrons, qui permet de dé-
terminer d’abord les niveaux d’énergie Vn(rAB) des électrons pour une
écart donné rAB entre les noyaux. On traite ensuite chacun de ces niveaux
d’énergie comme un potentiel régissant l’évolution des noyaux. Cette dé-
marche est très proche de celle sous-tendant l’approximation adiabatique,
où l’état des électrons s’ajuste quasi-instantanément au mouvement beau-
coup plus lent des noyaux. Il y a toutefois un ingrédient supplémentaire
qui apparaît dans l’approximation adiabatique, une fois connus les ni-
veaux d’énergie Vn(rAB) et les états électroniques associés |ψn(rAB)〉 ; il
s’agit des potentiels géométriques (scalaire et vecteur) liés à la variation
avec rAB des états électroniques |ψn(rAB)〉. Ces potentiels géométriques,
reliés en particulier à la phase de Berry, nous ont beaucoup occupés dans
le cours de l’année 2014 sur le magnétisme artificiel pour les gaz d’atomes
froids. En physique moléculaire, leurs effets, la plupart du temps faibles,
sont intégralement négligés dans le cadre de l’approximation de Born–
Oppenheimer. Pour une discussion approfondie de leur ordre de grandeur,
on pourra consulter COMPARAT (1999).

4-2 La méthode de Heitler–London

Une fois posée l’approximation de Born–Oppenheimer, la démarche à
suivre pour obtenir une valeur approchée, mais fiable du potentiel V (r)
est décrite dans de nombreux ouvrages (voir par exemple DEMTRÖDER

(2010)) et elle s’inspire de la méthode introduite par HEITLER & LONDON

(1927). L’hamiltonien décrivant le mouvement des deux électrons, chacun
de masse me, s’écrit :

Ĥel(rA, rB) =
p̂2

1

2me
+

p̂2
2

2me
+ V̂Coulomb + 2EI (37)

avec

V̂Coulomb = − e2

r1A
− e2

r1B
− e2

r2A
− e2

r2B
+

e2

r12
+

e2

rAB
, (38)

avec comme précédemment e2 = q2/(4πε0) et rαβ = rα − rβ . Cet hamilto-
nien contient :

— Les deux termes d’énergie cinétique ;

21



CHAPITRE I. LE POTENTIEL D’INTERACTION ENTRE DEUX ATOMES § 4. La "vraie" liaison chimique

— Tous les termes d’interaction coulombienne. Nous avons affaire ici à
4 particules chargées pouvant chacune interagir avec les 3 autres, et
il y a donc 1

2 (4 × 3) = 6 termes, 4 étant attractifs et 2 répulsifs. No-
tons que nous avons pris en compte ici l’énergie de répulsion entre
les deux noyaux e2/rAB , même si ce terme ne représente à ce stade
qu’une énergie constante pour le mouvement des électrons.

— Nous avons également ajouté 1 la constante 2EI où EI = 13.6 eV est
l’énergie d’ionisation d’un atome d’hydrogène ; cela permet de fixer la
référence d’énergie nulle pour la situation où les deux atomes d’hy-
drogène sont chacun dans leur état électronique fondamental et infi-
niment loin l’un de l’autre.

Oublions pour l’instant le fait que les électrons et les protons ont un spin
1/2 et qu’ils sont des particules indiscernables devant obéir au principe de
Pauli. Le point de départ de la théorie de Heitler–London est le fait que
pour rAB →∞, le niveau fondamental de Ĥel est doublement dégénéré. Il
peut être obtenu de deux manières différentes, correspondant à la manière
d’affecter les électrons 1 et 2 aux noyaux A et B :

|ΨI〉 = |1 : ψA; 2 : ψB〉, |ΨII〉 = |1 : ψB ; 2 : ψA〉 (39)

ou encore en point de vue "fonctions d’onde" :

ΨI(r1, r2) = ψA(r1)ψB(r2), ΨII(r1, r2) = ψB(r1)ψA(r2) (40)

où ψA(r1) est l’état de l’électron 1 placé dans l’état fondamental 1s autour
du noyau A, lui-même localisé en rA :

ψA(r1) =
e−r1A/a0√

πa3
0

, (41)

où a0 = ~2/(mee
2) est le rayon de Bohr, déjà utilisé plus haut.

L’idée est alors d’utiliser la méthode variationnelle dans cet espace de
dimension 2 : pour chaque valeur de la distance entre noyaux rAB , on
cherche les combinaisons linéaires de Ψ = αΨI + βΨII qui conduisent à
des extrema de l’énergie moyenne

E(α, β, rAB) =
〈Ψ|Ĥel(rA, rB)|Ψ〉

〈Ψ|Ψ〉 . (42)

1. Sans ce terme, le zéro d’énergie correspondrait à la situation physique où les 4 parti-
cules, protons et électrons, sont chacune infiniment loin des trois autres.

Si le choix des fonctions d’essai est pertinent (ce qui est bien le cas ici), on
s’attend à ce que les extrema trouvés soient proches des niveaux d’énergie
de Ĥel(rA, rB). Par ailleurs, les fonctions d’onde ΨI,II étant réelles, nous
pouvons limiter notre étude au cas où les paramètres variationnels α, β
sont eux-même réels.

Remarque : la méthode utilisée ici n’est pas une théorie des perturbations
du premier ordre, même si le résultat obtenu fait intervenir les éléments de
matrice de Ĥ entre les états ΨI,II. En effet, les états ΨI,II ne sont pas des états
propres d’un seul et unique hamiltonien Ĥ0 qu’on obtiendrait à partir de
Ĥel. Plus précisément, ΨI est état propre de

Ĥ
(1)
0 =

p2
1

2me
+

p2
2

2me
− e2

r1A
− e2

r2B
(43)

alors que ΨII est état propre de

Ĥ
(2)
0 =

p2
1

2me
+

p2
2

2me
− e2

r1B
− e2

r2A
. (44)

Nous ne sommes donc pas dans le cas canonique des perturbations dégé-
nérées au premier ordre, où la dégénérescence de deux états propres d’un
même hamiltonien Ĥ0 est levée par une perturbation V̂ couplant ces deux
états.

Note : À partir de maintenant, nous identifierons la distance entre
noyaux rAB avec la distance r entre atomes, puisque le centre de gravité
d’un atome coïncide pratiquement avec le noyau, du fait de la grande dif-
férence de masse entre noyaux et électrons.

4-3 Orbitales liantes et antiliantes

La recherche des extrema de la fonctionnelle d’énergie (42) se fait sans
difficulté majeure (SCHIFF 1968). Comme on pouvait s’y attendre compte
tenu de la symétrie du problème, les extrema sont obtenus pour des com-
binaisons linéaires symétriques et antisymétriques de ΨI et ΨII :

A(1)B(2) ± B(1)A(2) (45)
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où nous avons noté pour simplifier ψA(r1) ≡ A(1), etc.

Un calcul relativement long permet de mettre ces énergies extrémales
sous la forme d’un potentiel effectif pour le mouvement des noyaux (ou
des centres de masse des atomes)

Veff,±(rAB) =
εdir ± εech

1±∆2
. (46)

Discutons brièvement l’origine des deux énergies εdir,ech et du coefficient
sans dimension ∆ apparaissant dans cette expression, ces trois termes étant
des fonctions de la distance interatomique r.

— L’énergie directe εdir est donnée par :

εdir(r) = 〈1 : ψA; 2 : ψB | Ĥel |1 : ψA; 2 : ψB〉 (47)

et correspond aux éléments de matrice de Ĥel où chaque électron reste
attaché à son noyau d’origine.

— L’énergie d’échange εech est donnée par :

εech(r) = 〈1 : ψB ; 2 : ψA| Ĥel |1 : ψA; 2 : ψB〉 (48)

et décrit un processus où l’opérateur Ĥel échange l’affectation des élec-
trons sur les noyaux, passant de A(1)B(2) à B(1)A(2).

— Le terme sans dimension ∆ représente le recouvrement entre les deux
états 1s localisés respectivement sur le noyau A et sur le noyau B :

∆(r) = 〈ψA|ψB〉. (49)

Par construction, les termes εech(r) et ∆(r) ne sont non nuls que s’il existe
des points de l’espace où les fonctions ψA(r) et ψB(r) prennent tous deux
des valeurs non nulles. On a par exemple pour le coefficient ∆

∆(r) =

∫
ψA(r1)ψB(r1) d3r1 =

(
1 +

r

a0
+

r2

3a2
0

)
e−r/a0 . (50)

qui décroit exponentiellement vite avec la distance internucléaire r.

Toutes les intégrales intervenant dans ce problème sont données dans
SLATER (1968). Quand on limite comme ici la base de fonctions d’essai aux
états 1s, cette décroissance exponentielle apparaît également pour le terme

0 1 2 3 4 5 6
−0.2

0

0.2

r [a0]

Veff(r) [e2/a0]

FIGURE 13. Potentiels effectifs Veff,+ (bleu) et Veff,− (rouge) entre deux atomes
d’hydrogène calculé pour les fonctions d’essai (45) (méthode de Heitler–London).
Toutes les intégrales nécessaires au calcul sont données dans SLATER (1968), table
21-1.

direct. Mais ce n’est pas toujours le cas : nous avons vu en § 1 que pour
un choix "enrichi" de fonctions d’essai, l’énergie directe peut faire appa-
raître l’interaction de van der Waals, significative même s’il n’y a pas de
recouvrement entre fonctions d’onde.

Négligeons l’interaction de van der Waals et restons avec les seules or-
bitales issues des états 1s. Un calcul numérique permet de montrer que
Veff,+(r) < Veff,−(r) pour tout r. Les variations de ces énergies avec la dis-
tance r sont tracées en figure 13. Elles tendent toutes les deux vers +∞ en
r = 0 et vers 0 exponentiellement vite quand r →∞. Le potentiel Veff,−(r),
toujours positif, est une fonction décroissante de r alors que Veff,+(r) pré-
sente un minimum de −0.116 e

2

a0
= −3.15 eV pour r = 1.64 a0 = 0.87 Å.

On peut vérifier numériquement que ce potentiel est suffisamment pro-
fond pour contenir des états liés correspondant à un édifice stable à quatre
corps (deux protons et deux électrons), c’est-à-dire la molécule H2.

Prenons maintenant en compte le fait que (i) les deux électrons sont des
particules de spin 1/2 et (ii) qu’ils sont indiscernables (principe de Pauli) :

(i) L’existence du spin vient a priori augmenter la dégénérescence des
niveaux considérés. Donnons-nous un axe de quantification pour ce
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spin et notons |±〉 les deux états de spin possibles pour un électron. Il
y a donc 4 états possibles pour la paire d’électrons et la dégénérescence
du niveau fondamental pour des atomes infiniment loin l’un de l’autre
est désormais 2 × 4 = 8 [cf. eq. (39) pour les deux états de la partie
orbitale]. Quand r n’est pas infini, chacun des deux niveaux d’énergie
Veff,±(r) est dégénéré 4 fois.

(ii) Prenons maintenant en compte le principe de Pauli. Comme toujours,
le rôle unique de ce principe est de restreindre la taille de l’espace des
états en imposant que l’état global "orbital+spin" des deux électrons
soit antisymétrique dans l’échange 1↔ 2. Dans la mesure où les fonc-
tions d’onde spatiales trouvées ci-dessus sont symétriques ou antisy-
métriques dans cet échange, il suffit de choisir l’état de spin avec une
symétrie d’échange opposée :

— L’état associé au signe + dans (45,46), qui conduit à un minimum
local du potentiel effectif et à un état lié du dimère H2, doit être
antisymétrique vis-à-vis du spin, ce qui correspond à l’état sin-
gulet :

1√
2

(|1+, 2−〉 − |1−, 2+〉) . (51)

On appelle souvent cet état une orbitale liante, qui correspond à
la liaison chimique covalente.

— L’état associé au signe − dans (45,46) doit être symétrique vis-à-
vis du spin, et doit être un élément de l’espace triplet (dimension
3) engendré par :

|1+, 2+〉, 1√
2

(|1+, 2−〉+ |1−, 2+〉) , |1−, 2−〉. (52)

Cet ensemble d’états est appelé orbitale antiliante.

Au final, on arrive donc à deux canaux d’interaction distincts Veff,±(r)
selon que le spin total S = s1+s2 des deux électrons est dans l’état singulet
S = 0 ou l’état triplet S = 1. On peut donc résumer ces deux canaux par la
formule générale :

V (r) = V0(r) +
ŝ1 · ŝ2

~2
V1(r) (53)

où l’opérateur

ŝ1 · ŝ2 =
1

2

[
(ŝ1 + ŝ2)2 − ŝ2

1 − ŝ2
2

]
=

1

2

[
Ŝ2 − 3

2

]
(54)

prend les valeurs −3~2/4 et ~2/4 dans les états singulet et triplet et

V0 =
1

4
(Veff,+ + 3Veff,−) V1 = Veff,− − Veff,+. (55)

Insistons sur le fait que cette écriture commode n’implique en rien que
la différence des potentiels singulet et triplet trouve son origine dans une
interaction spin-spin.

Origine de la liaison chimique. Dans ce modèle simple, nous disposons
de la moyenne des différents termes énergétiques aussi bien pour l’orbitale
liante que l’orbitale antiliante. Il est donc possible de déterminer le proces-
sus qui conduit à l’existence d’un minimum pour l’orbitale liante et à la
liaison chimique. On trouve que le processus dominant est l’abaissement
d’énergie cinétique obtenu du fait de la symétrisation de la fonction d’onde
spatiale :

A(1)B(2) + B(1)A(2). (56)

Cette symétrisation a pour effet de rendre la fonction d’onde Ψ(1, 2) "plus
plate" sur une grande région de l’espace, et donc de diminuer l’énergie ci-
nétique qui est proportionnelle à l’intégrale de |∇1Ψ|2 + |∇2Ψ|2 sur tout
l’espace. Au contraire, l’état antisymétrique d’espace doit s’annuler en tout
point r1 = r2. Il est donc confiné dans une région réduite par rapport à
l’état symétrique et son énergie cinétique est plus grande. L’énergie cou-
lombienne quant à elle est plus grande pour l’état symétrique que pour
l’état antisymétrique puisque les deux électrons ont une probabilité signi-
ficative d’être proches l’un de l’autre. Toutefois, cette pénalisation due à
l’augmentation d’énergie potentielle électrostatique est plus que compen-
sée par le gain dû à l’abaissement d’énergie cinétique.
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4-4 Amélioration de la description de l’interaction

Expérimentalement, on trouve que le puits de potentiel pour l’orbitale
liante de la molécule d’hydrogène a une profondeur 2 de 4.75 eV. L’ap-
proche très simple développée ci-dessus donne une profondeur de 3.15 eV,
donc moins grande (ce qui est normal pour une méthode variationnelle),
mais relativement proche. Comme toujours avec la méthode variationnelle,
on peut améliorer le résultat, c’est-à-dire abaisser la borne inférieure, en
enrichissant la classe des fonctions d’essai.

Une première possibilité consiste à introduire un élément de "liaison
ionique" dans le problème, c’est-à-dire à autoriser des états où les deux
électrons sont liés au même atome. Cela peut se faire en continuant à ne
considérer que les états 1s, pourvu que l’état de spin soit l’état singulet de
manière à assurer l’antisymétrie globale. On est ainsi amené à prendre une
classe de fonctions d’essai avec la partie orbitale

[
A(1)B(2) + B(1)A(2)

]
+ β

[
A(1)A(2) +B(1)B(2)

]
. (57)

La variable β est un paramètre variationnel que l’on ajuste pour chaque
valeur de la distance internucléaire r, le cas β = 0 correspondant à l’orbi-
tale liante trouvée plus haut. Cette augmentation très simple de l’espace
variationnel fait passer la profondeur du puits de potentiel à 3.8 eV, ce qui
se rapproche notablement de la valeur expérimentale (SLATER 1968).

Pour aller au delà, il faut incorporer dans la base de fonctions d’essai
d’autres états que les états 1s des deux atomes en jeu. En pratique, cela se
fait en paramétrant les fonctions d’onde de chaque électron par plusieurs
dizaines de coefficients que l’on fait varier pour minimiser l’énergie. Pour
la molécule d’hydrogène, les résultats obtenus sont en accord avec les don-
nées expérimentales, aux erreurs de mesure près (KOLOS & ROOTHAAN

1960 ; KOLOS, SZALEWICZ et al. 1986). Cette approche incorpore en par-
ticulier des états où les deux atomes d’hydrogène se trouvent dans l’état
|2pα; 2pα〉, avec α = x, y, z, ce qui permet de prendre en compte les inter-
actions de van der Waals étudiées en § 1. Le coefficient C6 correspondant
est de l’ordre de 2 u.a.

2. Le minimum de potentiel est situé en Rmin = 0.74 Å et le puits donne naissance à 15
états liés (états de vibration) (KOŁOS & WOLNIEWICZ 1975).

Une fois les interactions de van der Waals incluses dans le potentiel, on
trouve comme attendu que l’orbitale anti-liante est elle aussi attractive à
grande distance. Elle présente un minimum en Rmin = 4.2 Å avec la pro-
fondeur 0.6 meV, soit ∼ 104 fois moins que pour l’orbitale liante [voir par
exemple WALRAVEN (1990) et refs. in]. Cette valeur très faible et la petite
masse des noyaux H entraînent que ce puits de potentiel est trop peu pro-
fond pour supporter un état lié, à l’instar de ce que nous avons mentionné
pour 3He en § 3-2.

4-5 Généralisation aux atomes alcalins

La méthode que nous venons de suivre se généralise de manière quasi-
immédiate aux atomes à un électron externe, c’est-à-dire la colonne des
atomes alcalins, très utilisés dans la physique des gaz quantiques. Comme
pour l’hydrogène, l’état électronique fondamental de ces atomes est un état
s pour l’électron externe, les électrons des couches internes ne jouant qu’un
rôle mineur dans l’établissement de la liaison chimique. On retrouve donc
la notion d’orbitales liantes et antiliantes, associées respectivement à un
état de spin singulet et triplet pour les deux électrons externes (un par
atome composant le dimère). Nous ne détaillerons pas ici les caractéris-
tiques des potentiels ainsi générés et nous renvoyons le lecteur vers les
références suivantes :
— Lithium : LEROY, DATTANI et al. (2009)
— Sodium : ARAUJO, WEINSTEIN et al. (2003),MATSUNAGA & ZAVITSAS

(2004)
— Potassium : ZAVITSAS (2006)
— Rubidium : DEISS, DREWS et al. (2015)
— Césium : COXON & HAJIGEORGIOU (2010)

Signalons simplement que les forces de van der Waals jouent ici un rôle
plus important que pour l’hydrogène. En effet, ces atomes sont beaucoup
plus polarisables et le coefficient C6 est considérablement augmenté. Il
s’ensuit que le puits de potentiel de l’orbital antiliante contient toujours un
nombre conséquent d’états liés : une dizaine pour le lithium et ce nombre
augmente quand on descend dans le tableau périodique. Ce point jouera
un rôle important pour valider l’utilisation de la méthode semi-classique
dans l’étude de la collision entre deux atomes alcalins.
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FIGURE 14. Potentiels d’interaction singulet (orbitale liante) et triplet (orbitale
antiliante) entre deux atomes de rubidium 87Rb, avec les trois canaux associés aux
états hyperfins possibles de chaque atome. Figure extraite de WEINER, BAGNATO

et al. (1999).

Influence du spin nucléaire. Jusqu’ici, nous n’avons pas pris en compte
le fait que les noyaux atomiques avaient généralement un spin non nul.
Pour terminer ce premier chapitre, nous allons maintenant brièvement
indiquer comment cela modifie les résultats obtenus jusqu’ici. À ce spin
nucléaire est associé un moment magnétique qui interagit avec le mo-
ment magnétique de l’électron, ce qui donne naissance à la structure hy-
perfine des niveaux atomiques. Le niveau fondamental de chaque atome
est clivé en deux sous-niveaux d’énergie Ef et de moment cinétique total
f = i± 1/2, résultant du couplage ∝ ŝ · î du moment cinétique de spin de
l’électron s = 1/2 et de celui du noyau, noté i. Pour l’hydrogène, le noyau
est un proton et on a i = 1/2. Pour plusieurs alcalins stables (7Li, 23Na,
39K,87Rb), on a i = 3/2 ce qui conduit aux deux niveaux hyperfins f = 1 et
f = 2.

Considérons maintenant notre paire d’atomes, chacun dans son état
électronique fondamental. Il y a trois valeurs possibles de l’énergie pour
la paire, comme représenté sur la figure 14 pour le rubidium 87, corres-
pondant aux possibilités {f1, f2} égal à {1, 1}, {1, 2} ou {2, 2}. Il est impor-
tant de noter que ces trois canaux possibles d’interaction sont couplés entre
eux. En effet, l’hamiltonien hyperfin dominant quand les atomes sont éloi-
gnés, ∝

(
ŝ1 · î1 + ŝ2 · î2

)
ne commute pas avec celui qui donne naissance

aux orbitales liantes et antiliantes, repérées par le spin électronique total
Ŝ = ŝ1 + ŝ2. Ce couplage entre canaux de collision jouera un rôle impor-
tant quand nous aborderons au chapitre 4 le problème des résonances de
Fano–Feshbach.

Indiscernabilité des noyaux. Nous avons pris en compte dans ce qui
précède le fait que les électrons étaient des particules indiscernables (fer-
mions), ce qui nous a conduit à imposer un spin total S = 0 à l’orbitale
liante (état orbital symétrique, donc état de spin antisymétrique), et l’in-
verse pour l’orbitale antiliante de spin total S = 1.

Il faut également prendre en compte le fait que les noyaux sont des
particules indiscernables, bosons ou fermions selon la valeur entière ou
demi-entière de leur spin. En fait, dans la suite de ce cours, plutôt que sy-
métriser ou anti-symétriser l’état des noyaux, nous travaillerons plutôt sur
celui des atomes pris dans leur globalité. Par exemple, pour un noyau de
spin 3/2 (fermion), l’atome a un spin total entier (f = 1 ou f = 2) ; il sera
donc traité comme une particule bosonique : nous imposerons que la fonc-
tion d’onde de la paire d’atomes soit symétrique dans l’échange global de
toutes les particules qui les composent. Cette prescription, associée au fait
que l’état électronique a été choisi antisymétrique, assure l’antisymmétrie
requise par échange des noyaux.

En pratique, nous verrons dans le prochain chapitre que pour un po-
tentiel invariant par rotation, cette symétrisation ou antisymétrisation de
l’état de la paire d’atomes se fait en restreignant les valeurs possible du
moment cinétique orbital total L aux valeurs paires ou impaires.
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Appendice : canaux d’interaction pour atomes alcalins

Nous allons préciser dans cet appendice comment on peut identifier les
(nombreux !) canaux d’interaction et de collision pour des atomes alcalins.
Il s’agit de prendre en compte à la fois le spin des deux électrons externes
de chaque atome, s1 et s2, et le spin des deux noyaux i1 et i2. En l’absence
de champ magnétique extérieur, il y a deux interactions liées à ces spins
qu’il faut prendre en compte :

— À grande distance, l’interaction dominante est l’interaction hyperfine
de chaque atome, décrite par le couplage

Vhf = α
(
ŝ1 · î1 + ŝ2 · î2

)
(58)

que l’on peut diagonaliser en introduisant le spin de chaque atome
f j = sj + ij , j = 1, 2. Ce couplage donne naissance à trois niveaux
d’énergie (cf. insert de la figure 14).

— À courte distance, l’interaction dominante est l’interaction effective en
ŝ1 · ŝ2 qui décrit la différence entre potentiels singulet et triplet [cf.
(53)] :

V (r) = V0(r) +
ŝ1 · ŝ2

~2
V1(r) (59)

Il n’existe pas de base de l’espace de spin total (de dimension 2×4×2×
4 = 64 pour i1 = i2 = 3/2) qui permette de diagonaliser simultanément
ces deux couplages. Le problème de l’interaction entre ces atomes passe
donc nécessairement par une résolution de l’équation de Schrödinger avec
différents canaux couplés.

On peut toutefois "dégrossir" le problème en considérant l’opérateur
spin total

F̂ = ŝ1 + î1 + ŝ2 + î2 (60)

qui commute avec ces deux couplages et qui constitue donc une constante
du mouvement. On peut donc classer les canaux d’interaction selon les va-
leurs de (F,MF ) où MF est associé à la projection de F sur un axe fixe.
Pour un noyau de spin i = 3/2, F peut prendre a priori toutes les valeurs
entières entre 0 et 4. Il s’agira ensuite de prendre en compte le moment ci-
nétique orbital L de la paire d’atomes pour s’assurer que l’état total (orbi-
tal+spin) possède la bonne symétrie vis à vis de l’échange des deux atomes,

ce qui peut amener à éliminer certaines valeurs de F , selon l’état orbital
choisi. En présence d’un champ magnétique extérieur orienté selon l’axe z,
le spin total F n’est plus une constante du mouvement, mais sa projection
Fz le reste et le nombre quantique associé MF peut encore être utilisé pour
repérer les différents canaux.
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Chapitre II

Éléments de théorie de la diffusion

Au chapitre précédent, nous avons expliqué l’origine physique du po-
tentiel d’interaction entre deux atomes neutres et nous avons donné les
ordres de grandeur en énergie et en distance qui le caractérise. Nous al-
lons maintenant passer à la mise en place des outils qui vont permettre
de traiter quantitativement la collision entre deux atomes sous l’effet de
ce potentiel. Dans ce chapitre, nous allons présenter le formalisme général
appelé théorie de la diffusion, pour nous concentrer dans le chapitre suivant
sur le cas des collisions à basse énergie qui régissent la physique des gaz
quantiques.

Nous avons également souligné au chapitre précédent que le potentiel
d’interaction entre deux atomes neutres est en très bonne approximation
isotrope. Cette invariance par rotation permet de simplifier considérable-
ment la description de la collision, en tirant parti de la conservation du
moment cinétique relatif des deux particules, conséquence directe de cette
invariance. Nous expliquerons en particulier comment la prise en compte
de cette symétrie permet de décrire la collision en termes de canaux in-
dépendants uni-dimensionnels, chacun associé à un moment cinétique `
particulier. Plus précisément, nous verrons que l’on peut associer à chaque
canal un déphasage δ`(k) entre l’onde incidente et l’onde diffusée, k étant
ici le vecteur d’onde relatif entre les deux partenaires de la collision.

Dans tout le cours de cette année, nous nous intéresserons à la phy-
sique à deux corps résultant de l’interaction entre une paire d’atomes. Tou-
tefois, les quantités qui vont apparaître dans ce qui suit, en particulier les
déphasages δ`(k), sont directement utilisables pour aborder le problème

à N corps, au moins dans certaines limites. Une illustration simple de ce
point réside dans la formule de BETH & UHLENBECK (1937), qui relie le
deuxième coefficient du viriel b2 d’un gaz de bosons ou de fermions aux
déphasages δ`(k) (voir par exemple HUANG (1987)) :

b2(T ) = ± 1

25/2
+

23/2

π

∫ +∞

0

∑
`

(2`+ 1)
dδ`
dk

e−~
2k2/mkBT dk. (1)

Rappelons que le coefficient b2 donne la première correction au gaz par-
fait de Boltzmann dans le développement de l’équation d’état du fluide en
puissances de la fugacité z = eµ/kBT :

Pλ3

kBT
= z + b2z

2 +O(z3), (2)

où µ est le potentiel chimique, T la température, P la pression et λ =
~
√

2π/mkBT la longueur d’onde thermique. Le gaz est supposé ici pola-
risé, c’est-à-dire qu’il n’occupe qu’un seul état de spin. Dans (1), le premier
terme correspond à la correction due aux statistiques quantiques pour le
gaz parfait et le second terme à la correction due aux interactions (pour
simplifier l’écriture, nous avons supposé ici qu’il n’y avait pas de contri-
bution d’éventuels états liés de dimères). Pour une raison qui apparaîtra
plus clairement dans la suite de ce chapitre, la somme sur les moments
cinétiques porte sur les valeurs paires de ` pour les bosons et les valeurs
impaires pour les fermions.
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1 Les états stationnaires de diffusion

1-1 Le problème à deux corps

Nous avons expliqué au cours précédent comment aborder le problème
de l’interaction à deux corps, en séparant le mouvement du centre de
masse et celui de la particule relative. Partant de l’hamiltonien décrivant
le mouvement de deux atomes A et B de masse m interagissant avec le
potentiel V (r),

Htot =
p2
A

2m
+

p2
B

2m
+ V (|rA − rB |) = Hcdm +Hrel, (3)

nous avons introduit les variables du centre de masse

R =
1

2
(rA + rB), P = pA + pB (4)

et celles de la variable relative

r = rA − rB , p =
1

2
(pA − pB). (5)

L’hamiltonien du centre de masse Hcdm = P 2/4m est simplement celui
d’une particule libre de masse 2m et ne présente donc pas d’intérêt particu-
lier : une base d’états propres pour cet hamiltonien est formée par les ondes
planes eiK·R et nous supposerons dans la suite que nous nous sommes pla-
cés dans le référentiel du centre de masse, ce qui revient à poser K = 0.

La partie intéressante de la physique de la collision entre les deux
atomes est décrite par l’hamiltonien relatif

Hrel =
p2

2mr
+ V (r), (6)

où mr = m/2 est la masse réduite et nous allons nous intéresser aux états
propres de l’opérateur hamiltonien relatif :

Ĥrelψ(r) = E ψ(r). (7)

Le problème de la collision entre deux particules se ramène donc à l’étude
de la diffusion d’une particule par un potentiel. Ce sujet est traité dans

tous les bons ouvrages de physique quantique [voir par exemple MES-
SIAH (2003), LANDAU & LIFSHITZ (1975) et COHEN-TANNOUDJI, DIU et
al. (1973)] et nous allons simplement résumer ici les résultats importants
pour la suite du cours.

Rappelons que ces états propres sont de deux types :

— Si l’énergie E est inférieure à V (+∞) – que nous prendrons égal à 0
par convention –, alors l’état ψ(r) est localisé autour de 0, correspon-
dant à un état lié de la molécule di-atomique AB. Cet état de vibration
correspond à un certain degré d’excitation de l’élongation AB.

— Si l’énergie E est supérieure à V (+∞) = 0, l’état ψ(r) est asympto-
tiquement libre et décrit donc une collision entre A et B. Cet état est
appelé état stationnaire de diffusion.

Dans cette section, nous nous intéressons au processus de collision, donc
au cas E > 0 et nous poserons E = ~2k2/2mr.

1-2 L’équation intégrale de la diffusion

Pour déterminer la forme des états stationnaires de diffusion, notre
point de départ sera l’équation aux valeurs propres (7) que nous écrivons :

~2

2mr

(
∇2 + k2

)
ψ(r) = V (r)ψ(r). (8)

Nous allons la considérer comme une équation différentielle où le terme
de droite V (r)ψ(r) joue le rôle de source et nous allons utiliser la méthode
des fonctions de Green pour la résoudre.

Nous partons donc d’une solution de l’équation sans second membre

~2

2mr

(
∇2 + k2

)
ψ(r) = 0 (9)

que nous prenons sous forme d’une onde plane eik·r. L’orientation du
vecteur k correspond à la direction de l’impulsion relative des particules
avant la collision. Pour associer une solution de l’équation (8) avec second
membre à cette solution eik·r de l’équation libre, nous allons d’abord déter-
miner la fonction de Green de l’équation libre (9). Cela revient à résoudre
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~2

2mr

(
∇2 + k2

)
G0(r) = δ(r), (10)

dont deux solutions s’écrivent :

~2

2mr
G(±)

0 (r) = −e±ikr

4πr
. (11)

Pour une raison qui va devenir claire dans le paragraphe suivant, nous uti-
liserons ici la fonction de Green G(+)

0 qui correspond à une onde sphérique
sortante.

Une fois connue cette fonction de Green, nous pouvons construire de
manière formelle une solution ψk de (8) en présence du potentiel sous la
forme

ψk(r) = eik·r +

∫
G(+)

0 (r − r′) V (r′) ψk(r′) d3r′. (12)

Cette équation porte le nom d’équation intégrale de la diffusion ou équation de
Lippmann-Schwinger (LIPPMANN & SCHWINGER 1950).

L’équation (12) est une équation implicite, appelée en mathématiques
équation de Fredholm du second type : on doit connaître ψk(r′) pour évaluer
l’intégrale dont le résultat donne ensuite ψk(r). On pourrait donc dou-
ter de sa pertinence pour notre problème. En fait, son intérêt est bien réel
quand le potentiel V (r) a une portée b limitée, c’est-à-dire quand on peut
le considérer comme négligeable pour r > b. Dans ce cas, (12) permet de
relier les valeurs de ψk(r) en tout point de l’espace, en particulier asymp-
totiquement loin de r = 0, aux valeurs de ψk(r′) au voisinage de 0. En
effet, du fait de la présence de V (r′) dans l’intégrale, seules les valeurs de
r′ proches de 0 contribuent de manière significative à cette intégrale.

Sur le plan mathématique, signalons qu’on peut prouver que l’équation
(12) admet une solution unique, pourvu que la fonction V (r) soit suffisam-
ment régulière. Cette propriété n’est plus vraie quand on généralise cette
approche au cas de trois particules ou plus [voir par exemple JOACHAIN

(1975), § 5.6 et § 16.1].

Remarques

— La notion de portée pour V (r) est bien claire quand on traite un po-
tentiel carré par exemple. Il nous faudra la préciser davantage quand
nous nous intéresserons au potentiel de van der Waals, qui décroît
comme 1/r6 à l’infini.

— L’état stationnaire de diffusion ψk(r) a été défini à partir de la fonction
de Green sortante G(+)

0 et il devrait en toute rigueur être noté ψ(+)
k (r).

Nous omettrons ce (+) quand il n’y aura pas d’ambiguïté. On peut éga-
lement définir un état stationnaire de diffusion entrant, noté ψ(−)

k (r),
à partir de G(−)

0 . Nous n’aurons pas besoin de ce type d’état, sauf au
paragraphe 2-3.

— On pourra vérifier que les états stationnaires de diffusion ψ
(+)
k (r)

forment un ensemble orthonormé de fonctions de l’espace de Hilbert
quand k décrit tout l’espace des vecteurs d’onde. On peut obtenir une
base de cet espace en ajoutant à cet ensemble les éventuels états liés
de Ĥ0 + V̂ . De même, on peut former une base orthonormée de l’es-
pace de Hilbert en utilisant l’ensemble des ψ(−)

k (r) complétés par les
mêmes états liés. En revanche, nous ne pouvons rien dire à ce stade en
ce qui concerne le produit scalaire d’un ψ

(+)
k et d’un ψ

(−)
k′ . Nous ver-

rons en § 2-3 que ce produit fournit en fait les éléments de matrice de
l’opérateur de diffusion Ŝ.

1-3 L’approximation de Born

Comme nous venons de le mentionner, l’équation (12) est implicite
puisque l’intégrande fait intervenir la fonction inconnue ψk. Toutefois,
cette expression se prête bien à un développement perturbatif explicite vis-
à-vis du potentiel V , puisque l’intégrande est lui-même proportionnel à V .
En termes plus précis, le calcul de l’état de diffusion à l’ordre n en V né-
cessite pour le membre de droite la connaissance de ψk(r′) à l’ordre n − 1
seulement. Le développement perturbatif que l’on peut ainsi générer est
appelé développement de Born.

Commençons par le résultat de ce développement à l’ordre le plus bas.
À l’ordre 0 en V , l’état stationnaire de diffusion est égal à la fonction d’onde
incidente eik·r. L’état stationnaire de diffusion s’écrit donc à l’ordre 1 en V :
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ψk(r) ≈ eik·r +

∫
G(+)

0 (r − r′) V (r′) eik·r′
d3r′, (13)

qui se calcule sans difficulté (au moins numériquement) pour un potentiel
V (r′) quelconque.

Ce développement de Born peut être mené à un ordre quelconque et
conduit à une série infinie de termes :

ψk(r) = eik·r

+

∫
G(+)

0 (r − r′) V (r′) eik·r′
d3r′

+

∫∫
G(+)

0 (r − r′) V (r′) G(+)
0 (r′ − r′′) V (r′′) eik·r′′

d3r′ d3r′′

+ . . . (14)

La discussion de la validité de l’approximation de Born, et plus géné-
ralement de la convergence du développement de Born, n’est pas un pro-
blème simple. On pourra consulter par exemple MESSIAH (2003) et LAN-
DAU & LIFSHITZ (1975). Dans la limite basse énergie qui va nous intéresser
dans la suite, on trouve la condition nécessaire suivante : la partie attractive
du potentiel V (r) doit être suffisamment peu profonde pour ne supporter
aucun état lié. En pratique, ce n’est pas le cas des potentiels interatomiques
réels, comme nous l’avons vu au chapitre 1. Il n’est donc pas possible d’uti-
liser l’approximation de Born pour ces potentiels. En revanche, nous pour-
rons être amenés à utiliser des potentiels modèles pour lesquels cette ap-
proximation sera pertinente.

2 La formulation opératorielle

La manipulation d’expressions intégrales comme (12) peut être lourde,
en particulier quand on veut procéder à des développements comme celui
de Born. Pour simplifier l’écriture (sans changer en quoi que ce soit le pro-
blème), on peut adopter une écriture plus formelle en terme d’opérateurs
et de kets de Dirac. Au delà de la simplification d’écriture, cette théorie
formelle des collisions présente l’avantage de s’appliquer à une classe plus
vaste de problèmes, que ce soit la diffusion de particules matérielles avec

un degré de liberté interne (spin), ou encore la diffusion de photons par
des atomes ou de phonons sur des impuretés dans un cristal.

2-1 Les opérateurs de Green Ĝ0 et Ĝ

L’équation de départ (8) du paragraphe précédent peut se mettre sous
la forme (

E − Ĥ0

)
|ψ〉 = V̂ |ψ〉, (15)

où Ĥ0 est ici est l’hamiltonien d’une particule libre de masse mr : Ĥ0 =
p̂2/2mr. Sa solution (12) s’écrit

|ψk〉 = |k〉+ Ĝ
(+)
0 (E)V̂ |ψk〉 (16)

où l’opérateur Ĝ(+)
0 (E), appelé opérateur de Green ou résolvante de l’hamil-

tonien Ĥ0, s’écrit formellement

Ĝ
(+)
0 (E) =

1

E − Ĥ0 + i0+

(17)

pour représenter l’inverse de E − Ĥ0. Notons que l’on doit ajouter une
partie imaginaire au dénominateur (ici infiniment petite et notée i0+) pour
éviter les divergences quand E est égale à une valeur propre de Ĥ0. En
pratique, cette partie imaginaire se traite via l’égalité au sens des distribu-
tions :

1

x− x0 + i0+
= PP

(
1

x− x0

)
− iπδ(x− x0), (18)

où PP désigne l’intégrale en partie principale. On pourra vérifier directe-
ment que

〈r|Ĝ(+)
0 |r′〉 = G(+)

0 (r − r′). (19)

Une relation similaire pour la fonction de Green entrante G(−)
0 est obtenue

en prenant une partie imaginaire i0− au lieu de i0+ dans la définition (17)
de l’opérateur de Green. Dans ce qui suit, nous omettrons l’exposant "(+)"
de Ĝ(+)

0 (E) quand il n’y a pas d’ambiguïté.

On peut également introduire l’opérateur de Green de l’hamiltonien
total Ĥ = Ĥ0 + V̂ :

Ĝ(+)(E) =
1

E − Ĥ + i0+

. (20)
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Contrairement à Ĝ0, il n’est généralement pas possible de calculer explici-
tement les éléments de matrice de Ĝ en point de vue position. Néanmoins,
cet opérateur va jouer un rôle central dans la suite.

Il est utile d’établir un certain nombre de relations très simples entre Ĝ
et Ĝ0. Partant de :

E − Ĥ + i0+ = E − Ĥ0 + i0+ − V̂ , (21)

on obtient immédiatement

1

Ĝ
=

1

Ĝ0

− V̂ , (22)

ou encore, en multipliant (22) à gauche par Ĝ et à droite par Ĝ0 :

Ĝ0 = Ĝ− ĜV̂ Ĝ0 (23)

ce qu’on écrira dans la suite :

Ĝ = Ĝ0 + ĜV̂ Ĝ0. (24)

Bien entendu, on aurait également pu multiplier (22) à droite par Ĝ et à
gauche par Ĝ0 pour obtenir :

Ĝ = Ĝ0 + Ĝ0V̂ Ĝ. (25)

On peut ensuite itérer les relations (23) et (24) en substituant à G son
expression :

Ĝ = Ĝ0 + Ĝ0V̂ Ĝ0 + Ĝ0V̂ Ĝ0V̂ Ĝ (26)

= Ĝ0 + Ĝ0V̂ Ĝ0 + Ĝ0V̂ ĜV̂ Ĝ0 (27)

= Ĝ0 + Ĝ0V̂ Ĝ0 + ĜV̂ Ĝ0V̂ Ĝ0 (28)

et ainsi de suite, l’important étant qu’il y ait un et un seul Ĝ dans le dernier
terme de la somme.

En itérant cette procédure à l’infini, on peut aussi exprimer Ĝ comme
une série de produits ne faisant intervenir que Ĝ0 et V̂ :

Ĝ = Ĝ0 + Ĝ0V̂ Ĝ0 + Ĝ0(V̂ Ĝ0)2 + . . . (29)

2-2 La matrice de transition T̂

L’approximation de Born à l’ordre 1 en V̂ donnée en (13) s’écrit avec ces
notations :

|ψk〉 ≈ |k〉+ Ĝ0V̂ |k〉, (30)

où on a posé 1 〈r|ψk〉 = ψk(r) et 〈r|k〉 = eik·r. Le développement de Born
infini (14) donne quant à lui :

|ψk〉 = |k〉+ Ĝ0V̂ |k〉+ (Ĝ0V̂ )2|k〉+ . . . (33)

Pour la suite, il sera commode d’introduire l’opérateur (ou matrice) de
transition T̂ (E) défini par

T̂ = V̂ + V̂ Ĝ0V̂ + V̂ (Ĝ0V̂ )2 + . . . (34)

qui se resomme pour donner une autre forme de l’équation de Lippmann–
Schwinger :

T̂ = V̂ + V̂ Ĝ0T̂ . (35)

L’opérateur T̂ fournit une écriture compacte pour l’état stationnaire de dif-
fusion (33) :

|ψk〉 = |k〉+ Ĝ0T̂ |k〉. (36)

On passe donc de l’expression approchée de Born (30) à l’expression exacte
(36) en remplaçant l’opérateur V̂ par l’opérateur T̂ . Bien sûr, la simplicité
formelle de ce résultat ne doit pas faire illusion : on a reporté toute la diffi-
culté sur le calcul explicite de T̂ .

L’élément de matrice de T̂ (E) entre deux états |ki〉 et |kf 〉 calculé à par-
tir de (34) prend en compte tous les “chemins" permettant de coupler ces
deux états par le potentiel V̂ , en partant l’ordre 1 (couplage direct), puis

1. Nous poserons dans tout ce cours :

〈r|q〉 = eiq·r , 〈r|r′〉 = δ(r − r′), 〈q|q′〉 = (2π)3 δ(q − q′), (31)

de sorte que les relations de fermeture en impulsion et en position s’écrivent :

1̂ =
1

(2π)3

∫
|q〉〈q| d3q =

∫
|r〉〈r| d3r. (32)
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avec un état relai |kr〉, etc. :

〈kf |T̂ |ki〉 = 〈kf |V̂ |ki〉+
∑
kr

〈kf |V̂ |kr〉〈kr|V̂ |ki〉
E − Er + i0+

+ . . . (37)

avec pour chaque état relai un dénominateur faisant intervenir l’écart entre
son énergie Er et l’énergie E considérée.

Par ailleurs, il est intéressant de remarquer l’identité

V̂ |ψk〉 = T̂ |k〉 (38)

qui se prouve simplement en combinant (15) et (36) :

V̂ |ψk〉 =
(
E − Ĥ0

) [
|k〉+ Ĝ0T̂ |k〉

]
= 0 +

(
E − Ĥ0

)(
E − Ĥ0

)−1

T̂ |k〉.
(39)

Il est possible d’exprimer la série (34) définissant l’opérateur T̂ en fonc-
tion de l’opérateur de Green Ĝ de l’hamiltonien total. On a en effet :

T̂ = V̂ + V̂
[
Ĝ0 + Ĝ0V̂ Ĝ0 + . . .

]
V̂

= V̂ + V̂ ĜV̂ . (40)

Ce résultat est lui aussi assez formel, dans la mesure où le calcul expli-
cite de Ĝ(E) est généralement impossible à faire, au contraire du calcul de
Ĝ0(E). Il présente néanmoins un point très intéressant : si on prend pour
l’énergie E une valeur négative correspondant à un état lié de Ĥ , alors on
doit voir apparaître une divergence dans l’expression de l’état stationnaire
de diffusion. En anticipant légèrement sur ce qui va suivre, on déduit de
cette expression que les pôles de l’amplitude de diffusion (directement re-
liée à ψk) donnent les énergies de ces états liés.

Pour terminer, indiquons que la relation Ĝ = Ĝ0 + Ĝ0V̂ Ĝ entre les
deux opérateurs de Green et ses itérations permettent de réécrire l’état sta-
tionnaire de diffusion (36) :

|ψk〉 = |k〉+ Ĝ0(V̂ + V̂ ĜV̂ )|k〉
= |k〉+ (Ĝ0 + Ĝ0V̂ Ĝ)V̂ |k〉
= |k〉+ ĜV̂ |k〉. (41)

Nous disposons donc d’une série d’expressions permettant de relier de
manière explicite ou implicite l’onde plane |k〉 (état propre de Ĥ0 ) et l’état
stationnaire de diffusion |ψk〉 (état propre de Ĥ) :

|ψk〉 = |k〉+ Ĝ0T̂ |k〉 (42)

= |k〉+ Ĝ0V̂ |ψk〉 (43)

= |k〉+ ĜV̂ |k〉. (44)

2-3 La matrice de diffusion (scattering) Ŝ

En pratique, on étudie un processus de diffusion en préparant à un ins-
tant initial ti un paquet d’ondes d’énergie moyenneEi et de vecteur d’onde
moyen ki connus avec une bonne précision, ne recouvrant pas la zone où
V (r) prend des valeurs significatives. Le paquet d’ondes se propage, ar-
rive dans la zone où V (r) joue un rôle, puis repart sous forme d’une onde
diffusée et d’une onde transmise. On s’intéresse alors à l’amplitude de pro-
babilité pour trouver la particule diffusée avec un vecteur d’onde kf à un
instant ultérieur tf .

La quantité que nous cherchons à évaluer est donc du type

〈kf |Û(tf , ti)|ki〉, ti → −∞, tf → +∞, (45)

où Û(tf , ti) = e−iĤ(tf−ti)/~ est l’opérateur d’évolution associé à l’hamilto-
nien Ĥ , mais il faut travailler un peu pour donner un sens non ambigu à
cette expression. Dans un premier temps, nous allons réécrire l’expression
précédente comme :

〈kf |Û(tf , 0)Û(0, ti)|ki〉 (46)

que nous allons interpréter comme le produit scalaire de deux vecteurs de
l’espace de Hilbert :

Û(0, ti)|ki〉 et Û†(tf , 0)|kf 〉, (47)

où l’instant 0 peut être vu comme celui où le paquet d’ondes est arrivé sur
le centre diffuseur et où l’interaction est maximale (la valeur précise de cet
instant est sans importance).
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ki

FIGURE 1. Paquet d’ondes incident de vecteur d’onde ki (en rouge) et paquet
d’ondes diffusé (en bleu).

Puisque nous voulons donner un sens à la limite de ces quantités quand
ti, tf → ±∞, il faut éliminer leurs oscillations "triviales". Considérons par
exemple le premier de ces deux termes. Une première étape dans cette di-
rection consiste à éliminer l’évolution libre de |ki〉 en eiEiti/~ qui serait pré-
sente même si V était nul. On prend donc plutôt :

e−iEiti/~Û(0, ti)|ki〉, (48)

ce qui correspond au point de vue interaction. De plus, pour simuler l’arri-
vée progressive du paquet d’ondes sur le centre diffuseur, nous n’allons
pas considérer un branchement brutal du couplage V̂ à l’instant ti, ce qui
pourrait créer un régime transitoire non pertinent, mais plutôt prendre un
branchement adiabatique de ce couplage et considérer :

lim
η→0+

η

∫ 0

−∞
eηt e−iEit/~Û(0, t)|ki〉 dt. (49)

Ce vecteur n’est autre que l’état stationnaire de diffusion |ψ(+)
ki
〉. Pour le

montrer, il suffit d’utiliser l’expression de l’opérateur d’évolution Û(0, t) =

eiĤt/~ et d’effectuer l’intégration sur le temps :

(49) = η

[∫ 0

−∞
e−i(Ei−Ĥ+iη~)t/~ dt

]
|ki〉

=
iη~

Ei − Ĥ + iη~
|ki〉

=

[
1 +

1

Ei − Ĥ + iη~
(Ĥ − Ĥ0)

]
|ki〉

= |ki〉+ Ĝ(+)(Ei)V̂ |ki〉 = |ψ(+)
ki
〉 (50)

où la limite η → 0+ est implicite. Notons que nous avons mis ici la mention
explicite (+) de l’opérateur de Green avancé, car nous allons également
avoir besoin de l’opérateur de Green retardé dans ce qui suit.

De même, nous sommes amenés à modifier l’autre vecteur intervenant
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dans l’élément de matrice de la manière suivante :

Û†(tf , 0)|kf 〉 −→ η

∫ +∞

0

e−ηte−iEf t/~Û†(t, 0)|kf 〉

−→
[

1 +
1

Ef − Ĥ − iη~
(Ĥ − Ĥ0)

]
|kf 〉

−→ |kf 〉+ Ĝ(−)(Ef )V̂ |kf 〉 = |ψ(−)
kf
〉. (51)

Maintenant que la notion de limite ti, tf → ±∞ est bien posée, nous
pouvons définir l’amplitude de probabilité recherchée :

Sfi = 〈ψ(−)
kf
|ψ(+)

ki
〉 ≡ 〈kf |Ŝ|ki〉. (52)

Le calcul explicite de cet élément de matrice se fait sans difficulté et on
trouve :

Sfi = δki,kf
− 2iπ δ(Ei − Ef ) 〈kf |T̂ (Ei)|ki〉. (53)

La connaissance de la matrice de transition T̂ est donc suffisante pour dé-
terminer toutes les amplitudes de transition pertinentes dans un processus
de diffusion. Nous allons approfondir cette notion plus concrètement dans
le prochain paragraphe.

3 L’amplitude de diffusion

Nous allons maintenant chercher à donner un sens physique à l’expres-
sion (12) trouvée plus haut pour les états stationnaire de diffusion. Nous al-
lons nous intéresser à leur comportement asymptotique, c’est-à-dire à leur
valeur en un point bien en dehors de la portée du potentiel. Cela va nous
permettre de dégager les notions d’amplitude de diffusion et de section
efficace de collision, qui nous seront très utiles dans la suite.

3-1 Définition

Pour exploiter (12), considérons un point r situé dans une région très
loin de la zone où V prend des valeurs significatives (figure 2). Nous pou-

r

uf

r′

FIGURE 2. Disposition des points r et r′ pour le calcul de l’amplitude de diffusion.
La zone grisée représente la portée b du potentiel.

vons développer la fonction de Green G(+)
0 (r − r′) sous la forme :

eik|r−r′|

|r − r′| ∼r→∞
eikr

r
e−ikuf ·r′

(54)

où uf = r/r est le vecteur unitaire pointant dans la direction où l’on re-
garde le produit final de la diffusion. L’équation intégrale de la diffusion
devient

ψk(r) ∼
r→∞

eik·r + f(k,ui,uf )
eikr

r
(55)

où ui = k/k est le vecteur unitaire associé au vecteur d’onde k ≡ ki initial
et où on a défini l’amplitude de diffusion

f(k,ui,uf ) = − mr

2π~2

∫
e−ikuf ·r′

V (r′) ψki
(r′) d3r′, (56)

qui est une fonction complexe de l’énergie E = ~2k2/2mr. En utilisant la
formulation opératorielle développée en § 2, cette définition s’écrit

f(k,ui,uf ) = − mr

2π~2
〈kf |V̂ |ψki

〉 (57)

avec kf = kuf , ou encore en utilisant (38) :

f(k,ui,uf ) = − mr

2π~2
〈kf |T̂ |ki〉. (58)

Supposons pour simplifier les notations que le potentiel V (r) soit inva-
riant par rotation. Cette invariance entraîne que l’amplitude de diffusion
ne dépend en fait que de k et de l’angle θ entre ui et uf :

f(k,ui,uf ) = f(k, θ). (59)
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Tout comme l’équation intégrale de la diffusion, la forme (55) est impli-
cite puisque le calcul de f(k, θ) nécessite la connaissance de ψk, au moins
dans certaines régions de l’espace. Elle est néanmoins très parlante ; un état
stationnaire de diffusion peut être vu comme la superposition d’une onde
plane incidente ψ(inc)

k et d’une onde diffusée ψ(dif)
k :

ψk = ψ
(inc)
k + ψ

(dif)
k , (60)

avec l’onde incidente
ψ

(inc)
k (r) = eik·r (61)

et l’onde diffusée caractérisée par son amplitude f(k, θ) dans une direction
donnée θ :

ψ
(dif)
k (r) ∼

r→∞
f(k, θ)

eikr

r
(62)

Notons que si nous avions utilisé la fonction de Green entrante G(−)
0 au

lieu de G(+)
0 , nous aurions abouti à un état stationnaire de diffusion com-

posé d’une onde plane et d’une onde sphérique entrante. En tant qu’état
propre de Hrel, cet état est tout aussi légitime que (55), mais il correspond
à une situation physique difficile à réaliser. Il s’agirait d’envoyer vers l’ori-
gine et de toutes les directions de l’espace des ondes avec l’amplitude adé-
quate pour qu’après collision, on forme l’onde plane progressive eik·r.

Retour sur l’approximation de Born. Rappelons que cette approxima-
tion consiste à remplacer l’état stationnaire de diffusion (a priori inconnu)
par son approximation d’ordre 0, eik·r, dans l’intégrale de (12) ou de (56).
L’amplitude de diffusion à l’ordre 1 en V s’écrit donc :

Approximation de Born : f(k, θ) ≈ − mr

2π~2

∫
eiq·r′

V (r′) d3r′ (63)

≈ −2mr

q~2

∫ +∞

0

sin(qr′)V (r′) r′ dr′,

où l’on rappelle que θ est l’angle entre les deux vecteurs unitaires ui =
k/k et uf = r/r, et q = k(ui − uf ) avec q = 2k sin(θ/2). À cet ordre du
calcul, l’amplitude de diffusion est donc simplement proportionnelle à la
transformée de Fourier du potentiel diffusant.

3-2 Section efficace

Pour rendre encore plus concret l’interprétation de l’état stationnaire de
diffusion, il est utile d’introduire la notion de section efficace de collision.

On définit la section efficace différentielle dσ
dΩ (Ω) à partir de

δ2A =
dσ

dΩ
(Ω) δ2Ω. (64)

Dans cette définition, δ2A (qui a la dimension d’une surface) est égale au
rapport entre deux flux :

— le flux sortant dans l’angle solide δΩ autour de la direction moyenne
définie par Ω (unité : s−1)

— le flux entrant pour une direction incidente k ≡ ki bien définie (unité :
s−1m−2).

Cette grandeur est une propriété intrinsèque du potentiel V et ne dépend
pas du flux incident, puisque le flux sortant lui est proportionnel.

Pour relier la section efficace différentielle à l’amplitude de diffusion,
le plus simple est de calculer les courants de probabilité correspondant à
l’onde incidente et à l’onde diffusée. Rappelons la définition générale du
courant de probabilité associé à une fonction d’onde ψ(r) :

J(r) =
~
m

Im {ψ∗(r) ∇ [ψ(r)]} . (65)

On trouve ici pour le courant de probabilité associé à l’onde incidente (61)

J (inc)(r) =
~
mr

Im
{
ψ

(inc)∗
k ∇

[
ψ

(inc)
k

]}
=

~k
mr

ui (66)

et pour le courant de probabilité associé à l’onde diffusée (62) :

J (dif)(r) ∼
r→∞

~
mr

Im
{
ψ

(dif)∗
k ∇

[
ψ

(dif)
k

]}
=

~k
mr
|f(k, θ)|2uf

r2
(67)

Notons que nous nous sommes limités ici au terme dominant aux grands
r, qui varie comme 1/r2. C’est en effet le seul terme qui contribue au flux
sortant de manière asymptotique. Notons également qu’il existe une troi-
sième contribution au courant de probabilité, provenant des termes croisés
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θ

π − θ

FIGURE 3. Deux processus de collision conduisant à une diffusion de la particule
relative de l’angle θ (haut) et π − θ (bas). Si les particules sont discernables, via
leur état de spin par exemple, on peut en principe distinguer ces deux processus et
le résultat (68) s’applique. Le cas de particules indiscernables est traité en § 4-3.

entre ψ(inc)
k et ψ(dif)

k dans (65). Nous ne prenons pas ce terme en compte
pour l’instant. Nous verrons en effet lors de notre discussion du théorème
optique que ce terme a une contribution nulle au flux diffusé en dehors de
la diffusion vers l’avant, c’est-à-dire pour θ = 0.

Le rapport entre les deux flux figurant dans la définition (64) donne
alors le résultat très simple

dσ

dΩ
(Ω) = |f(k, θ)|2. (68)

Remarquons que dans notre raisonnement basé sur les courants de proba-
bilité, nous avons supposé implicitement que nous sommes capables, au
moins en principe, de distinguer entre l’état final correspondant à une dif-
fusion avec l’angle θ et une diffusion avec l’angle π−θ (figure 3). Quand on
regarde la diffusion d’une "vraie" particule par un potentiel V (r), cela va

de soi. Quand on s’intéresse à la collision entre deux particules identiques,
c’est beaucoup moins évident : il faut que les deux processus représentés
sur la figure 3 ne soient pas équivalents, ce qui impose que les particules
en collision soient discernables, par exemple via leur état de spin. Quand
les particules sont indiscernables, le résultat (68) doit être modifié, comme
nous le verrons en § 4-3.

On définit également la section efficace totale par

σtot =

∫
dσ

dΩ
d2Ω = 2π

∫ π

0

|f(k, θ)|2 sin θ dθ. (69)

Par construction, cette quantité est égale à l’aire de la surface qu’il faudrait
mettre devant le faisceau incident pour bloquer un nombre de particules
équivalent à celui prélevé sur le faisceau par le processus de diffusion.

3-3 Le théorème optique

Dans les paragraphes qui précèdent, nous sommes arrivés à la forme
asymptotique suivante pour un état stationnaire de diffusion, c’est-à-dire
un état propre de l’hamiltonien avec une énergie E = ~2k2/2mr :

ψk(r) ∼
r→∞

eik·r + f(k, θ)
eikr

r
. (70)

Il ne faudrait pas déduire de cette forme simple que toute fonction com-
plexe f(k, θ) est éligible comme amplitude de diffusion. Il existe en fait
plusieurs contraintes sur cette fonction. Le but de ce paragraphe est de
présenter l’une des plus importantes,

2 Im [f(k, θ = 0)] = k

∫ π

0

|f(k, θ)|2 sin θ dθ (71)

ou encore
Im [f(k, θ = 0)] =

k

4π
σtot, (72)

appelée théorème optique. Pour une revue générale des propriétés que doit
satisfaire l’amplitude de diffusion f , on pourra consulter par exemple
GOLDBERGER & WATSON (2004), LANDAU & LIFSHITZ (1975) ou JOA-
CHAIN (1975).
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Le théorème optique trouve son origine dans l’équation de continuité
vérifiée par toute solution ψ(r, t) de l’équation de Schrödinger,

∇ · J +
∂ρ

∂t
= 0 (73)

où le courant de probabilité J a été défini en (65) et où ρ = |ψ|2. Cette
relation est elle-même une conséquence du fait que l’évolution régie par
l’équation de Schrödinger est unitaire.

Pour un état d’énergie E fixée, l’évolution temporelle de ψ est donnée
par ψ(r, t) = ψ(r, 0) e−iEt/~ de sorte que ρ est constante au cours du temps.
On doit donc avoir :

État stationnaire : ∇ · J = 0. (74)

Comme annoncé, cette relation vient mettre une contrainte forte sur les
fonctions f(k, θ) éligibles.

La condition ∇ · J = 0 entraîne que le flux de J à travers une sphère
est nul. Prenons donc une sphère S centrée en 0, de rayon r arbitrairement
grand et imposons la contrainte∫

S
uf · J d2Ω = 0, (75)

où uf est comme précédemment le vecteur unitaire r/r. Le courant de
probabilité est une fonction quadratique de l’état (70) et comporte donc
trois termes :

J = J (inc) + J (dif) + J (interf). (76)

Les deux premiers termes ont d’ores et déjà été calculés au paragraphe
précédent. Le courant J (inc) donné en (66) est uniforme dans l’espace et il
a donc un flux nul à travers la sphère S :∫

S
uf · J (inc) d2Ω = 0. (77)

Le courant J (dif) donné en (67) est normal à la sphère et son flux n’est autre
que la section efficace totale, à un coefficient multiplicatif près :∫

S
uf · J (dif) d2Ω =

~k
mr

σtot. (78)

Il nous reste à évaluer la contribution du terme "d’interférence" J (interf),
faisant intervenir à la fois la contribution de ψ(inc)

k et celle de ψ(diff)
k :

J (interf) =
~
mr

Im
{
ψ

(inc)∗
k ∇

[
ψ

(dif)
k

]
+ ψ

(dif)∗
k ∇

[
ψ

(inc)
k

]}
(79)

Pour r grand, la forme asymptotique de ψ(dif)
k conduit à :

J (interf) =
~
mr

Im
{

ik(ui + uf )
f(k, θ)

r
ei(kr−k·r)

}
(80)

qui a pour flux à travers la sphère S :∫
S
uf ·J (interf) d2Ω =

2π~
mr

Im
{∫ π

0

ikr (1 + cos θ) eikr(1−cos θ) f(k, θ) sin θ dθ

}
.

(81)
Quand on prend la limite r →∞, l’exponentielle eikr(1−cos θ) oscille de plus
en plus vite autour de 0 et annule la contribution des différents membres
de l’intégrale, sauf si θ est choisi très proche de 0 pour "adoucir" la variation
de la phase kr(1−cos θ). En faisant un développement limité des différents
termes au voisinage de θ = 0, on arrive donc à :∫

S
uf · J (interf) d2Ω =

4π~
mr

Im
{
f(k, 0)

∫ π

0

ikr eikrθ2/2 θ dθ

}
(82)

et l’intégrale restante est égale à −1 (à un terme oscillant infiniment rapi-
dement près).

Au final, on trouve que le flux total de J à travers la sphère S est égal
à 0 si et seulement si la somme des trois contributions (77), (78) et (82)
s’annule, soit :

0 +
~k
mr

σtot −
4π~
mr

Im {f(k, 0) } = 0 (83)

ce qui correspond au "théorème optique" annoncé.

La morale de ce théorème est une variante de "rien ne se perd, rien
ne crée, tout se transforme" : les particules qui sont diffusées dans l’angle
solide de 4π stéradians sont prélevées sur le faisceau incident, qui donc
être atténué. Cette atténuation n’apparaît pas de manière explicite sur l’ex-
pression (70) de l’état stationnaire de diffusion, mais elle est malgré tout
bien présente sous forme d’une interférence (destructive) vers l’avant entre
onde incidente et onde diffusée.
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3-4 Le théorème optique dans le cas isotrope

Les chapitres qui vont suivre seront essentiellement consacrés au cas
d’une diffusion isotrope, c’est-à-dire une amplitude de diffusion indépen-
dante de l’angle θ. Le théorème optique prend dans ce cas une forme très
simple. La section efficace totale vaut :

σtot = 2π

∫ π

0

|f(k)|2 sin θ dθ = 4π|f(k)|2 (84)

de sorte que ce théorème impose

Im [f(k)] = k |f(k)|2 (85)

ou encore

Im
[

1

f(k)

]
= −k. (86)

La partie imaginaire de 1/f est donc complètement fixée par le théorème
optique, alors qu’aucune contrainte ne porte à ce stade sur sa partie réelle.
Nous serons donc fréquemment amenés à vérifier que le résultat d’un mo-
dèle de collision isotrope conduit bien à :

1

f(k)
= fonction réelle(k) − ik. (87)

Remarquons que le théorème optique vient ici imposer une borne supé-
rieure à |f(k)|. Il est en effet clair sur (87) que

1

|f(k)| ≥ k ⇒ σ = 4π|f(k)|2 ≤ 4π

k2
. (88)

Quand cette inégalité est saturée, on dit qu’on a atteint le régime unitaire,
c’est-à-dire la plus grande valeur autorisée pour la section efficace compte
tenu de l’unitarité de la physique quantique.

4 Symétrie de rotation et principe de Pauli

Les termes dominants de l’interaction entre deux atomes neutres – po-
tentiel de van der Waals à longue distance, potentiel d’échange à courte

distance – sont généralement invariants par rotation. Cette invariance peut
être brisée si l’interaction entre les dipôles magnétiques des atomes devient
significative, comme c’est le cas pour certaines espèces 2 comme le dyspro-
sium, l’erbium ou le chrome : leur moment magnétique µ dans l’état fon-
damental est en effet égal à plusieurs fois le magnéton de Bohr et l’énergie
d’interaction magnétique ∼ µ2/r3 peut devenir significative à très basse
température. Pour les autres espèces, il est généralement raisonnable de
négliger cette interaction dipôle-dipôle magnétique, ce qui nous ramène à
un potentiel invariant par rotation.

Nous avons déjà tiré parti de cette invariance en écrivant l’amplitude de
diffusion sous la forme f(k, θ), qui suppose que cette amplitude ne dépend
que de l’angle entre les vecteurs u et u′, et pas de leur orientation particu-
lière. Mais les conséquences de l’invariance par rotation vont bien au delà
de cette simplification, comme nous allons le voir dans cette section.

4-1 Prise en compte de la symétrie

Pour un hamiltonien Hrel invariant par rotation, on peut chercher une
base d’états propres communs à Hrel et au moment cinétique, plus précisé-
ment au carré du moment cinétique L2 et à sa projection sur un axe donné,
z par exemple. En travaillant avec cette base d’états propres, on peut faire
un développement en ondes partielles du processus de collision, qui simplifie
grandement son analyse et permet de la caractériser entièrement.

Considérons une fonction d’onde ψ(r) = ψ(r, θ, ϕ) état propre de L2

et Lz . On sait d’après la théorie générale du moment cinétique orbital que
la dépendance en θ et ϕ de ψ(r) est fixée sous forme d’une harmonique
sphérique :

ψ(r, θ, ϕ) = χ(r)Y`,m(θ, ϕ) (89)

avec
L̂2ψ = ~2`(`+ 1) ψ, L̂zψ = ~m ψ, (90)

` étant un entier positif ou nul etm un autre entier de l’ensemble {−`,−`+

2. Pour les lanthanides, un autre élément vient briser l’invariance par rotation : le moment
cinétique orbital des électrons dans l’état fondamental de l’atome n’est pas nul et l’interaction
de van der Waals acquiert de ce fait une composante anisotrope significative (de l’ordre de
10% de la partie isotrope pour Dy).
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1, . . . ,+`}. La dépendance radiale χ(r) est à ce stade quelconque car les
opérateurs L2 et Lz ne portent que sur les variables angulaires θ et ϕ.

En utilisant l’expression de l’opérateur p̂2 = −~2∇2 en coordonnées
sphériques

p̂2ψ = −~2

r

∂2

∂r2
(rψ) +

1

r2
L̂

2
ψ (91)

on déduit que la fonction réduite u(r) = r χ(r) est solution de l’équation
différentielle à une dimension

− ~2

2mr

d2

dr2
u(r) +

[
V (r) +

~2`(`+ 1)

2mrr2

]
u(r) = E u(r) (92)

sur la demi-droite r ≥ 0, avec la condition aux limites u(0) = 0.

L’interprétation physique de (92) est simple : grâce à l’invariance par
rotation, on s’est ramené à une série de problèmes à une dimension indé-
pendants. Chaque valeur de ` correspond à un "canal de diffusion" pour
une particule de masse mr en mouvement sur une demi-droite dans le po-
tentiel effectif :

Veff(r) = V (r) +
~2`(`+ 1)

2mrr2
, (93)

c’est-à-dire la somme du potentiel interatomique discuté au chapitre pré-
cédent et du potentiel centrifuge associé au moment cinétique ~2`(` +
1)/2mrr

2. Dans ce point de vue, le processus de diffusion se décrit en consi-
dérant une particule de masse mr qui arrive depuis r = +∞ en bougeant
dans le sens des r décroissants, pénètre dans la zone où le potentiel V (r)
est appréciable, rebondit sur cette zone pour repartir vers r = +∞. Toute
l’information sur le processus de diffusion est contenue dans le déphasage
accumulé lors de l’interaction avec le potentiel V .

Pour obtenir la valeur de ce déphasage, il suffit de comparer les coef-
ficients de e±ikr dans la solution u(r) de l’équation radiale (92) selon que
V (r) est présent ou non. On pose traditionnellement pour la forme asymp-
totique de la solution de l’équation radiale (92) pour une valeur de ` don-
née :

u`(r) ∼
r→∞

(−1)`+1e−ikr + e2iδ`eikr ∝ sin (kr − `π/2 + δ`) (94)

et la résolution de l’équation radiale (92) doit fournir la phase δ`(E). La
raison d’être du coefficient (−1)`+1 apparaîtra un peu plus loin [eq. (99)],

quand nous utiliserons le développement de l’état incident eik·r sur ces
états de moment cinétique bien défini.

Remarque sur le théorème optique. Le théorème optique que nous
avons établi en toute généralité au paragraphe § 3-3 exprime la conser-
vation du nombre de particules lors du processus de diffusion. Ici, nous
avons pris implicitement en compte cette conservation dans chaque canal
` en posant que l’effet du potentiel V (r) pouvait se décrire par le simple
déphasage δ` de l’onde sortante, sans que son amplitude soit modifiée. On
s’attend donc à ce que le théorème optique soit automatiquement satisfait
dans le cas présent. Nous verrons un peu plus loin que c’est effectivement
le cas pour chaque canal [cf. (105)].

4-2 Les déphasages δ`

Pour une énergie ~2k2/2mr donnée, l’ensemble des états
{Y`,m(θ, ϕ)u`(r)/r} que nous venons d’introduire (complétés par les
éventuels états liés dans le potentiel V (r)) constitue une base de l’espace
de Hilbert. On peut donc décomposer l’état stationnaire de diffusion ψk(r)
sur cette base. Choisissons l’axe z de quantification du moment cinétique
parallèle au vecteur d’onde incident k. Compte tenu de l’invariance par
rotation du potentiel, l’état ψk(r) est indépendant de l’angle azimutal
ϕ et ne dépend que de r et θ ; il va donc se décomposer sur les états
Y`,m=0(θ)u`(r)/r :

ψk(r) =
∑
`

c`
u`(r)

r
Yl,0(θ) (95)

avec par définition des harmoniques sphériques :

Y`,0(θ) =

√
2`+ 1

4π
P`(cos θ), (96)

où P`(x) est le polynôme de Legendre de degré `, avec en θ = 0 la valeur
P`(1) = 1. En utilisant l’expression asymptotique (94) des fonctions u`,

41



CHAPITRE II. ÉLÉMENTS DE THÉORIE DE LA DIFFUSION § 4. Symétrie de rotation et principe de Pauli

nous obtenons donc le comportement attendu pour ψk(r) aux grands r :

ψk(r) ∼
r→∞

e−ikr

r

∑
`

(−1)`+1 c`

√
2`+ 1

4π
P`(cos θ)

+
eikr

r

∑
`

e2iδ` c`

√
2`+ 1

4π
P`(cos θ) (97)

Pour relier l’amplitude de diffusion aux déphasages, il suffit de faire
correspondre (97) à l’expression asymptotique de ψk

ψk(r) ∼
r→∞

eikz + f(k, θ)
eikr

r
. (98)

Une formule mathématique classique donne le développement de l’onde
plane eikz [voir par exemple LANDAU & LIFSHITZ (1975)] :

eikz ∼
r→∞

1

2ikr

∑
`

(2`+ 1)P`(cos θ)
[
(−1)`+1e−ikr + eikr

]
, (99)

ce qui conduit à

ψk(r) ∼
r→∞

e−ikr

r

1

2ik

∑
`

(−1)`+1 (2`+ 1) P`(cos θ)

+
eikr

r

[
f(k, θ) +

1

2ik

∑
`

(2`+ 1) P`(cos θ)

]
(100)

La comparaison terme à terme de (97) et (100) de la composante en e−ikr/r
entraîne que

c`

√
2`+ 1

4π
= 2`+ 1 (101)

et donc pour la composante en eikr/r :

f(k, θ) =
1

2ik

∑
`

(2`+ 1) P`(cos θ)
(
e2iδ` − 1

)
. (102)

Cette amplitude est nulle si et seulement si toutes les phase δ` sont nulles
(modulo π).

Il est commode d’écrire cette amplitude sous la forme

f(k, θ) =
∑
`

(2`+ 1) P`(cos θ) f`(k) (103)

où nous avons introduit l’amplitude de diffusion du canal ` :

f`(k) =
1

2ik

(
e2iδ` − 1

)
(104)

ou encore
1

f`(k)
=

k

tan δ`(k)
− ik. (105)

La partie imaginaire de l’amplitude de diffusion de chaque canal ` est donc
égale à −k, quel que soit le potentiel diffusant.

Du fait des propriétés d’orthonormalité des harmoniques sphériques 3,
la section efficace totale, obtenue en intégrant |f(k, θ)|2 sur l’angle solide,
s’écrit :

σtot =
∑
`

σ` avec σ` =
4π

k2
(2`+ 1) sin2 [δ`(k)] . (107)

Chaque onde partielle contribue donc de manière positive à la section effi-
cace totale, la contribution de l’onde partielle ` étant majorée par 4π(2` +
1)/k2. On peut vérifier à partir de ces expressions le théorème optique an-
noncé plus haut.

4-3 Collision de particules indiscernables

Intéressons-nous maintenant au cas d’une collision entre deux parti-
cules identiques, qui peuvent être bosoniques ou fermioniques. Pour sim-
plifier, nous allons supposer que ces deux particules sont préparées dans
le même état de spin. Le principe de Pauli impose donc la symétrie ou
l’antisymétrie de la partie orbitale de la fonction d’onde :

Ψ(rA, rB) = εΨ(rB , rA), (108)

3. On utilise notamment le fait que P`(1) = 1 et∫ π

0
P`(cos θ)P`′ (cos θ) sin θ dθ =

2δ`,`′

2`+ 1
. (106)
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avec le signe ε = + pour des bosons et ε = − pour des fermions. Quand
on utilise les variables centre de masse et relative, l’échange rA ↔ rB se
transcrit en :

R↔ R, r ↔ −r. (109)

Le principe de Pauli n’apporte donc aucune contrainte sur l’état du centre
de masse, mais il impose que les fonctions d’onde de la variable relative
vérifient

ψ(−r) = ε ψ(r). (110)

Pour les coordonnées sphériques, la transformation r → −r s’écrit :

r → r, θ → π − θ, ϕ→ ϕ+ π (111)

Or les harmoniques sphériques vérifient la propriété

Y`,m(π − θ, ϕ+ π) = (−1)` Y`,m(θ, ϕ). (112)

La prise en compte du principe de Pauli se ramène donc à la condition
nécessaire et suffisante :

— Le nombre quantique ` ne peut prendre que des valeurs paires (` =
0, 2, 4, . . .) si les particules sont des bosons dans le même état de spin.

— Le nombre quantique ` ne peut prendre que des valeurs impaires (` =
1, 3, . . .) si les particules sont des fermions dans le même état de spin.

Après cette identification des canaux de collision autorisés, la caracté-
risation de la fonction d’onde radiale dans chaque canal est inchangée [cf.
(92)]. Il reste néanmoins une modification supplémentaire à apporter, qui
porte sur le lien entre amplitude de diffusion et section efficace. Après sy-
métrisation ou antisymétrisation, la partie asymptotique de l’état station-
naire de diffusion s’écrit en effet

ψk(r) ∼
r→∞

1√
2

[
eik·r + ε e−ik·r] +

1√
2

[f(k, θ) + ε f(k, π − θ)] eikr

r
. (113)

La section efficace de diffusion vaut alors

dσ

dΩ
=

1

2
|f(k, θ) + εf(k, π − θ)|2 . (114)

Quand on développe cette expression, on retrouve la somme des sections
efficaces en θ et en π − θ, plus un terme d’interférence. Ce dernier peut

avoir des conséquences spectaculaires : par exemple, pour des fermions
polarisés, on trouve que la section efficace s’annule toujours pour θ = π/2,
quelle que soit l’énergie des partenaires de la collision.

L’expression (107) de la section efficace totale devient quant à elle :

Bosons : σtot = 2
∑
` pair

σ` (115)

Fermions : σtot = 2
∑

` impair

σ` (116)

avec toujours σ` = (4π/k2) (2` + 1) sin2 δ`(k). En d’autres termes, il n’y
a plus que la moitié des ` qui contribuent à chaque somme (` pairs ou
impairs selon la nature statistique des particules), mais leur contribution
est doublée par rapport au cas de particules discernables.

Une jolie illustration de cet effet des statistiques quantiques sur la sec-
tion efficace de collision est fournie par PLATTNER & SICK (1981). Ces au-
teurs ont étudié la diffusion coulombienne entre des noyaux de carbone
12C (un boson sans spin) et 13C (un fermion de spin 1/2). Un faisceau
d’ions C2+ est accéléré à une énergie de l’ordre de 4 MeV est envoyé sur
une cible composée elle-même de carbone. Les résultats principaux de cette
étude sont montrés sur la figure 4. Si les noyaux sont discernables (i.e. 12C +
13C), la section efficace différentielle ne présente pas de structure marquée :
elle décroît avec l’angle comme attendu pour la diffusion Rutherford :

dσ

dΩ
∝ 1

sin4(θ/2)
. (117)

En revanche, quand les deux noyaux sont identiques, des oscillations mar-
quées sont visibles. La section efficace différentielle présente un maximum
local à θ = π/2 pour des bosons, du fait de l’interférence constructive entre
les deux processus de la figure 3. Pour des fermions, cette section efficace
différentielle est au contraire minimale en θ = π/2. Ce minimum n’est pas
strictement nul, contrairement à ce qu’on attendrait à partir de (114). Cela
vient du fait que les spins des noyaux 13C ne sont pas polarisés : seule une
fraction des collisions porte donc dans ce cas sur des particules indiscer-
nables.
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Figure 2 Coulomb scattering of C nuclei at E' = 4 MeV. 

measured intensity I ( @ ' ,  E'),  even though the 
physics is more  appropriately described in the 
centre-of-mass system. We assume that  the  reader 
is aware of the slight quantitative differences  be- 
tween the two systems. Of course we have  taken 
them  into  account wherever necessary for our 
work. 
(ii)The  data points shown as crosses in figure 2 
were  deduced from "C recoils and converted to 
scattered 13C intensities. The agreement with di- 
rectly observed I3C intensities is seen to  be good. 
(iii) For "C+ "C scattering the interference 
minima are  rather  deep, so that  the limited angular 
resolution of our set-up  leads to a visible filling in. 
If the theoretical  predictions  were  folded with this 
angular resolution, the measured data would be 
reproduced even in the minima. 

4. Interpretation 
Going  beyond the dry comparison between data 
and theory we should like to re-emphasise the 
underlying  fundamental aspects of quantum 
mechanics that provide the  major attraction for  the 
students. 
(i) Since identical particles are truly indistinguish- 
able, we find symmetry around 8 = 90" for  Mott 
scattering  but no symmetry for Rutherford 
scattering. 
(ii) Since indistinguishable processes must be  added 
coherently,  they  lead to interference as observed 
for  Mott scattering. 
(iii) Since processes involving different spin states of 
the colliding particles can be distinguished and 
must  be  added  incoherently, there is less interfer- 
ence  for particles with spin than  for  those  without, 
as is observed for 13C+13C (spin i) and I2C+ 12C 
(spin 0)  scattering. 
(iv) Since identical bosons must be in totally sym- 
metric  and  fermions in totally antisymmetric states 
according to  the generalised Pauli principle, the 
relative  phase of the  interference  terms is opposite 
for bosons and fermions, as observed by the anti- 
correlation of the oscillatory patterns for "C + "C 
and "C+  13C scattering. 

Here we mention that ordinary Rutherford scat- 
tering of unlike particles also leads to a symmetry 
around @ = 90" of the observed intensity-though 
without the oscillatory interference pattern!-if the 
scattered  and recoiling particles are not  distin- 
guished by the  detector. Thus, in case a  separation 
between the scattered I 3 C  and the recoil "C parti- 
cles  is not feasible because of insufficient energy 
resolution (see §2), the incoherent sum of scattered 
and recoil intensities would be observed according 
to 

~ ( e ) ~ ~ + ~ ~  = \fR(@)? + I f R ( r  - @)l2 .  (10) 
From  a didactical point of view this is also an 

acceptable  situation. FIGURE 4. Diffusion coulombienne entre deux noyaux de carbone. 12C est un
boson sans spin et 13C est un fermion de spin 1/2. L’angle θ′ est à peu près égal à
θ/2. Figure extraite de PLATTNER & SICK (1981).

` = 0

V
(r
)

` 6= 0

V0

r

V
(r
)

FIGURE 5. Potentiel effectif obtenu en sommant un potentiel de Lennard–Jones en
C12/r

12−C6/r
6 et le potentiel centrifuge proportionnel à 1/r2. Haut : ` = 0, bas

` 6= 0. La courbe en trait tireté vert représente le potentiel centrifuge. Pour des gaz
quantiques, la hauteur de la barrière pour ` 6= 0 est généralement bien supérieure
aux énergies thermiques.

4-4 Barrière centrifuge et atomes froids

Nous pouvons distinguer deux cas dans le développement en ondes
partielles que nous venons d’effectuer (cf. figure 5) :
— Le moment cinétique nul ` = 0, auquel cas l’équation à résoudre pour

trouver u(r) ne fait intervenir que V (r) :

` = 0 : u′′(r) +

[
k2 − 2mr

~2
V (r)

]
u(r) = 0 (118)

Ces collisions à moment cinétique nul sont appelées collisions dans
l’onde s. Comme l’harmonique sphérique Y0,0 est indépendante de θ
et ϕ, la fonction d’onde dans ce canal est isotrope.

— Les moments cinétiques non nuls ` = 1, 2, . . . :

` 6= 0 : u′′(r) +

[
k2 − `(`+ 1)

r2
− 2mr

~2
V (r)

]
u(r) = 0 (119)
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auquel cas le terme dominant dans Veff(r) quand r → ∞ est toujours
le potentiel centrifuge qui décroît comme 1/r2, donc beaucoup moins
vite que V (r) qui décroit comme 1/r6. Le potentiel effectif présente
alors toujours une barrière strictement positive aux grands r.

La barrière centrifuge joue un rôle particulièrement important dans le
cas de collisions entre atomes froids, donc peu énergétiques. Il est intéres-
sant d’estimer la hauteur de la bosse de potentiel V0 résultant de la somme
du potentiel de van der Waals et du potentiel centrifuge pour le plus petit
moment cinétique non nul possible 4, ` = 1 :

Pour r grand : Veff(r) ≈ −C6

r6
+

~2

mrr2
. (120)

Le maximum se trouve en r =
(
3mrC6/~2

)1/4 et conduit à

V0 =
2

3
√

3

~3√
m3

rC6

. (121)

Pour l’atome de rubidium, cela correspond à une énergie V0 ≈ kB × 30µK.
Les énergies thermiques des gaz quantiques sont généralement inférieures
par un ou deux ordres de grandeur à cette barrière, qui joue donc bien un
rôle déterminant.

4-5 Potentiel en loi de puissance et critères de convergence

Dans les chapitres qui vont suivre, nous serons amenés à utiliser fré-
quemment des potentiels en loi de puissance, V (r) ∝ r−n, en particulier
le cas n = 6 pour l’interaction de van der Waals. Il est utile de garder
en mémoire la convergence des principales quantités introduites jusqu’à
maintenant selon la valeur de n. Nous nous contentons ici de donner les ré-
sultats principaux et nous renvoyons vers des ouvrages spécialisés (MOTT

& MASSEY 1949 ; LANDAU & LIFSHITZ 1975) le lecteur intéressé par leur
preuve :
— Pour n ≤ 1, les phases δ`(k) sont infinies. Elles ne sont bien définies

que pour n > 1.

4. En fait, comme nous l’avons vu en § 4-3, le moment cinétique doit être pair pour des
bosons indiscernables et la barrière devrait plutôt être estimée pour ` = 2. Son effet n’en
serait qu’augmenté.

— Pour n ≤ 2, la section efficace totale diverge. C’est en particulier le cas
pour la diffusion coulombienne, comme on peut s’en convaincre à par-
tir de la section efficace différentielle donnée en (117), qui se comporte
comme 1/θ4 au voisinage de θ = 0.

— La convergence de l’amplitude de diffusion vers l’avant θ = 0, c’est-à-
dire f(k, 0), n’est obtenue que pour n > 3.
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Chapitre III

Collisions à basse énergie

Le chapitre précédent a été consacré à la mise en place du formalisme
général permettant de traiter une collision entre deux particules, puis à
la prise en compte de l’invariance par rotation du potentiel d’interaction
entre ces particules. Cela nous a permis de décrire la collision en termes
de déphasages δ`(k) associés aux différents moments cinétiques `. Nous
abordons maintenant le cas d’une collision à basse énergie, telle que kb �
1, où k est le vecteur d’onde relatif des deux partenaires de la collision et b
la portée du potentiel d’interaction.

Ce problème est d’une grande importance pour la physique des atomes
froids. Il va apporter une simplification considérable sur le plan mathéma-
tique : seules les ondes partielles les plus basses (` = 0 ou 1) contribuent
de manière significative, et quand elles jouent un rôle, on peut les caracté-
riser par seulement un ou deux paramètres physiques comme la longueur
de diffusion ou la portée effective. Cette simplification permet en particu-
lier de remplacer le potentiel réel entre atomes, qui peut être compliqué à
déterminer comme nous l’avons vu au chapitre 1, par un potentiel beau-
coup plus simple conduisant au même jeu de paramètres physiques. Nous
discuterons ainsi les exemples du puits carré et du pseudo-potentiel.

L’origine de cette simplification est bien connue dans tous les domaines
de la physique ondulatoire, l’optique ou l’acoustique par exemple : si on
observe un objet de taille b avec une longueur d’onde λ ∼ 1/k � b, on ne
peut pas distinguer les détails de cet objet, qui apparaît donc comme quasi-
ponctuel. On peut alors modéliser la diffusion d’une onde par cet objet en
le remplaçant par un système plus simple.

1 L’équation radiale à basse énergie

1-1 La portée d’un potentiel

La notion de développement à basse énergie est intimement liée à la
portée b du potentiel diffusant, c’est-à-dire la plage de distance autour de
r = 0 sur laquelle le potentiel V (r) a un effet. Pour un potentiel comme
un puits carré, que nous étudierons en détail en § 3, la portée est bien sûr
égale à la largeur du puits. Pour un potentiel se comportant comme une loi
de puissance aux grands r :

V (r) ∼ −Cn
rn
, (1)

cette notion est plus subtile. En fait, elle ne prend un sens qu’en physique
quantique : si on considère un paquet d’ondes localisé dans une zone d’ex-
tension σ, l’énergie potentielle ∼ −Cn/σn sera significative par rapport à
l’énergie cinétique liée à la localisation ~2/mσ2 quand

Cn
σn

&
~2

mσ2
⇔ σ .

(
mCn
~2

)1/(n−2)

, (2)

ce qui définit, à un coefficient multiplicatif arbitraire près, la portée du po-
tentiel −Cn/rn. Notons que ce raisonnement n’a de sens que pour n > 2.
Le potentiel coulombien (n = 1) est de portée infinie en mécanique quan-
tique comme en mécanique classique. Pour le potentiel de van der Waals

47



CHAPITRE III. COLLISIONS À BASSE ÉNERGIE § 1. L’équation radiale à basse énergie

−C6/r
6, nous poserons dans tout ce cours 1

RvdW =
1

2

(
2mrC6

~2

)1/4

. (3)

À cette échelle de longueur est naturellement associée une échelle d’éner-
gie définie par

EvdW =
~2

2mrR2
vdW

. (4)

1-2 Les différentes zones spatiales à considérer

Au chapitre précédent, nous avons établi l’équation radiale vérifiée par
la fonction d’onde réduite u(r) = r ψ(r) pour une valeur donnée ` du mo-
ment cinétique :

− ~2

2mr

d2u

dr2
+

(
~2`(`+ 1)

2mr
+ V (r)

)
u(r) = E u(r) (5)

ou encore

u′′ +

(
k2 − `(`+ 1)

r2
− 2mrV (r)

~2

)
u = 0 (6)

avec E ≡ ~2k2/2mr et u′′(r) ≡ d2u/dr2.

Dans ce qui suit, nous allons chercher à caractériser les solutions de
cette équation, en tirant parti de l’existence de deux échelles de longueur
bien séparées pour le problème à basse énergie :

— L’échelle "courte distance" donnée par la portée du potentiel b (i.e.
RvdW pour le potentiel de van der Waals). Pour r � b, on peut né-
gliger l’influence de V (r) dans (6).

— L’échelle "longue distance" donnée par 1/k, c’est-à-dire la longueur
d’onde de de Broglie réduite associée à la particule incidente. Pour
r � 1/k, on peut négliger l’influence de k2 dans (6).

1. Quand on définit des échelles de longueur, d’énergie, etc. à partir de considérations
dimensionnelles, il est généralement préférable de ne pas y incorporer de facteurs numériques
(2, π, e,. . . ) car ces derniers ne peuvent pas être rétablis à la fin du calcul par de simples
considérations d’homogénéité. Toutefois, pour la définition de l’échelle de longueur RvdW,
le poids des traditions est tel que nous avons préféré ne pas adopter une définition différente
de celle la plus courante dans la littérature.

r
0 b 1/k

1/r2 important négligeable

V (r) important négligeable

k2 importantnégligeable

FIGURE 1. Les trois zones d’espace à considérer pour analyser le comportement
des solutions de (6) pour ` ∼ 1. Pour ` = 0, la première ligne n’est pas utile.

On distingue donc trois zones de l’espace, représentées sur la figure 1 :
— La zone intérieure où l’action de V est significative :

r < b : u′′ −
(
`(`+ 1)

r2
+

2mrV (r)

~2

)
u = 0 (7)

La résolution exacte de cette équation nécessite la connaissance précise
du potentiel V (r). La solution est indépendante de k, donc de l’éner-
gie, dans cette limite basse énergie. Comme il s’agit d’une équation
différentielle du second degré, il y a deux solutions indépendantes,
mais on ne conserve que la solution physiquement acceptable s’annu-
lant en r = 0, puisque u(r) = r ψ(r).

— La zone intermédiaire où on peut négliger à la fois la contribution de
V (r) et de k2 :

b� r � 1/k : u′′ − `(`+ 1)

r2
u = 0. (8)

Deux solutions indépendantes de cette équation sont r`+1 et 1/r`. La
solution physiquement intéressante s’écrit donc dans cette zone :

u(r) ∝ α r`+1 +
β

r`
. (9)
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ou encore u(r) = αr + β pour ` = 0.
— La zone extérieure où k2 domine devant `(`+ 1)/r2 et V (r), c’est-à-

dire r � 1/k pour ` de l’ordre de l’unité (ou r � `/k sinon) :

k � r : u′′ + k2u = 0. (10)

Les solutions sont bien sûr sin kr et cos kr, et nous avons vu au cha-
pitre précédent qu’il est intéressant de mettre la combinaison linéaire
physiquement pertinente sous la forme

u(r) ∝ sin(kr − `π/2 + δ`),

∝ sin(kr − `π/2) + tan(δ`) cos(kr − `π/2) (11)

l’action du potentiel diffusant V (r) étant caractérisée par le déphasage
δ`(k).

1-3 Le raccord entre les zones

Le but de l’étude théorique d’un problème de diffusion est la détermi-
nation du déphasage δ`(k) pour un potentiel V (r) donné. Cette détermina-
tion revient à raccorder la solution dans la zone extérieure r � 1/k à celle
trouvée dans la zone intérieure r < b.

Le raccord au niveau de r ∼ b entre zone intérieure et zone intermé-
diaire se fait au cas par cas. Selon l’expression du potentiel V (r), une ré-
solution analytique ou numérique permet de déterminer le rapport α/β à
prendre pour se raccorder à la solution vérifiant u(0) = 0.

Le raccord au niveau de r ∼ 1/k entre zone intermédiaire et zone ex-
terne se fait grâce aux solutions exactes de l’équation

u′′ +

(
k2 − `(`+ 1)

r2

)
u = 0. (12)

Il s’agit des deux fonctions :
√
kr J`+1/2(kr) et

√
kr Y`+1/2(kr) (13)

où Jα(x) et Yα(x) sont les fonctions de Bessel de première et deuxième
espèce. Donnons ici les propriétés de ces fonctions de Bessel utiles pour la
suite :

— Pour kr � 1, on a
√
kr J`+1/2(kr) ∼ cJ (kr)`+1, (14)
√
kr Y`+1/2(kr) ∼ −cY (kr)−` (15)

ce qui redonne bien le comportement attendu en (9). Nous ne préci-
serons pas ici les coefficients de proportionnalité cJ et cY , qui sont de
simples nombres faisant intervenir Γ(`+ 1/2) et Γ(`+ 3/2).

— Pour kr � 1, on a
√
kr J`+1/2(kr) ∼

√
2/π sin(kr − `π/2), (16)

√
kr Y`+1/2(kr) ∼ −

√
2/π cos(kr − `π/2) (17)

ce qui redonne bien le comportement attendu en (11). Plus précisé-
ment, tan δ` caractérise le poids relatif de Y`+1/2 par rapport à J`+1/2 :

u(r) ∝
[√

kr J`+1/2(kr)
]
− tan δ`

[√
kr Y`+1/2(kr)

]
. (18)

Nous pouvons donc déduire de ce qui précède le comportement du
déphasage δ` avec k. Le prolongement de (18) dans la zone intermédiaire
donne :

u(r) ∝
[
cJ (kr)`+1

]
+ tan δ`

[
cY (kr)−`

]
(19)

c’est-à-dire en comparant avec (9) :

β

α
=
cY
cJ

tan δ`
k2`+1

. (20)

Nous avons déjà mentionné que le rapport β/α, obtenu en raccordant la
zone intermédiaire avec la zone intérieure, est indépendant de k. On en
déduit donc la loi d’échelle à basse énergie :

tan [δ`(k)] ∝ k2`+1. (21)

Ce résultat est important pour tout ce qui va suivre. Il montre que pour
une énergie et donc un k donnés, l’effet du potentiel V (r) – caractérisé par
une valeur non nulle de tan δ` – sera d’autant plus faible que ` sera grand.
En pratique, ce sera donc la valeur la plus petite ` = 0 qui jouera un rôle
dominant ou, pour des fermions polarisés pour lesquels seules les valeurs
impaires de ` sont autorisées, la valeur ` = 1.

49



CHAPITRE III. COLLISIONS À BASSE ÉNERGIE § 2. La diffusion en onde s et en onde p

Le rôle central joué par la diffusion en onde s (` = 0) se comprend
aisément quand on examine le potentiel effectif formé par le potentiel réel
V (r) et la barrière centrifuge ~2`(`+1)/2mr. Ce potentiel, tracé sur la figure
2 pour V (r) de la forme de Lennard-Jones, comporte :

— une aile à grande distance dominée par le terme centrifuge,

— un maximum local pour r ∼ RvdW avec une hauteur de barrière ∼
EvdW.

— un comportement à courte distance dominé par V (r).

Nous avons déjà montré au chapitre 2 que dans un gaz quantique,
l’énergie thermique d’un atome est très inférieure à EvdW. Par conséquent,
dès que ` 6= 0, la particule relative incidente depuis r = +∞ possède une
énergieE beaucoup plus faible que la hauteur de la barrière centrifuge ; elle
va faire demi-tour au niveau du point de rebroussement r`(E), dont la po-
sition est quasiment la même qu’en absence de potentiel diffusant (figure
2). Les canaux de diffusion dans les ondes de moment cinétique non nul
sont donc "inopérants", et tout se passe pour eux comme si les particules
n’interagissaient pas. Seule subsiste la diffusion dans l’onde s (` = 0).

1-4 Validité du développement à basse énergie

Le traitement qui précède a consisté à négliger complètement l’effet de
V (r) dans la zone r > b. Quand V (r) est un potentiel carré, rigoureuse-
ment nul au delà de b, cela est évidemment correct. En revanche, cette ap-
proximation peut être problématique pour un potentiel en loi de puissance
−Cn/rn. Pour évaluer la validité de ce traitement, nous allons comparer
l’effet du terme centrifuge en 1/r2 à celui de 1/rn sur la solution envisagée
pour b� r � 1/k :

u(r) ∝ α r`+1 +
β

r`
. (22)

Plus précisément, il faut s’assurer que V (r) × (α r`+1) reste toujours petit
devant (~2`(` + 1)/2mrr

2) × (β/r`) sur toute cette zone. A priori, on s’at-
tend à ce que ces deux termes soient comparables à la frontière r = b, et il
faut donc que le premier terme décroisse plus vite que le second quand on
prend r � b. Cela impose

n− `− 1 > 2 + ` ⇔ n > 2`+ 3. (23)

V0

r`(E)

E

` 6= 0

r

V
(r
)

E

` = 0

r

V
(r
)

FIGURE 2. En haut, cas d’un moment cinétique ` 6= 0. Rouge : potentiel de
Lennard-Jones superposé au potentiel centrifuge ; bleu : potentiel centrifuge seul.
Dans un gaz quantique, une collision atomique se fait généralement à une énergie
E � V0 de sorte que les atomes n’explorent que la région dominée par la barrière
centrifuge. Les canaux correspondants à ` 6= 0 donnent donc lieu à une diffusion
beaucoup plus faible que celle du canal ` = 0 (figure du bas), quand celle-ci est
autorisée.

Il s’agit d’une condition très contraignante. Pour un potentiel de van der
Waals n = 6, on voit que ce qui précède, en particulier la loi d’échelle (21),
n’est valable que pour ` = 0 (onde s) ou ` = 1 (onde p). Pour les ondes par-
tielles de moment cinétique plus élevé, le déphasage δ`(k) décroît moins
vite avec k que ne le laisserait supposer la loi (21) [LANDAU & LIFSHITZ

(1975), § 132].

2 La diffusion en onde s et en onde p

Nous avons montré au paragraphe précédent qu’à basse énergie, la dif-
fusion se produisait essentiellement dans les canaux de faible moment ci-
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nétique, à commencer par l’onde s, ` = 0. Nous allons donc nous concen-
trer d’abord sur ce canal, puis nous dirons quelques mots sur le canal sui-
vant ` = 1.

Rappelons quelques résultats importants établis au chapitre précédent
à partir du développement en ondes partielles. L’amplitude de diffusion
f(k, θ) s’écrit sous la forme générale

f(k, θ) =
∑
`

(2`+ 1) P`(cos θ) f`(k), (24)

ce qui donne quand on se limite au canal ` = 0 :

f(k, θ) = f0(k), (25)

c’est-à-dire une diffusion isotrope, comme il se doit pour un état de mo-
ment cinétique nul. Par ailleurs, nous avons relié chaque amplitude f`(k)
au déphasage δ`(k) par :

1

f`(k)
=

k

tan δ`(k)
− ik. (26)

où la partie imaginaire de 1/f(k), c’est-à-dire le terme −ik, provient du
théorème optique, c’est-à-dire qu’il est essentiel pour assurer l’unitarité du
processus de diffusion : le flux sortant doit être égal au flux entrant.

Dans cette limite, la section efficace différentielle est isotrope, ce qui
conduit à une expression très simple pour la section efficace totale :

Basse énergie :
dσ

dΩ
(Ω) = |f(k)|2, σtot = 4π|f(k)|2. (27)

2-1 La longueur de diffusion

Pour l’onde s, le résultat général (21) s’écrit sous la forme :

k → 0 : tan[δ0(k)] ∝ k. (28)

Le coefficient de proportionnalité a la dimension d’une longueur et on dé-
finit ainsi la longueur de diffusion :

a = − lim
k→0

tan[δ0(k)]

k
. (29)

En prenant pour l’instant tan[δ0(k)] = −ak (le premier terme correctif sera
discuté ci-dessous), on obtient l’amplitude de diffusion en onde s à basse
énergie :

1

f(k)
≈ −1

a
− ik ⇔ f(k) ≈ − a

1 + ika
. (30)

La longueur de diffusion peut être positive, négative, nulle ou infinie.

Ordre suivant du développement de f(k) : la portée effective. On peut
montrer [cf. MESSIAH (2003) et LANDAU & LIFSHITZ (1975)] que le déve-
loppement limité de la partie réelle de 1/f ne fait intervenir que des puis-
sances paires de k, jusqu’à un ordre déterminé par la rapidité de la dé-
croissance de V (r) à l’infini. Pour le potentiel de van der Waals décroissant
comme r−6, on obtient à l’ordre 2 inclus en k :

ordre 2 en k :
1

f(k)
≈ −1

a
− ik +

1

2
rek

2, (31)

où l’on a introduit la portée effective re, quantité réelle également homogène
à une longueur. Pour le domaine d’énergie des gaz quantiques, la connais-
sance de la longueur de diffusion a et de la portée effective re est largement
suffisante pour décrire correctement l’ensemble de la physique des colli-
sions en onde s. En fait, dans ce cours, nous pourrons nous limiter à (30),
c’est-à-dire une diffusion avec portée effective nulle (re = 0). Cette limite
correspond en particulier au pseudo-potentiel que nous introduirons plus
loin.

Régime "unitaire". Quand on se place dans une situation où 1/a = 0,
c’est-à-dire a = ±∞, l’amplitude de diffusion à basse énergie est égale à i/k
et la section efficace à 4π/k2 (pour des particules discernables). Ces deux
quantités atteignent donc (en module) leur valeur maximale autorisée par
le théorème optique, c’est-à-dire par l’unitarité de la mécanique quantique.
Nous reviendrons dans les chapitres ultérieurs sur les moyens d’atteindre
ce régime et sur ses conséquences physiques.

Particules discernables vs. indiscernables. Les résultats établis ci-dessus
l’ont été pour des particules discernables et ils conduisent la section effi-
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cace totale :

Particules discernables, basse énergie : σtot ≈
4πa2

1 + k2a2
. (32)

Nous avons établi au chapitre précédent comment prendre en compte l’in-
discernabilité des particules, bosons ou fermions. Pour des bosons polari-
sés, cette indiscernabilité vient doubler la contribution des ondes partielles
paires et annuler la contribution des ondes impaires ; pour des fermions, les
contributions sont inversées. On en déduit que dans le régime de l’onde s
qui nous intéresse ici, on a :

Bosons polarisés, basse énergie : σtot ≈
8πa2

1 + k2a2
, (33)

Fermions polarisés, basse énergie : σtot ≈ 0. (34)

Pour les fermions polarisés, le terme dominant est constitué par la diffu-
sion en onde p, comme nous le verrons en § 2-4.

2-2 Longueur de diffusion et dernier état lié

Nous avons mentionné au chapitre précédent que la matrice de tran-
sition T̂ et l’amplitude de diffusion f présentaient une divergence quand
on les évaluait pour une énergie E égale à l’énergie d’un état lié de l’ha-
miltonien p2/2mr + V (r). Si on connaît de manière précise l’amplitude de
diffusion f(E), il est donc intéressant de regarder ses pôles pour en dé-
duire sans calcul l’énergie des états liés. Nous en verrons un exemple pour
le puits carré en § 3-3.

Quand on dispose seulement d’une valeur approchée de f(k), cette
connexion entre amplitude de diffusion et états liés est d’un intérêt va-
riable. Ainsi, quand on utilise l’expression de f(k) donnée en (30), on
trouve un seul pôle en k = i/a correspondant à l’état lié :

eikr

r
−→ e−r/a

r
avec E =

~2k2

2mr
= − ~2

2mra2
. (35)

Cette expression n’est bien sûr acceptable que pour a > 0, pour que l’état
trouvé soit normalisable. Nous verrons dans la suite du cours, en particu-
lier en § 3-3 pour le puits carré, qu’elle fournit une bonne estimation de
l’énergie du dernier état lié quand a� b.

2-3 Comment calculer une longueur de diffusion

Nous avons donné en (11) l’expression générale de la fonction d’onde
réduite u(r) pour un état de moment cinétique `. Pour l’onde s, cette ex-
pression se simplifie en

u(r) ∝ sin(kr) + tan(δ0) cos(kr). (36)

Prenons la limite k → 0 de cette expression en utilisant tan[δ0(k)] ≈ −ka.
On a pour un r donné sin kr ≈ kr, cos kr ≈ 1, de sorte que

k → 0 : u(r) ∝ k(r − a). (37)

Pour déterminer a, il suffit donc de chercher la solution d’énergie nulle de
l’équation radiale (6) pour ` = 0 :

u′′(r) +
2mrV (r)

~2
u(r) = 0. (38)

Il faut retenir la solution physiquement acceptable, c’est-à-dire conduisant
à u(0) = 0. Dans la zone extérieure où V (r) est négligeable, l’équation
radiale (38) s’écrit u′′(r) = 0 et la solution retenue est donc de la forme
u(r) = αr+β. La comparaison de cette forme avec (37) permet d’en déduire
la longueur de diffusion a = −β/α.

2-4 Diffusion en onde p

Dans le cas de l’onde p (` = 1), le résultat général (21) s’écrit

k → 0 : tan[δ1(k)] ∝ k3. (39)

On est donc conduit à introduire le volume de diffusion :

v = − lim
k→0

tan[δ1(k)]

k3
. (40)

Par ailleurs, le polynôme de Legendre P1(x) = x de sorte que l’ampli-
tude de diffusion s’écrit

f(k, θ) = 3 cos θ f1(k) (41)
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avec
1

f1(k)
=

k

tan[δ1(k)]
− ik ≈ − 1

k2v
− ik. (42)

À petit k, le terme dominant de l’amplitude de diffusion est donc la partie
réelle f1(k) ∝ k2, la section efficace différentielle varie comme

dσ

dΩ
= |f(k, θ)|2 ∝ k4 cos2 θ (43)

et la section efficace totale comme σ ∝ k4.

L’expression (42) ci-dessus donne le terme dominant de la partie réelle
pour k petit ainsi que la valeur exacte de la partie imaginaire. Mais comme
ces deux termes diffèrent par un facteur k3, il est important de préciser si
d’autres termes (en k−1 ou en k0) peuvent contribuer de manière signifi-
cative à la partie réelle de f(k), avec une amplitude qui pourrait dépasser
celle de la partie imaginaire.

Dans un développement de type "portée effective", similaire à celui
mené pour l’onde s en (31), on est effectivement conduit à introduire une
correction d’ordre k2 par rapport au terme dominant et poser :

k3

tan[δ1(k)]
≈ −1

v
+
ke
2
k2, (44)

où ke à la dimension d’un nombre d’onde. Ce terme additionnel vient cor-
riger l’amplitude de diffusion donnée en (42) :

1

f1(k)
≈ − 1

k2v
+
ke
2
− ik. (45)

Cette correction est plus importante que son équivalent en onde s. En effet,
en présence d’une résonance de type Feshbach qui assure v = ∞ et qui
vient donc annuler le terme dominant, c’est le terme de portée effective
qui devient prépondérant, et non le terme universel ik comme c’est le cas
pour l’onde s quand a =∞. C’est ainsi que la description d’une résonance
en onde p en terme de contact de Tan conduit à introduire deux contacts,
l’un associé au volume v et l’autre associé à ke (YU, THYWISSEN et al. 2015).

Ce que nous venons de décrire s’applique bien pour des potentiels dé-
croissant très vite à l’infini (plus vite que 1/r7), mais est en toute rigueur in-
correct pour le potentiel de van der Waals en 1/r6 (MOTT & MASSEY 1949).

Dans ce cas, on peut montrer qu’un terme additionnel, d’ordre 1/k, contri-
bue à l’expression (45) donnant l’amplitude de diffusion (GAO 1998a). Tou-
tefois, ce terme peut généralement être négligé dans le cas où la diffusion
en onde p est induite par une résonance de Feshbach (YOSHIDA & UEDA

2015).

2-5 Exemples d’expériences de collisions froides

Nous allons maintenant illustrer les résultats qui précèdent avec deux
expériences menées sur des gaz quantiques.

Collisions en onde s pour des bosons. Le premier exemple porte sur
l’observation de collisions en onde s, donc isotropes, avec des bosons tous
préparés dans le même état de spin. L’expérience a été menée au Labora-
toire Charles Fabry de l’Institut d’Optique par JASKULA, BONNEAU et al.
(2010) (voir aussi PERRIN, CHANG et al. (2007) pour une expérience an-
térieure menée par le même groupe). On part d’un condensat de Bose–
Einstein d’atomes d’hélium métastable, dans lequel les particules ont une
vitesse négligeable. On utilise une impulsion lumineuse avec deux paires
de faisceaux laser créant une transition Raman stimulée vers un autre état
interne de l’atome. Cette impulsion crée deux groupes d’atomes se propa-
geant en sens opposés avec une vitesse v = ±2vrec, et un troisième groupe
est constitué par les atomes restant à vitesse nulle. La vitesse vrec est la vi-
tesse de recul associée à l’absorption ou l’émission d’un photon résonnant
avec l’atome, soit 9.2 cm/s pour l’hélium métastable. On laisse les colli-
sions se produire et on prend ensuite une image du nuage d’atomes après
une expansion ballistique, ce qui permet de déterminer sa distribution en
vitesse.

Un exemple de résultat est montré sur la figure 3. On a sélectionné ici
le produit de la collision entre le groupe d’atomes à v = 2vrec et le groupe
d’atomes à v = 0, ce qui correspond à une vitesse du centre de masse égale
à vrec. On y voit ce qui reste des deux groupes d’atomes initiaux (taches
brillantes en haut et en bas) et un halo sphérique correspondant au produit
des collisions dans l’onde s. Puisque la collision est élastique, la vitesse
finale des atomes est égale en module à la vitesse initiale. L’isotropie de
l’amplitude de diffusion se traduit par une densité uniforme sur toute la
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sweep [21]. The laser trap is then switched off and 1 !s
later the condensate is split by applying counterpropagat-
ing laser beams for 2:5 !s. These beams are blue detuned
from the 23P0 state by 600 MHz, inclined at a 7! angle to
the vertical axis and linearly polarized along the quantiza-
tion axis. About one-third of the atoms are diffracted into
each of two momentum classes traveling at "2vrec, where
vrec ¼ 9:2 cm=s is the recoil velocity. Most of the rest
remain at zero velocity. Binary collisions take place be-
tween atoms of all three velocity classes producing three
collision halos with center of mass velocities "vrec and
zero. Since the atomic spin is orthogonal to the local field,
50% of the atoms are in themx ¼ 0 state with respect to the
magnetic field axis [21], and these atoms fall to the detec-
tor, unperturbed by magnetic field gradients. The trajecto-
ries of atoms in the mx ¼ "1 states are perturbed by
residual field gradients, and we therefore apply an addi-
tional gradient that causes these atoms to miss the detector
entirely. The analysis is only focused on the collision halo
centered at þvrec [see Fig. 1(a)].

The collision halo centered at v ¼ 0 has a radius 2vrec

and is too large to be entirely captured by the detector
while the two halos centered at "vrec, with radii vrec, are
entirely detected. In addition to binary scattering events,
these two latter halos can be populated by spontaneous
photon scattering whenever an atom at v ¼ 0 scatters a
photon from one of the diffraction laser beams. The dif-
fraction efficiency depends on the product I1I2 of the two
laser intensities, while the spontaneous scattering into a
given halo depends on only one of these intensities. So to
reduce this effect we introduce an intensity imbalance in

the two laser beams such that the halo centered at þvrec is
populated by the weaker beam and contains fewer such
optically scattered atoms.
If squeezing is present, we expect a sub–shot-noise

variance in the number difference of any two diametrically
opposed volumes in the scattering halo [22]. For any other
pair of volumes, we expect a variance corresponding to
shot noise. We define the halo as a spherical shell of radius
vrec and thickness "0:15vrec. The results are only weakly
sensitive to this thickness, but as defined, it includes about
95% of the scattered atoms. We remove the areas on the
halo containing the scattered BECs. The excised regions
correspond to vertical velocities jvzj> 0:5vrec. We divide
the remainder of the halo in half at the equator and then
make p vertical cuts along the meridians, dividing the halo
intoNZ ¼ 4p equal zones, as shown in Fig. 1(b) for p ¼ 2.
We define a normalized number difference variance for
zones i and j:

Vi;j ¼
hðNi & NjÞ2i& hNi & Nji2

hNiiþ hNji
: (1)

The brackets h. . .i denote the average over the 3600 shots,
and Ni refers to the number of atoms detected in the ith
zone on a single shot. On average, we detect 150 atoms per
shot on the whole analyzed region. If the zones i and j are
uncorrelated, the normalized variance should be unity.
Figure 2 shows the measured variances of all possible pairs
of zones when the halo is cut into 16 zones. The eight pairs
of correlated zones indeed show sub-Poissonian number
differences (V < 1), and the 112 pairs of uncorrelated
zones do not.
Perfectly correlated pairs and perfect detection would

result in a zero variance. This, however, is almost unattain-
able in practice because of various imperfections, the most

FIG. 1 (color online). View of the halo after the collision of
two BECs and a subsequent ballistic expansion. (a) The experi-
mental data plotted in momentum space, with each dot corre-
sponding to a detected atom. Atoms on the collision halo are
black, while the colliding, pancake-shaped BECs at the top and
the bottom of the halo are orange/yellow. The collision axis vz

and the optical trap axis are both almost vertical. (b) Schematic
view of the analyzed part (jvzj< 0:5vrec) of the collision halo.
Here we use NZ ¼ 8 zones that are separated from each other for
better visualization. An example of two correlated zones is
shown (red arrows). The number difference between these two
zones shows sub–shot-noise fluctuations.

FIG. 2 (color online). Variance of all possible pairs of zones
for the halo cut into 16 zones and summing Ns ¼ 3600 shots.
The normalized variance is Vi;j and the error bars reflect its

standard deviation "Vi;j with "V2
i;j ¼ 1

Ns

hðNi&NjÞ4i&hðNi&NjÞ2i2
hNiþNji .

Circles correspond to the eight correlated zones and crosses to
the 112 uncorrelated ones. The two horizontal lines correspond
to the mean of each data set with a thickness given by twice the
standard deviation of the mean, considering each pair of zones as
independent.

PRL 105, 190402 (2010) P HY S I CA L R EV I EW LE T T E R S
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190402-2

FIGURE 3. Collision entre deux condensats de Bose-Einstein d’hélium métastable.
Le halo sphérique est en accord avec la prédiction pour une diffusion dans l’onde s.
Chaque point correspond à la détection d’un atome. Figure extraite de JASKULA,
BONNEAU et al. (2010).

sphère.

Inhibition des collisions pour des fermions polarisés. Pour des fer-
mions polarisés, les seuls canaux de diffusion autorisés sont les ondes
partielles de ` impair, en particulier ` = 1 à basse température. Pour
mettre en évidence ce phénomène, DEMARCO, BOHN et al. (1999) ont étu-
dié la vitesse de thermalisation d’une assemblée de fermions (40K) dans
un piège harmonique. Ils sont partis d’un gaz de 107 atomes à l’équi-
libre dans un piège anisotrope, de sorte que les tailles du gaz selon les
trois axes α = x, y, z du piège vérifient la loi d’équipartition de l’éner-
gie 1

2mω
2
αr

2
α = 1

2kBT . À un instant donné, on modifie une des trois fré-
quences propres du piège et on regarde le temps nécessaire pour que la
forme du nuage s’adapte à cette nouvelle configuration sous l’effet des col-
lisions élastiques (GUÉRY-ODELIN, ZAMBELLI et al. 1999). Un exemple de

FIGURE 4. Gauche : mesure de la relaxation vers l’équilibre pour un nuage
d’atomes 40K (fermions) confinés dans un piège harmonique. Cette relaxation est le
résultat de collisions élastiques, dans un nuage n’ayant initialement pas le rapport
d’aspect attendu pour ce piège. Droite : variation de la section efficace σ avec la
température du nuage, pour des atomes polarisés (symboles fermés) et pour un mé-
lange de deux états de spin (symboles ouverts). Figures extraites de DEMARCO,
BOHN et al. (1999)

relaxation vers l’équilibre est montré en figure 4 (gauche).

Quand on refait la même expérience pour des températures de plus en
plus basses, on observe un allongement spectaculaire du temps de relaxa-
tion, qui s’explique par une décroissance de la section efficace pour des
fermions polarisés (figure 4, droite, symboles fermés). Cette décroissance
se fait selon la loi attendue pour l’onde p, σ ∝ k4 ∝ T 2 entre 5 et 50µK.
Une expérience de contrôle instructive consiste à refaire la même expé-
rience avec un mélange de deux états de spin (figure 4, droite, symboles
ouverts). On trouve alors une section efficace à peu près indépendante de
la température, comme attendu pour des collisions dans l’onde s.

3 L’exemple du puits carré

Un potentiel en puits carré constitue probablement le système le plus
simple sur lequel on peut appliquer les concepts que nous venons d’ex-
poser, pour tester et comprendre les prédictions principales. Nous consi-
dérons dans cette section le potentiel attractif représenté sur la figure 5,

54



CHAPITRE III. COLLISIONS À BASSE ÉNERGIE § 3. L’exemple du puits carré

r

V (r)

b

−V0

0

FIGURE 5. Puits de potentiel carré de profondeur V0 et de largeur b.

de profondeur V0 > 0 et de portée b. Nous allons commencer par calculer
la longueur de diffusion pour ce puits ; nous étudierons ensuite les états
stationnaires de diffusion (énergies positives), puis les états liés (énergies
négatives).

3-1 La longueur de diffusion pour un puits carré

Comme nous l’avons écrit en § 2-3, la méthode la plus simple pour
déterminer la longueur de diffusion consiste à chercher l’état propre de
l’équation de Schrödinger d’énergie nulle. La fonction d’onde réduite u(r)
de cet état vérifie

r < b : u′′(r) + k2
0u(r) = 0 (46)

r > b : u′′(r) = 0 (47)

avec V0 = ~2k2
0/2mr. La solution s’écrit

r < b : u(r) = A sin(k0r) (48)

r > b : u(r) = αr + β (49)

La continuité de u et de sa dérivée en r = b impose :

k0 cos(k0b)

sin(k0b)
=

α

αb+ β
(50)

dont on déduit la longueur de diffusion via a = −β/α :

a = b− tan(k0b)

k0
. (51)
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FIGURE 6. Variation de la longueur de diffusion d’un puits carré avec la profon-
deur V0.

Cette longueur de diffusion est tracée sur la figure 6 en fonction de la
profondeur du puits de potentiel. Quand le puits est peu profond (k0b �
1), cette longueur de diffusion est petite et négative. Cela se comprend ai-
sément par l’approximation de Born :

k → 0 : f(k) ≈ − mr

2π~2

∫
V (r) d3r =

k2
0b

3

3
(52)

qui redonne le premier terme non nul du développement limité de (51).
Quand k0 augmente et devient de l’ordre de 1/b, la longueur de diffusion
(51) diverge 2 en tendant vers −∞ quand k0b → π/2 par valeurs néga-
tives, puis bascule vers +∞ pour décroître à nouveau, puis rencontre une
seconde divergence en k0b = 3π/2, etc.

Pour comprendre ces divergences, nous nous intéresserons en § 3-3 aux
états liés dans ce puits carré. Nous y montrerons que chaque divergence
est associée à l’apparition d’un nouvel état lié (théorème de Levinson). Au-
paravant, pour acquérir une intuition de la signification physique de la
longueur de diffusion, nous allons étudier les états propres de l’équation
de Schrödinger avec une énergie très légèrement positive.

2. Il est également possible de calculer analytiquement la portée effective pour ce modèle
de puis carré (CASTIN 2007). On trouve que ce paramètre a lui aussi un comportement pré-
sentant une succession de divergences.
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3-2 Le puits carré : états de diffusion

La fonction d’onde réduite d’un état stationnaire de diffusion d’énergie
positive E = ~2k2/2mr vérifie

r < b : u′′(r) + k2
1u(r) = 0, k2

1 = k2
0 + k2, (53)

r > b : u′′(r) + k2u(r) = 0, (54)

dont la solution s’écrit :

r < b : u(r) = A sin(k1r) (55)

r > b : u(r) = B sin(kr + δ0) (56)

Le raccord de u et de sa dérivée au point r = b donne la valeur du
déphasage δ0(k) :

1

k1
tan(k1b) =

1

k
tan(kb+ δ0) (57)

ou encore

δ0(k) = −kb+ arctan

[
k

k1
tan(k1b)

]
mod [π]. (58)

On vérifie sur cette expression que la longueur de diffusion trouvée plus
haut [cf. (51)] s’obtient comme − limk→0 tan [δ0(k)] /k.

Commençons par examiner le cas d’une longueur de diffusion positive
en prenant par exemple le point marqué par un cercle rouge sur la figure
6, correspondant à k0b = 0.55π. Regardons le comportement de trois états
propres de faible énergie : k/k0 = 0.02, 0.03, 0.05 (figure 7). La variation à
longue distance (figure 7, haut) est une sinusoïde de période 2π/k, comme
attendu. Quand on fait un zoom sur la partie centrale (figure 7, bas), on
voit que ces états partagent tous le même nœud, situé en très bonne ap-
proximation au niveau de la longueur de diffusion ; ils se comportent donc
tous comme

u(r) ∝ sin[k(r − a)] (59)

au delà de ce nœud, comme attendu à partir de (56) et de δ0(k) ≈ −ka.

L’interprétation physique de la longueur de diffusion est donc simple
dans le cas a > 0 : le comportement des états de diffusion pour r > a est

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
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1

0 1 2 3 4 5 6 7 8

−0.4

−0.2
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FIGURE 7. Etats stationnaires de diffusion du puits carré dans le cas a > 0 (point
rouge sur la figure 6). Les nombres d’onde sont k/k0 = 0.02, 0.03, 0.05 et la
longueur de diffusion vaut a = 4.7 b.

identique à celui qu’on aurait si on travaillait avec un potentiel de cœur
dur, de rayon égal à la longueur de diffusion a. Bien sûr, les fonctions
u(r) ne sont pas nulles pour r < a, contrairement au cas d’un potentiel de
cœur dur ; cela joue un rôle quand on s’intéresse aux collisions inélastiques
conduisant à la formation de dimères. Mais pour les processus élastiques,
une longueur de diffusion positive est équivalente à un potentiel de cœur
dur et tend donc à maintenir les particules loin les unes de autres en impo-
sant à la fonction d’onde relative de s’annuler en r = a.

Passons maintenant au cas d’une longueur de diffusion négative, avec
le point violet de la figure 6, correspondant à k0b = 0.475π. Nous considé-
rons toujours les trois états de faible énergie : k/k0 = 0.02, 0.03, 0.05 (figure
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FIGURE 8. Etats stationnaires de diffusion du puits carré dans le cas a < 0 (point
violet sur la figure 6). Les nombres d’onde sont k/k0 = 0.02, 0.03, 0.05 et la
longueur de diffusion vaut a = −7.5 b.

8). On voit maintenant que le comportement sinusoïdal à longue distance
correspond à des courbes qui se croiseraient au point r = a (négatif) si on
les prolongeait dans la région non physique r < 0. Un tel comportement
est également en accord avec la variation attendue en sin[k(r − a)] et il
conduit à une probabilité augmentée de trouver les deux particules proches
l’une de l’autre, par rapport à ce que l’on aurait si elles n’interagissaient
pas.

3-3 Le puits carré : états liés

Nous allons maintenant relier les divergences trouvées pour la lon-
gueur de diffusion à l’apparition d’états liés dans le puits carré. Commen-
çons par rappeler qu’à trois dimensions, un tel puits n’admet pas toujours
d’état lié. Pour le prouver, partons de la forme de la fonction d’onde radiale
réduite attendue pour un état lié. Puisque E < 0, introduisons κ et k1 tels
que

~2κ2

2mr
= |E|, k2

1 = k2
0 − κ2. (60)

La fonction d’onde radiale réduite d’un état lié doit vérifier

r < b : u′′(r) + k2
1u(r) = 0 (61)

r > b : u′′(r)− κ2u(r) = 0 (62)

avec la condition aux limites u(0) = 0. La solution physiquement accep-
table s’écrit donc, à un facteur multiplicatif près :

r < b : u(r) = A sin(k1r) (63)

r > b : u(r) = B e−κr (64)

et il faut raccorder le sin(k1r) à l’intérieur du puits avec l’exponentielle
décroissante à l’extérieur du puits, en égalant les valeurs gauche et droite
de la fonction et de sa dérivée en r = b.

Si le puits est trop peu profond, le sinus sera une fonction strictement
croissante à l’intérieur du puits, même pour la valeur maximale possible
k1 = k0 (voir par exemple la figure 8). On ne peut alors pas le raccorder
de manière continue et dérivable à l’exponentielle décroissante pour r > b.
Plus précisément, la condition de raccordement de u et u′ en r = b impose

k1 cot(k1b) = −κ (65)

que l’on couple à la relation

k2
1 + κ2 = k2

0 (66)

pour faire une résolution graphique (figure 9). Dans le quart de plan k1 > 0,
κ > 0, on doit trouver l’intersection entre la courbe définie par (65), tracée
en bleu sur la figure 9 et le cercle (66). On constate que le premier état lié
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FIGURE 9. Principe de la résolution graphique permettant trouver les états liés
dans un puits carré à trois dimensions [cf. (65) et (66)]. On doit trouver l’inter-
section entre la courbe y = −x cot(πx) (avec x = k1b/π et y = κb/π) et le
cercle de rayon k0b/π. Le seuil d’apparition du premier (resp. deuxième) état lié
correspond au cercle orange (resp. cyan) de rayon k0b/π = 1/2 (resp. 3/2). Il n’y
a pas d’état lié pour k0b/π = 0.4 (cercle rouge), un seul état lié pour k0b/π = 0.7
(cercle vert) et deux états liés pour k0b/π = 1.7 (cercle violet).

apparaît pour k0b = π/2, le deuxième état lié pour k0b = 3π/2, etc. Ces
seuils d’apparition des états liés correspondent bien aux divergences de la
longueur de diffusion trouvées plus haut.

On pourra par ailleurs vérifier sur ce cas complètement soluble le lien
entre énergies des états liés et pôles de l’amplitude de diffusion, qui se cal-
cule ici à partir du déphasage δ0(k) donné en (58) et de la relation (26). Les
énergies des premiers états liés sont tracées sur la figure 10, en fonction du
paramètre k0 contrôlant la profondeur du puits. Nous avons également in-
diqué la prédiction approchée −~2/(2mra

2), donnant l’énergie du dernier
état lié quand il est proche de la limite de dissociation. Cette prédiction est
utile quand a est très grand, mais on constate qu’elle devient rapidement
inexacte quand on s’éloigne de cette limite.
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FIGURE 10. Énergies des états liés dans un puits de potentiel carré. La courbe
pointillée indique la prédiction approchée−~2/(2mra

2), valable proche du seuil de
dissociation. La figure du bas est un agrandissement de celle du haut au voisinage
du seuil d’apparition du premier état lié.
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4 Pseudo-potentiel et condition de Bethe–Peierls

Dans ce qui précède, nous avons établi les lois qui régissent les interac-
tions entre particules à basse énergie. Ce domaine de basse énergie corres-
pond au régime où la longueur d’onde thermique des particules λ = 2π/k
est grande devant la portée b du potentiel. De manière équivalente, l’éner-
gie cinétique des particules doit être petite devant ~2/mb2. Quand cette
condition est remplie, les collisions se produisent majoritairement dans le
régime de l’onde s, au moins quand celui-ci est autorisé.

L’amplitude de diffusion s’écrit alors :

Basse énergie :
1

f(k)
≈ −1

a
− ik +

1

2
rek

2 + . . . (67)

La partie imaginaire de f(k) en ik est imposée par l’unitarité de la méca-
nique quantique. La longueur de diffusion a et la portée effective re sont
des quantités réelles, homogènes à une longueur, caractérisant le potentiel.
En général, quand on ne se place pas au voisinage d’une résonance, a et
re sont de l’ordre de b, c’est-à-dire de l’ordre de RvdW pour le potentiel de
van der Waals. Ainsi, puisque les k pertinents sont tels que kb� 1, les trois
contributions à f(k) se classent selon :

1

|a| � |ik| � |rek
2|. (68)

et il suffit alors de connaître a, la correction en rek
2 n’ayant qu’une in-

fluence mineure.

La longueur de diffusion joue donc un rôle central dans la description
des gaz quantiques. Dans la plupart des cas, elle suffit à déterminer les pro-
priétés collectives du fluide, que ce soit les caractéristiques statiques (équa-
tion d’état par exemple) ou dynamiques : excitations collectives comme les
phonons, solitons, vortex, ou encore les phénomènes de démixtion dans
les systèmes à plusieurs composantes. Dans la mesure où c’est le seul pa-
ramètre pertinent, il est légitime de remplacer le potentiel réel par un po-
tentiel modèle conduisant à la même longueur de diffusion.

Le but de ce paragraphe 3 est de proposer un potentiel modèle simple de

3. Je remercie Félix Werner pour des discussions éclairantes sur différents points abordés
ici.

portée nulle, conduisant à une diffusion purement isotrope f(k, θ) = f(k)
et dont le développement limité (67) s’arrête dès l’ordre 1 :

1

f(k)
= −1

a
− ik, (69)

de sorte que la portée effective sera nulle. On notera que ce type de poten-
tiel modèle admet au plus un état lié, puisque nous savons que les énergies
des états liés correspondent aux pôles de l’amplitude de diffusion. Plus
précisément si (69) est exacte, il y a un seul pôle k = i/a et la fonction
d’onde∝ eikr = e−r/a correspond à un état lié si a > 0 ; l’énergie de cet état
est −~2/(2mra

2). Il n’y a pas d’état lié si a < 0.

Satisfaire ce cahier des charges n’est pas évident ; nous allons partir
d’un potentiel de contact, proportionnel à la distribution de Dirac δ(r), qui
semble le choix le plus naturel, mais nous allons rencontrer presque im-
médiatement des difficultés mathématiques liées à l’action de δ(r) sur des
fonctions d’onde qui se comportent comme 1/r au voisinage de l’origine.
Nous passerons à un potentiel de contact régularisé, le pseudo-potentiel, et
nous montrerons son équivalence avec la condition aux limites de Bethe–
Peierls.

4-1 Potentiel de contact en point de vue position

Nous allons commencer notre analyse en expliquant pourquoi un po-
tentiel de contact de type V̂ = ḡ δ(r) ne peut pas convenir stricto sensu,
alors que son équivalent à une dimension est tout à fait légitime. Le poten-
tiel de contact est défini par son action sur une fonction d’onde par

V̂ [ψ(r)] = ḡ ψ(0) δ(r), ḡ réel positif ou négatif. (70)

Une difficulté surgit quand on s’intéresse à la fonction d’onde ψk(r) de
l’état stationnaire de diffusion, par exemple quand on la calcule à partir du
développement de Born.

Rappelons le principe de ce développement. On part de l’équation in-
tégrale de la diffusion

ψk(r) = eik·r +

∫
G0(r − r′) V̂ [ψk(r′)] d3r′, (71)
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avec la fonction de Green associée à l’hamiltonien d’une particule libre :

G0(r) = − mr

2π~2

eikr

r
. (72)

On cherche la solution de cette équation en puissances du potentiel diffu-
sant, donc ici du paramètre ḡ :

ψk = ψ
(0)
k + ψ

(1)
k + ψ

(2)
k + . . . (73)

On a donc ψ(0)
k (r) = eik·r et la relation de récurrence

ψ
(n+1)
k (r) =

∫
G0(r − r′) V̂

[
ψ

(n)
k (r′)

]
d3r′. (74)

Le calcul du terme d’ordre 1 ne pose pas de problème :

ψ
(1)
k (r) =

∫
G0(r − r′) V̂

[
eik·r′

]
d3r′ = ḡ

∫
G0(r − r′) δ(r′) d3r′

= ḡ G0(r) = − ḡmr

2π~2

eikr

r
. (75)

Le problème survient quand on cherche à calculer le terme d’ordre 2 dans
le développement de ψk(r) :

ψ
(2)
k (r) =

∫
G0(r − r′) V̂

[
ψ

(1)
k (r′)

]
d3r′

= − ḡmr

2π~2

∫
G0(r − r′) V̂

[
eikr′

r′

]
d3r′ (76)

où nous avons utilisé le résultat (75) donnant ψk à l’ordre 1 en V . On voit
que l’on est alors amené à faire agir le potentiel V̂ , donc la distribution de
Dirac, sur une fonction qui diverge en r′ = 0 !

L’action de δ(r) sur la fonction 1/r n’a évidemment pas de sens ma-
thématique bien défini et on ne peut donc pas utiliser cette distribution
δ(r) telle quelle : il va falloir la régulariser et cela constituera l’objet des
paragraphes 4-3 et 4-4. Auparavant, il est malgré tout utile de reprendre
le problème de la "vraie" distribution de Dirac en point de vue impulsion,
c’est-à-dire étudier le comportement des éléments de la matrice de diffu-
sion T̂ (E) entre deux ondes planes.

4-2 Potentiel de contact en point de vue impulsion

Dans le paragraphe qui précède, nous nous sommes concentrés sur les
fonctions propres en point de vue position, et nous avons été bloqués à
l’ordre 2 du développement de Born quand il a fallu faire agir δ(r) sur la
fonction eikr/r. Nous allons maintenant reprendre le même problème, mais
en point de vue impulsion.

Nous utilisons de nouveau le développement de Born, que nous écri-
vons cette fois-ci en terme de la matrice T̂ (E) introduite au chapitre 2 :

T̂ (E) = V̂ + V̂
1

E − Ĥ0 + i0+

V̂ + . . . , E =
~2k2

2mr
. (77)

À l’ordre 1 en ḡ, le calcul de l’élément de matrice de T̂ entre deux états
d’impulsion quelconques q1 et q2 ne pose aucun problème 4 :

Ordre 1 : 〈q1|T̂ |q2〉 = 〈q1|V̂ |q2〉 = ḡ

∫
e−iq1·r δ(r) eiq2·r d3r = ḡ. (80)

À l’ordre 2 en revanche, des problèmes surgissent. On trouve en insé-
rant la relation de fermeture (79) pour l’impulsion au niveau du propaga-
teur libre 1/(E − Ĥ0 + i0+) :

Ordre 2 : 〈q1|T̂ |q2〉 = ḡ +
ḡ2

(2π)3

∫
1

E − ε(q) + i0+
d3q, (81)

avec ε(q) = ~2q2/2mr. Or la quantité

I(E) =
1

(2π)3

∫
1

E − ε(q) + i0+
d3q (82)

est divergente quand on effectue l’intégrale sur q jusqu’à l’infini. Ce pro-
blème est bien sûr le même que celui rencontré en point de vue position,
avec l’action de δ(r) sur la fonction 1/r.

4. Rappelons que nous posons dans tout ce cours (cf. chapitre 2) :

〈r|q〉 = eiq·r , 〈r|r′〉 = δ(r − r′), 〈q|q′〉 = (2π)3 δ(q − q′), (78)

de sorte que les relations de fermeture en impulsion et en position s’écrivent :

1̂ =
1

(2π)3

∫
|q〉〈q| d3q =

∫
|r〉〈r| d3r. (79)

60



CHAPITRE III. COLLISIONS À BASSE ÉNERGIE § 4. Pseudo-potentiel et condition de Bethe–Peierls

Néanmoins, oublions momentanément que I(E) est divergente. Tous
les ordres de la série de Born peuvent être traités comme on l’a fait ci-
dessus pour l’ordre 1 et on aboutit à une série géométrique que nous re-
sommons :

〈q1|T̂ (E)|q2〉 = ḡ
{

1 + ḡ I(E) + [ḡ I(E)]
2

+ . . .
}

=
ḡ

1− ḡ I(E)
. (83)

Nous allons maintenant voir comment donner un sens à cette resommation
formelle en introduisant une coupure dans l’espace des impulsions. Nous
supposons que l’intégrale sur les moments q ne s’étend pas jusqu’à l’infini,
mais s’arrête à une valeur de coupure notée qmax. L’intégrale se calcule
alors aisément et on trouve (à un terme en 1/qmax près) :

I(E) = − mr

π2~2

∫ qmax

0

q2

q2 − k2 − i0+
dq

= − mr

π2~2

(
qmax + i

πk

2

)
. (84)

De manière générale, l’amplitude de diffusion du vecteur d’onde k vers
le vecteur d’onde k′ s’écrit en fonction des éléments de matrice de T̂ (cf.
chapitre 2) :

f(k,k′) = − mr

2π~2
〈k′|T̂ |k〉 (85)

ce qui donne en utilisant (83) et (84) :

1

f(k)
= −2π~2

mr

[
1

ḡ
− I(E)

]
= −2π~2

mrḡ
− 2qmax

π
− ik. (86)

Remarquons tout d’abord que nous retrouvons la forme demandée en (69),
en particulier la partie imaginaire imposée par l’unitarité. Ensuite, nous
pouvons grâce à la coupure assigner une longueur de diffusion à ce pro-
blème :

1

a
=

2π~2

mrḡ
+

2qmax

π
. (87)

Cette expression est à la base d’une approche du problème en terme de
renormalisation, utilisée par exemple pour calculer la correction de Lee-
Huang-Yang à l’énergie d’un gaz de Bose en interaction faible (PETHICK &
SMITH 2008 ; PITAEVSKII & STRINGARI 2016) :

— On suppose connus la longueur de diffusion physique a et le couplage
g associé :

g =
2π~2a

mr
=

4π~2a

m
. (88)

— On se donne un couplage nu ḡ et une coupure qmax vérifiant (87), qui
se réécrit :

1

g
=

1

ḡ
+Qmax avec Qmax =

mrqmax

π2~2
(89)

ou encore
ḡ =

g

1− gQmax
≈ g(1 + gQmax + . . .). (90)

— On mène les calculs pour le potentiel de contact ḡ δ(r), écrit en point
de vue impulsion sur la base des ondes planes :

ḡ

2L3

∑
q1,q2,q

â†q1+qâ
†
q2−qâq2

âq1
, (91)

avec les paramètres ḡ etQmax, et on réexprime le résultat final en fonc-
tion de g. Si le résultat est d’ordre 1 en ḡ, on remplace simplement ḡ
par g, en utilisant (90) à l’ordre 0 en Qmax. Si le résultat contient des
termes allant à un ordre supérieur en ḡ, comme pour la correction de
Lee-Huang-Yang, on fait un développement systématique de chaque
terme en utilisant là encore (90). Le résultat final pour une quantité
physique doit s’exprimer uniquement en terme de g, les termes en
Qmax s’étant éliminés.

Pour une mise en place plus complète et plus rigoureuse de la procédure
de renormalisation, on pourra consulter BRAATEN, KUSUNOKI et al. (2008).

4-3 Le pseudo-potentiel

Nous passons maintenant à l’étude d’un potentiel d’interaction V̂ de
portée nulle ne présentant pas les singularités de la distribution de Dirac.
La leçon de l’étude qui précède est qu’il faut "effacer" la divergence en r =
0 de la fonction eikr/r. Nous souhaitons arriver à ce résultat sans modifier
l’action de δ(r) quand elle agit sur une fonction régulière en r = 0. Il y a
de multiples façons pour arriver à ce but [voir OLSHANII & PRICOUPENKO
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(2001)] ; la plus simple est celle proposée par HUANG & YANG (1957) [voir
aussi BREIT (1947)], qui consiste à prendre

V̂pp [ψ(r)] = g δ(r)
∂

∂r
[rψ(r)]

∣∣∣∣
r=0

. (92)

Avec cette définition, toute fonction ψ(r) qui diverge en 0 comme

ψ(r) =
α

r
+ ψreg(r) (93)

avec ψreg régulière en 0, conduit à une valeur bien définie pour V̂ppψ(r) :

V̂pp [ψ(r)] = g ψreg(0) (94)

quelle que soit la valeur de α qui est purement et simplement "effacée". En
particulier, pour la fonction eikr/r qui provient de l’ordre 1 du développe-
ment de Born, on pose

eikr

r
=

1

r
+ ψreg(r) avec ψreg(r) =

eikr − 1

r
→ ik quand r → 0, (95)

et on obtient

V̂pp

[
eikr

r

]
= igk δ(r). (96)

Il est remarquable que cette simple prescription suffise à permettre le
calcul de tous les termes du développement de Born donnant les états de
diffusion de l’hamiltonien

Ĥ = − ~2

2mr
∇2 + V̂pp. (97)

On aurait pu craindre que les termes d’ordre 2,3, 4, . . . , ne fassent appa-
raître des divergences de plus en plus marquées comme r−2, r−3, r−4 ;
cela aurait en effet nécessité des procédures de régularisation avec une
complexité croissante. Heureusement, il n’en est rien, comme on peut s’en
convaincre en examinant le terme d’ordre 2. En reprenant son expression
là où nous l’avons laissée [cf. (76)] et en utilisant (96), nous obtenons :

ψ
(2)
k (r) =

−gmr

2π~2
(igk)

∫
G0(r − r′) δ(r′) d3r′ = ik

(−gmr

2π~2

)2
eikr

r
. (98)

L’ordre 2 a donc la même structure mathématique en eikr/r que l’ordre 1,
et il n’en diffère que par son préfacteur indépendant de r.

La quantité gmr/2π~2 a la dimension d’une longueur et (en anticipant
un peu sur la suite) nous la noterons

a ≡ gmr

2π~2
. (99)

Nous verrons en effet que a est égale à la longueur de diffusion pour ce
pseudo-potentiel.

Etat stationnaire de diffusion pour le pseudo-potentiel. Le bilan du cal-
cul à l’ordre 2 inclus de l’état stationnaire de diffusion est

ψk(r) = eik·r − aeikr

r
+ ia2k

eikr

r
+ . . . (100)

Le calcul des ordres suivants ne pose alors pas de problème. La relation de
récurrence (74) permet d’exprimer l’ordre n+ 1 en fonction de l’ordre n :

ψ
(n+1)
k (r) =

∫
G0(r − r′) V̂pp

[
ψ

(n)
k (r′)

]
d3r′, (101)

ce qui donne

ψ
(n+1)
k (r) = −ika ψ

(n)
k (r) = (−ika)

n
ψ

(1)
k (r). (102)

Grâce à cette relation de récurrence, l’état stationnaire de diffusion est ob-
tenu en calculant la série géométrique

∞∑
n=0

(−ika)
n

=
1

1 + ika
(103)

d’où l’expression recherchée :

ψk(r) = eik·r +
1

1 + ika
ψ

(1)
k (r) (104)

ou encore

ψk(r) = eik·r − a

1 + ika

eikr

r
. (105)
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Cet état est associé à l’amplitude de diffusion

f(k) = − a

1 + ika
ou encore

1

f(k)
= −1

a
− ik. (106)

À titre d’exercice, on peut vérifier directement que ψk est solution de
l’équation de Schrödinger

− ~2

2mr
∇2ψ(r) + V̂pp [ψ(r)] = E ψ(r) avec E =

~2k2

2mr
. (107)

On utilise pour cela

∇2

(
eikr

r

)
= ∇2

(
1

r

)
+∇2

(
eikr − 1

r

)
avec ∇2

(
1

r

)
= −4π δ(r)

(108)
et pour la fonction régulière à symétrie radiale f(r) = (eikr − 1)/r :

∇2f =
1

r

d2

dr2
(rf) = (ik)2 eikr

r
. (109)

Cette vérification permet de montrer que la validité de l’expression de ψk

n’est pas liée à la convergence de la série géométrique (103).

Il y a plusieurs remarques importantes à faire sur ce résultat :

— L’amplitude de diffusion ne dépend pas de l’angle θ, alors que nous
n’avons pas fait l’hypothèse que k était petit. Le pseudo-potentiel a la
particularité de ne provoquer de la diffusion que dans l’onde s, quelle
que soit l’énergie de collision.

— L’expression (105) de l’état stationnaire de diffusion n’est pas seule-
ment asymptotique comme pour un potentiel de portée non nulle :
elle est valable en tout point r différent de l’origine.

— La quantité que nous avons noté a correspond bien à la longueur de
diffusion, définie comme − limk→0 f(k).

— La partie imaginaire de 1/f(k) est bien égale à −ik , comme requis
pour assurer l’unitarité.

— L’expression de droite de (106), qui est valable quel que soit k, montre
que la portée effective re du pseudo-potentiel est nulle.

— Tous les états de diffusion ont un comportement identique au voisi-
nage de r = 0 :

r → 0 : ψk(r) ∝ 1

r
− 1

a
+O(r). (110)

Ce point jouera un rôle central pour l’établissement de la condition
aux limites de Bethe-Peierls.

Etat lié du pseudo-potentiel. Dans un potentiel de contact à une dimen-
sion, V (x) = g δ(x), on trouve un (et un seul) état lié si et seulement si le
coefficient g est négatif. Il en va presque de même pour le cas 3D, à une
différence majeure près : le potentiel V̂pp [ψ(r)] = g δ(r) ∂∂r [rψ(r)] admet
un (et un seul) état lié si et seulement si g est positif !

Pour montrer ce résultat, le plus rapide est d’utiliser le fait (déjà men-
tionné à plusieurs reprises) que les états liés, quand ils existent, corres-
pondent aux pôles de l’amplitude de diffusion. Dans le cas présent, nous
connaissons l’expression exacte de l’amplitude de diffusion [cf. (106)]. Elle
possède un unique pôle

1 + ika = 0 ⇒ k =
i

a
, E = − ~2

2mra2
(111)

et ce pôle correspond à un état lié physique acceptable si et seulement si
l’état correspondant ∼ eikr/r = e−r/a/r est normalisable. Il faut donc que
a et par conséquent g soient positifs.

Plus précisément, on peut vérifier explicitement que l’état

ψlié(r) =
e−r/a

r
(112)

est solution de l’équation de Schrödinger (107) pour l’énergie E =
−~2/(2mra

2). On utilise pour cela [cf. (108) et (109)]

∇2

[
e−r/a

r

]
= −4πδ(r) +

1

a2

e−r/a

r
(113)

et

V̂pp

[
e−r/a

r

]
= g δ(r)

d

dr

(
r

e−r/a

r

)
= −g

a
δ(r), (114)
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d’où le résultat puisque g = 2π~2a/mr. On remarque que la variation au-
tour de r = 0 de cet état lié est identique à celle des états de diffusion [cf.
(110)] :

r → 0 : ψlié(r) ∝ 1

r
− 1

a
+O(r). (115)

4-4 La condition aux limites de Bethe-Peierls

En cherchant les états propres de l’hamiltonien en présence du pseudo-
potentiel, nous avons vu apparaître des fonctions d’onde variant comme
1/r au voisinage de l’origine. Ce type de variation n’est pas habituel : on
ne le trouve pas pour les états propres de l’hamiltonien dans un poten-
tiel régulier 5. Quand V (r) est une fonction continue de r, éventuellement
divergente en r = 0 comme le potentiel coulombien, les états propres au
voisinage de r = 0 s’écrivent ψ(r) = β0 + O(r), où O(r) représente un
terme tendant vers 0 au moins linéairement quand r → 0. L’apparition
d’un terme en 1/r dans les états propres appelle plusieurs remarques :

— La variation en 1/r au voisinage de l’origine reste compatible avec le
fait que la fonction est de carré sommable. En effet, l’intégrale∫ (

1

r

)2

d3r =

∫ (
1

r

)2

4πr2 dr (116)

est convergente en r = 0. Ce ne serait pas le cas si la divergence était
plus violente (comme 1/r2 par exemple).

— En présence du pseudo-potentiel V̂pp, les états propres s’écrivent au
voisinage de r = 0

ψ(r) =
β−1

r
+ β0 +O(r), (117)

5. La raison pour laquelle un potentiel V (r) régulier ne peut pas donner naissance à un
état propre ψ(r) de H variant comme 1/r au voisinage de l’origine est simple. Raisonnons
par l’absurde et supposons que ψ contienne un tel terme : ψ(r) = α1/r + ψreg(r) où ψreg

est non-divergente en r = 0. Quand on applique H = − ~2
2mr
∇2 + V (r) sur ψ, le laplacien

de l’énergie cinétique agissant sur le terme en 1/r fait apparaître ∇2 (1/r) = −4π δ(r). Si
le potentiel V (r) ne contient pas lui-même des termes proportionnels à la distribution de
Dirac pour compenser ce δ(r) provenant de l’énergie cinétique, la fonction ψ ne pourra pas
satisfaire Ĥψ(r) = E ψ(r).

où le terme en O(r) peut se développer en série
∑
n≥1 βn(θ, ϕ) rn. Le

fait de voir apparaître dans ce développement un terme supplémen-
taire en β−1/r pourrait laisser penser que l’on a "élargi" l’ensemble
des fonctions accessibles grâce au pseudo-potentiel : le coefficient β−1

semble procurer un degré de liberté supplémentaire par rapport aux
coefficients {β0, β1, β2, . . .}. Il n’en est rien ; en effet, pour un pseudo-
potentiel de longueur de diffusion a fixée, nous avons trouvé que
tous les états propres de H , qu’ils soient libres ou liés, se comportent
comme

ψ(r) ∝ 1

r
− 1

a
+ O(r). (118)

Les coefficients β−1 et β0 ne sont donc pas indépendants, mais reliés
par β−1 = −aβ0.

Cette discussion suggère l’équivalence entre les deux points de vue sui-
vants :

— La stratégie adoptée en § 4-3 consiste à ajouter le pseudo-potentiel V̂pp

au terme d’énergie cinétique. On calcule ensuite les états propres (liés
ou libres) de l’hamiltonien

Ĥ = − ~2

2mr
∇2 + V̂pp. (119)

On en déduit que tous ces états propres se comportent comme (118) et
il en va donc de même pour toute fonction d’onde physiquement ac-
ceptable du système, qui doit s’écrire comme une combinaison linéaire
des états propres de Ĥ .

— On "oublie" V̂pp et on travaille avec l’hamiltonien d’une particule rela-
tive libre

Ĥ0 = − ~2

2mr
∇2, (120)

mais on impose à toute fonction d’onde physiquement acceptable du
système de se comporter comme

ψ(r) ∝ 1

r
− 1

a
+ O(r) (121)

au voisinage de r = 0 ou encore

d

dr
[rψ(r)]

∣∣∣∣
r=0

= −1

a
[rψ(r)]r=0. (122)
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Ce deuxième point de vue, introduit par BETHE & PEIERLS (1935) [voir
aussi WIGNER (1933)], est souvent privilégié quand on souhaite traiter des
systèmes à plus de deux particules ; la prise en compte des interactions se
fait alors en imposant à la fonction d’onde à N corps de vérifier pour toute
paire (i, j) [voir par exemple WERNER & CASTIN (2012) pour des bosons] :

rij → 0 : Ψ(r1, . . . , rN ) =

(
1

rij
− 1

a

)
Aij [Rij , {rk}k 6=i,j ] + O(rij)

(123)
où Aij est une fonction régulière des coordonnées des N − 2 autres parti-
cules et de Rij = (ri + rj)/2.

L’action de Ĥ0 sur les états propres de Ĥ trouvés en (105) et (112) se
calcule simplement. On trouve pour l’état stationnaire de diffusion ψk(r)

Ĥ0ψk(r) =
~2k2

2mr
ψk(r) − a

1 + ika

2π~2

mr
δ(r) (124)

et pour l’état lié ψlié(r) :

Ĥ0ψlié(r) = − ~2

2mra2
ψlié(r) +

2π~2

mr
δ(r). (125)

Dans ce point de vue, le point r = 0 est singulier puisque toutes les fonc-
tions d’onde y sont infinies et il est plus simple d’écrire

En tout point r 6= 0 : Ĥ0ψk =
~2k2

2mr
ψk, (126)

et pour a > 0 :

En tout point r 6= 0 : Ĥ0ψlié = − ~2

2mra2
ψlié, (127)

puis de modifier très légèrement la définition du produit scalaire de deux
fonctions

〈ψ2|ψ1〉 =

∫ ′
ψ∗2(r)ψ1(r) d3r (128)

où le symbole
∫ ′ signifie qu’on prend l’intégrale sur tout l’espace sauf une

boule centrée en 0, dont on fait tendre le rayon vers 0. Avec cette définition,

on a
∫ ′
δ(r)f(r) = 0 pour toute fonction f . Cette redéfinition du produit

scalaire permet d’affirmer que les ψk (complétés par ψlié quand a > 0)
forment une base orthogonale de l’espace des fonctions d’onde d’un sys-
tème de longueur de diffusion a, cette base étant une base propre de l’ha-
miltonien d’énergie cinétique au sens de (126) et (127).

Domaine de l’hamiltonien La condition aux limites (121), qui doit être
vérifiée pour toute fonction d’onde physiquement acceptable, définit le do-
maine de l’hamiltonien. On peut la rapprocher du traitement que l’on fait
du puits carré infini 1D dans les cours d’introduction à la physique quan-
tique : pour décrire le mouvement d’une particule sur le segment x ∈ [0, L],
on prend un hamiltonien purement cinétique, Ĥ0 = − ~2

2m
d2

dx2 et on impose
à toute fonction d’onde physiquement acceptable de s’annuler en x = 0 et
x = L, ce qui constitue le domaine de l’hamiltonien dans ce cas.

Il est essentiel de ne travailler qu’avec des fonctions de ce domaine sous
peine d’incohérences dans les résultats. Dans le cas du puits carré infini 1D,
CASTIN & WERNER (2012) fournissent l’exemple très simple de la fonction
constante 1/

√
L, qui a une énergie cinétique nulle alors que les énergies des

états propres, satisfaisant les conditions aux limites ψ(0) = ψ(L) = 0, sont
strictement positives :En = n2E1 avec n entier strictement positif et l’éner-
gie de l’état fondamental E1 = π2~2/(2mL2). Cette apparente violation du
théorème

∀ψ : 〈ψ|Ĥ0|ψ〉 ≥ E1 (129)

est simplement due au fait que l’on a choisi ψ(x) = 1/
√
L en dehors du

domaine de Ĥ0, donc non autorisée.

Dans le cas 3D qui nous intéresse ici, un exemple simple de l’impor-
tance de respecter le domaine de l’hamiltonien est obtenu pour le cas g < 0.
On sait qu’il n’y a pas d’état lié dans ce cas, et qu’une base de fonctions
propres est fournie par les états de diffusion, qui sont tous d’énergie po-
sitive. On en déduit que pour tout état physique du système, l’énergie
moyenne E(ψ) = 〈ψ|Ĥ|ψ〉 doit également être positive. Néanmoins, si on
considère une fonction gaussienne ψ(r) ∝ exp(−r2/4σ2), on peut trouver
des valeurs de σ conduisant àE(ψ) < 0. La raison en est simple : cette fonc-
tion gaussienne ne vérifie pas la condition aux limites (121) et n’est donc
pas éligible comme état possible du système. On pourra consulter CASTIN

(2007) pour une discussion plus approfondie de ce point.
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Que vaut l’énergie cinétique? La réponse à cette question est délicate
pour les potentiels de portée nulle, que l’on utilise V̂pp ou la condition aux
limites de Bethe–Peierls. Commençons par rappeler que pour des fonctions
d’onde suffisamment régulières en r = 0, le terme d’énergie cinétique se
calcule indifféremment par les deux membres de l’égalité suivante :

− ~2

2mr

∫
ψ∗(r) ∇2ψ(r) d3r = +

~2

2mr

∫
∇ (ψ∗(r)) ·∇ (ψ(r)) d3r. (130)

On relie ces deux expressions par une intégration par parties, en supposant
que la fonction d’onde décroît suffisamment vite à l’infini.

Le problème se complique quand on manipule des fonctions qui varient
comme 1/r au voisinage de r = 0. Dans le membre de gauche, ∇2ψ(r) fait
apparaître un δ(r) et la quantité

∫
ψ∗(r)δ(r) d3r n’est pas définie. Dans le

membre de droite, ∇ψ et ∇ψ∗ varient chacun comme 1/r2, de sorte que
l’on se retrouve avec une intégrale de type

∫
0
r−2 dr qui est divergente.

Quand on prend l’option d’utiliser la condition aux limites de Bethe-
Peierls, on peut donner un sens au membre de gauche, pourvu que l’on
remplace

∫
par

∫ ′ comme nous l’avons vu plus haut. Mais le résultat est
alors l’énergie totale, par exemple −~2/2mra

2 pour l’état lié. Ce n’est ma-
nifestement pas l’énergie cinétique qui doit être toujours positive.

On arrive donc à la conclusion suivante pour les états propres dans un
potentiel de portée nulle : que l’on utilise V̂pp ou la condition aux limites
de Bethe–Peierls, l’énergie cinétique moyenne, calculée grâce au membre
de droite de (130), est infinie (et positive) et l’énergie d’interaction est in-
finie (et négative) ; seule la somme des deux est une quantité finie, égale
à +~2k2/2mr pour un état de diffusion et −~2/2mra

2 pour l’état lié. Pour
donner un sens précis à chacune des deux composantes de l’énergie, il faut
revenir à un potentiel de portée non nulle b.

Le fait que l’énergie cinétique soit infinie dans le cas étudié ici peut se
comprendre simplement en regardant le comportement de la distribution
en impulsion des états pour les grandes valeurs de q. Pour une fonction
d’onde ψ(r), la distribution en impulsion est donnée par n(q) = |ψ̃(q)|2, où
ψ̃(q) est la transformée de Fourier de ψ(r). Or, on sait que la transformée
de Fourier de 1/r est, à un coefficient numérique près, 1/q2 :

2π2 1

r
=

∫
1

q2
eiq·r d3q. (131)

Comme une fonction ψ(r) satisfaisant la condition aux limites de Bethe-
Peierls diverge comme 1/r en l’origine (sauf si a = 0), le terme dominant de
la distribution en impulsion de cette fonction pour les grands moments est
n(q) ∝ |1/q2|2 = 1/q4. On comprend alors immédiatement que l’intégrale
à 3D donnant l’énergie cinétique

Ecin =

∫
~2q2

2mr
n(q) d3q (132)

est divergente. Cette divergence joue un rôle central dans le formalisme du
contact de Tan.
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Chapitre IV

Interaction de van der Waals et universalité à basse énergie

Les cours précédents ont été consacrés au formalisme général permet-
tant d’étudier l’interaction entre deux particules. Parmi les résultats princi-
paux, nous avons établi qu’à basse énergie et pour un potentiel décroissant
suffisamment vite à l’infini, l’interaction pouvait se caractériser par un seul
nombre, la longueur de diffusion. Le but de ce cours est de concrétiser cette
notion pour un potentiel atomique réaliste, variant comme−1/r6 à grande
distance (cf. chapitre 1).

Pour les espèces couramment utilisées dans les expériences d’atomes
froids, le potentiel décrivant l’interaction entre deux atomes contient de
nombreux états de vibration. Il s’ensuit que l’étude théorique du problème
peut se faire par une approche semi-classique, fondée sur la méthode WKB
(Wentzel - Kramers - Brillouin), moyennant quelques subtilités que nous
décrirons. L’approche WKB conduit à une universalité remarquable du ré-
sultat, reliant la valeur de la longueur de diffusion à l’énergie des états les
plus faiblement liés dans le potentiel inter-atomique 1.

Nous présenterons également la méthode expérimentale la plus précise
actuellement pour déterminer la position des derniers états liés. Cette mé-
thode, la photo-association à deux couleurs, permet de déduire la longueur de
diffusion grâce à l’universalité mentionnée ci-dessus. Elle consiste à mesu-
rer le taux de formation de dimères faiblement liés dans un gaz d’atomes
ultra-froids éclairé par une paire de faisceaux lumineux résonants.

1. Je remercie Raphaël Lopes et Sylvain Nascimbene pour plusieurs discussions éclai-
rantes sur ce sujet.

1 L’approximation semi-classique

Le puits carré étudié à la fin du chapitre précédent est un des rares
exemples de potentiel où l’on dispose d’une solution analytique exacte au
problème de diffusion. Dans le cas général, il faut avoir recours à des cal-
culs numériques ou à des méthodes approchées. Parmi celles-ci, la mé-
thode WKB est particulièrement bien adaptée à la situation qui nous in-
téresse. Elle requiert en effet un potentiel qui varie continument avec la
distance et qui comporte de nombreux états liés. Ces deux conditions sont
remplies pour le cas de l’interaction entre atomes neutres.

Nous allons rappeler dans cette première section les principaux ingré-
dients de l’approximation semi-classique. Le lecteur désireux d’en savoir
plus pourra se référer par exemple au livre de SCHIFF (1968) et à l’article
de revue de BERRY & MOUNT (1972).

1-1 Principe de l’approximation

La méthode semi-classique consiste à chercher les solutions de l’équa-
tion de Schrödinger à une dimension

− ~2

2mr
ψ′′(x) + V (x)ψ(x) = E ψ(x) (1)
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sous la forme ψ(x) = exp(iS(x)/~) et développer S(x) en "puissances de
~" :

S(x) = S0(x) + ~S1(x) + ~2S2(x) + . . . , (2)

~ étant traité formellement comme un petit paramètre. Il s’agit bien sûr
d’un abus de langage puisque le petit paramètre d’un développement per-
turbatif doit en principe être sans dimension. Nous donnerons un peu plus
loin un critère plus précis de la validité de l’approximation.

L’équation de Schrödinger s’écrit en fonction de S(x)

S′2 − i~S′′ = 2mr [E − V (x)] . (3)

À l’ordre 0 en ~, nous obtenons donc

Ordre 0 : S′20 = 2mr [E − V (x)] , (4)

dont la solution s’écrit selon la valeur relative de l’énergieE et du potentiel
V (x) :

— région permise E > V (x) :

S′0(x) = ±p(x) avec p(x) =
√

2mr(E − V (x)), (5)

— région interdite E < V (x) :

S′0(x) = ±ip(x) avec p(x) =
√

2mr(V (x)− E). (6)

À l’ordre 1, on trouve

Ordre 1 : 2S′0S
′
1 − iS′′0 = 0 ⇒ S′1 = i

S′′0
2S′0

, (7)

dont la solution est i
2 log(p(x)).

En nous limitant à cet ordre du calcul, on a donc les solutions appro-
chées :

région permise : ψ(x) =
C√
k(x)

exp

(
±i

∫ x

k(x′) dx′
)

(8)

région interdite : ψ(x) =
C√
κ(x)

exp

(
±
∫ x

κ(x′) dx′
)
, (9)

où l’on a posé p(x) = ~k(x) dans la région permise et p(x) = ~κ(x) dans la
région interdite.

L’interprétation physique de cette expression semi-classique est intéres-
sante. Au moins dans la région permise, il s’agit d’un mélange de physique
ondulatoire, avec la phase oscillante qui peut donner naissance à un phé-
nomène d’interférences, et de physique corpusculaire, avec le préfacteur
dont le module carré∝ 1/p(x) exprime le fait que la densité d’un fluide est
inversement proportionnelle à sa vitesse, pour un flux donné 2.

1-2 Première condition de validité : continuité

Une condition nécessaire de validité du développement qui précède est
liée à l’hypothèse S′2 � ~|S′′|, c’est-à-dire∣∣∣∣ d

dx

(
~
S′

)∣∣∣∣� 1. (10)

Considérons par exemple la région permise. La quantité ~/S′ = 1/k(x)
représente, à un facteur 1/2π près, la longueur d’onde de de Broglie λ(x)
de la particule. Le critère de validité s’écrit donc :

1

2π

∣∣∣∣dλdx

∣∣∣∣� 1. (11)

qui est bien une condition portant sur un paramètre sans dimension.

Le critère de validité (11) consiste à imposer que la longueur d’onde et
donc le potentiel V (x) varient peu sur l’échelle de longueur λ. Cela exclut
en particulier :

— Tout potentiel discontinu, puisque λ n’a alors pas la même valeur de
part et d’autre de la discontinuité ; le puits carré du chapitre précédent
ne peut pas être traité uniquement par la méthode semi-classique.

— Les "points tournants classiques" dans un puits de potentiel régulier
comme celui de la figure 1, c’est-à-dire les points où E = V (x) ; en
effet, la longueur de de Broglie diverge en ces points puisque la vitesse

2. un phénomène bien connu de tous les automobilistes ayant subi une circulation en
accordéon sur une route encombrée...
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E

xa b

V (x)

FIGURE 1. Approximation semi-classique dans un puits de potentiel. Le raccor-
dement aux points tournants a et b se fait à l’aide des conditions (12,13).

classique s’y annule, et la contrainte (11) ne peut pas être satisfaite.
Nous verrons au paragraphe suivant comment prendre ces points en
compte.

— Pour un potentiel continu et en dehors des points tournant, certaines
zones peuvent également être exclues ; c’est précisément le cas du po-
tentiel en 1/r6, comme nous le verrons au paragraphe § 4-1, avec le
phénomène de réflexion quantique.

1-3 Quantification de l’énergie dans un puits

Considérons le problème représenté sur la figure 1, où une particule
d’énergie E est confinée dans un puits de potentiel. Pour arriver à une
condition de quantification sur l’énergie, il faut partir de la contrainte sur
la fonction d’onde dans les deux régions interdites à gauche et à droite du
puits. Dans les deux cas, on veut que la fonction d’onde tende vers 0 quand
|x| → ∞. Cela impose le choix exp

(
−
∫ a
x
κ(x′) dx′

)
dans la région interdite

de gauche et exp
(
−
∫ x
b
κ(x′) dx′

)
dans la région interdite de droite.

Une fois ce fait acquis, il faut analyser ses conséquences sur la fonction
d’onde dans la région permise. Pour cela, il faut contourner la difficulté
trouvée à la fin du paragraphe précédent, qui indiquait que l’approxima-
tion semi-classique n’était pas valable autour du point tournant. La mé-
thode standard pour opérer malgré tout le raccord entre les deux régions
consiste à linéariser le potentiel au voisinage du point tournant. On peut
ensuite tirer parti du fait que l’on connaît les solutions exactes de l’équation
de Schrödinger dans un potentiel linéaire (ce sont des fonctions d’Airy) et

on peut utiliser leur forme asymptotique, de part et d’autre du point tour-
nant, pour se raccorder à la solution WKB. Nous reviendrons sur la validité
de ce raccordement dans le paragraphe suivant.

Tous calculs faits, on arrive à la règle suivante au point tournant a :

1√
κ(x)

exp

(
−
∫ a

x

κ dx′
)
−→ 2√

k(x)
sin

(∫ x

a

k dx′ +
π

4

)
(12)

et au point tournant b :

1√
κ(x)

exp

(
−
∫ x

b

κ dx′
)
−→ 2√

k(x)
sin

(∫ b

x

k dx′ +
π

4

)
. (13)

Un peu de trigonométrie permet alors de montrer que les deux expressions
(12,13) pour la région permise sont compatibles entre elles si et seulement
si ∫ b

a

k(x′, E) dx′ =

(
j − 1

2

)
π. (14)

avec j entier non nul : j = 1, 2, . . ..

Pour un potentiel harmonique, on pourra vérifier que cette condition
donne exactement la quantification correcte des niveaux d’énergie. Notons
qu’en général, l’approximation semi-classique n’ayant pas vocation à don-
ner de manière précise les états les moins excités car le critère de validité
(11) n’est généralement pas satisfait pour ces états.

Avec un cœur dur : le résultat (14) est obtenu en supposant un raccorde-
ment régulier selon les formules (12,13), avec une région interdite à la fois
à gauche de a et à droite de b. Si on a un cœur dur sur l’un des deux cô-
tés et un raccordement régulier sur l’autre, ce résultat est légèrement mo-
difié. Si on prend par exemple un cœur dur en a, la fonction WKB doit
être 2√

k
sin
(∫ x
a
k dx′

)
au lieu de (12). La condition de quantification devient

alors

Avec un cœur dur sur l’un des côtés :
∫ b

a

k(x′, E) dx′ =

(
j − 1

4

)
π.

(15)

69



CHAPITRE IV. INTERACTION DE VAN DER WAALS ET UNIVERSALITÉ À BASSE ÉNERGIE § 2. États liés dans un potentiel vdW
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FIGURE 2. Fonction d’Airy, solution de (18).

Enfin, si on suppose qu’il y a un cœur dur à la fois en a et en b, le terme
additionnel 1/4 disparait et on obtient :

Avec un cœur dur de chaque côté :
∫ b

a

k(x′, E) dx′ = j π. (16)

1-4 Deuxième condition de validité : raccordement

Nous avons décrit au paragraphe précédent la procédure de raccorde-
ment en un point x = b à la frontière entre région permise et région inter-
dite. Nous avons indiqué que l’on remplaçait le potentiel V (x) dans cette
région par son approximation linéaire :

V (x) ≈ V (b) + (x− b)V ′(b) (17)

On utilise ensuite la solution exacte dans ce potentiel linéaire, qui est une
fonction d’Airy. Rappelons que la fonction d’Airy générique A(u) est défi-
nie comme solution de

−d2A

du2
+ uA(u) = 0, (18)

qui est effectivement une équation de Schrödinger à 1D en prenant ~ = 1,
2mr = 1, un potentiel linéaire V (u) = u et l’énergie E = 0.

Cette fonction est tracée en figure 2. Son régime asymptotique de part

et d’autre de u = 0 s’écrit :

u� 1 : A(u) ∼ 1

2
√
π

exp
(
− 2

3u
3/2
)

u1/4
(19)

u� −1 : A(u) ∼ 1√
π

sin
(

2
3 |u|3/2 + π

4

)
|u|1/4 . (20)

On reconnaît dans ces expressions asymptotiques les comportements des
fonctions WKB données en (8) et (9), en prenant :

k(u) =
√
|u| →

∫ |u|
0

k(u) du =
2

3
|u|3/2. (21)

Pour l’énergie E = V (b), l’équation de Schrödinger dans le potentiel
linéarisé (17) se ramène à (18) en posant

u =
x− b
`Airy

avec `Airy =

(
~2

2mrV ′(b)

)1/3

(22)

et sa solution est donc :

ψ(x) = A

(
x− b
`Airy

)
. (23)

Pour que le raccordement des expressions asymptotiques de la fonction
d’Airy avec les solutions WKB puisse se faire, il faut que l’approximation
(17) soit au minimum valable sur la plage [b − `Airy, b + `Airy]. En d’autres
termes, la correction d’ordre 2 à V (x) doit être faible sur cette plage :

1

2
`2Airy |V ′′(b)| . `Airy|V ′(b)|. (24)

Nous verrons que cette contrainte n’est pas toujours satisfaite pour le po-
tentiel de van der Waals.

2 États liés dans un potentiel vdW

Après avoir établi ces quelques résultats généraux de la méthode semi-
classique, nous allons les utiliser pour estimer la position des états liés
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dans un puits de potentiel se comportant à grande distance comme V (r) =
−C6/r

6. Avant de passer à une étude quantitative, rappelons les échelles
de longueur et d’énergie associées au potentiel de van der Waals (cf. cha-
pitre 3) :

RvdW =
1

2

(
2mrC6

~2

)1/4

, EvdW =
~2

2mrR2
vdW

. (25)

2-1 Les énergies de liaison

Pour commencer notre étude, nous allons traiter le cas un peu plus gé-
néral d’un potentiel en loi de puissance V (r) = −Cn/rn. Nous partons de
l’équation vérifiée par la fonction d’onde radiale réduite :

− ~2

2mr
u′′(r) + V (r)u(r) = E u(r). (26)

Nous sommes bien sûr intéressés principalement par le cas n = 6, mais il
est aussi simple de traiter le cas d’un exposant quelconque. Les résultats
que nous allons trouver ont été obtenus par LEROY & BERNSTEIN (1970).

Nous allons considérer ici des états faiblement liés dans ce puits de
potentiel, pour lesquels l’essentiel de la probabilité de présence se trouve
dans la région où le potentiel de van der Waals domine par rapport aux po-
tentiels de courte portée. Les résultats que nous allons obtenir dépendent
donc très peu de la forme exacte de ce potentiel à courte distance. Pour sim-
plifier les notations, nous allons le modéliser comme un cœur dur au point
Ra. On pourra consulter les articles de COMPARAT (2004) et JELASSI, LESE-
GNO et al. (2008) pour une amélioration de cette approximation simple.

Notre point de départ sera la formule (15) que nous allons utiliser pour
trouver la variation avec j de l’énergie Ej des états faiblement liés (rap-
pelons que nous prenons ici le zéro d’énergie à la limite de la dissociation
atomique de sorte que Ej < Ej+1 < 0). Pour cela, nous réécrivons cette
formule

j =
1

4
+

1

π

∫ Rb

Ra

k(r, E) dr, (27)

et nous allons dériver cette formule par rapport à l’énergie E en traitant
formellement j comme un nombre réel pour un moment. Ensuite, nous

nous intéresserons bien sûr aux valeurs particulières deE qui donnent une
valeur entière de j.

Le point tournant à gauche est fixé à la position Ra du cœur dur,
comme indiqué ci-dessus. Le point tournant à droite, Rb, est défini par
E = −Cn/Rnb . La dérivée de (27) par rapport à E donne :

dj

dE
=

1

π

∫ Rb

Ra

∂k

∂E
dr +

1

π

∂Rb
∂E

k(Rb, E) (28)

et le second terme du membre de droite s’annule puisque k(Rb, E) = 0. On
trouve donc après le changement de variable x = (r/Rb)

n :

dj

dE
=

√
2mr C

1/n
n

2πn~ |E|(n+2)/2n

∫ 1

(Ra/Rb)n
x(2−n)/2n (1− x)

−1/2
dx. (29)

Cette intégrale peut être calculée analytiquement en prenant la limite
Ra/Rb → 0 et on trouve finalement 3 l’équation différentielle :

dE

dj
≈ Kn|E|(n+2)/2n avec Kn =

2~
√
π

√
2mr C

1/n
n

n Γ(1 + 1/n)

Γ(1/2 + 1/n)
. (30)

L’intégration de cette équation différentielle est simple :

dE

|E|(n+2)/2n
= Kn dj ⇒ 2n

n− 2
|E|(n−2)/2n = Kn [j(0)− j(E)]

(31)
Pour l’énergie E = 0, (27) donne :

j(0) ≡ jd =
1

4
+

Φ

π
avec Φ =

∫ +∞

Ra

k(r, E = 0) dr. (32)

L’intégrale est calculée à la limite de dissociation du dimère : le point tour-
nantRb est alors rejeté à l’infini et le résultat dépend de la position du cœur
dur Ra (l’intégrale diverge si on prend Ra → 0). Notons que jd n’est géné-
ralement pas un nombre entier. Par ailleurs, une condition nécessaire pour
la validité de l’approximation semi-classique est jd � 1.

3. Le résultat numérique fait appel à la fonction spéciale B(p, q) =
∫ 1
0 x

p−1(1 −
x)q−1 dx = Γ(p)Γ(q)/Γ(p+ q), avec Γ(1/2) =

√
π.
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rjd rjd + 1

FIGURE 3. Variation de la position des états liés dans un potentiel de van der
Waals tronqué, quand on déplace la position du cœur dur vers les r petits pour
augmenter jd d’une unité. Le nombre de niveaux est également augmenté de 1,
on retrouve les énergies déjà présentes et la nouvelle valeur propre correspond à
l’énergie du fondamental dans le nouveau puits, qui est plus profond que le puits
initial. Noter qu’il s’agit d’un schéma de principe et que les énergies ne sont pas à
l’échelle sur ce dessin.

Une fois connue la valeur de jd, on voit que l’énergie d’un état lié j ≤ jd
vérifie (avec j entier) :

Ej = −K̃n(jd − j)2n/(n−2) avec K̃n =

(
n− 2

2n
Kn

)2n/(n−2)

. (33)

Si on fait confiance à l’approximation semi-classique même pour les ni-
veaux les plus profonds, on trouve donc qu’il y a jmax = E(jd) états liés,
où E(jd) désigne la partie entière de jd.

Dans le cas particulier du potentiel de van der Waals (n = 6) tronqué
en Ra, cette relation devient :

Ej ≈ −28.65 (jd − j)3 EvdW (34)

et la valeur de jd déduite de (32) :

Φ = 2

(
RvdW

Ra

)2

⇒ jd =
1

4
+

2

π

(
RvdW

Ra

)2

. (35)

Quand on varie la position du cœur dur et donc la valeur de jd, on voit
apparaître l’élément crucial suivant : il y a une périodicité parfaite de la
position des derniers états liés : le passage jd → jd + 1 redonne exactement
les mêmes valeurs des énergies liées pourvu que l’on fasse la substitution

Ej → Ej+1. En d’autres termes, le puits de potentiel obtenu pour jd + 1,
plus profond que celui pour jd, contiendra exactement un état en plus, son
état fondamental situé au fond de ce puits. Tous les autres énergies propres
pour jd + 1 seront identiques aux énergies trouvées pour jd (figure 3).

Pour terminer, revenons sur la valeur du paramètre jd dont la partie
entière donne le nombre d’états liés dans le potentiel V (r). La valeur don-
née en (35) a été obtenue pour un potentiel de courte portée et en faisant
confiance à l’approximation semi-classique même pour les énergies extrê-
mement proches de la limite de dissociation. Deux corrections doivent être
apportées à cette valeur :

— Si le potentiel à courte portée n’est pas un cœur dur, mais un potentiel
régulier, le terme 1/4 figurant dans (32) doit être remplacé par 1/2,
comme on l’a vu pour le passage de (14) à (15).

— Par ailleurs, nous verrons en § 2-3 et § 4-3 que l’approximation semi-
classique doit être corrigée pour une énergie E très proche de la limite
de dissociation. Cela conduit à remplacer le terme 1/2 par 3/8.

On a donc au final, pour un potentiel à courte portée régulier et en pre-
nant en compte les corrections à l’approximation WKB près de la limite de
dissociation (FLAMBAUM, GRIBAKIN et al. 1999) :

Nombre d’états liés : partie entière de
3

8
+

1

π

∫ +∞

Ra

k(r, E = 0) dr. (36)

2-2 Une première universalité : les états faiblement liés

La relation (34) est un premier exemple d’universalité pour notre pro-
blème : si on se donne les paramètres atomiques (mr, C6) et si l’expérience
fournit l’énergie Ej du j-ème niveau, on peut en déduire la valeur de jd et
donc les énergies des autres niveaux, au moins ceux faiblement liés pour
lesquels le potentiel de van der Waals joue un rôle dominant. Deux ques-
tions peuvent néanmoins être soulevées face à cette affirmation :

— L’universalité trouvée ici repose sur l’approximation semi-classique,
mais celle-ci est-elle correcte pour les états faiblement liés?

— L’universalité a été obtenue pour un potentiel strictement égal à
−C6/r

6 jusqu’au point de cœur dur Ra. Subsiste-t-elle pour un autre
type de potentiel répulsif à courte portée?
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FIGURE 4. Les derniers états liés dans un potentiel de van der Waals tronqué en
Ra. Comparaison du résultat semi-classique (34, en noir) et d’un calcul numérique
(en rouge). Le nombre d’états liés est de 25, 24 ou 23 dans le graphe du haut (resp.
38, 37 ou 36 dans le graphe du bas) pour cette plage de valeurs deRa. Sur la figure
en haut, les trois énergies marquées par un rond violet seront étudiées plus en
détail à la figure 7, où nous traçons les fonctions d’onde des états correspondants.

Pour répondre à la première question et étudier la validité de l’approxi-
mation semi-classique pour la détermination des états liés, commençons
par comparer la prédiction (34,35) aux résultats d’un calcul numérique (a
priori exact) des états liés. On considère dans les deux cas un potentiel de
van der Waals −C6/r

6, tronqué par un potentiel de cœur dur en Ra, et
on trace en figure 4 la position des derniers états liés en fonction de Ra,
pour deux plages de variation de Ra (choisies au hasard). On constate que
l’accord est excellent dans les deux cas, sauf en ce qui concerne le tout
dernier état lié, lorsque celui-ci se rapproche de la limite de dissociation
(BOISSEAU, AUDOUARD et al. 1998). Nous reviendrons sur ce problème du
dernier état lié dans le paragraphe suivant (§ 2-3), mais la réponse à la pre-
mière question soulevée ci-dessus est clairement positive : l’universalité
trouvée n’est pas un artefact de l’approximation semi-classique.

Pour être complet, nous avons tracé les fonctions d’onde de ces états
liés sur la figure 5 (en haut). On peut distinguer deux zones dans ce tracé :

— Dans la zone des r petits, coloriée en vert, toutes les fonctions d’onde
oscillent en phase. Cela se comprend bien à partir de l’approximation
semi-classique : les fonctions d’onde partent toutes avec un nœud au
niveau du cœur dur en Ra et les nombres d’onde locaux k(r, Ej) pour
r petit sont quasiment tous égaux. Dans cette zone, le potentiel de van
der Waals C6/r

6 est en effet beaucoup plus grand que les différences
d’énergies entre états Ej − Ej′ .

— Dans la zone des grands r, coloriée en bleu, la valeur de C6/r
6 est

réduite, la différence entre nombres d’onde devient appréciable, et les
fonctions d’onde se déphasent les unes par rapport aux autres ; elle
ont notamment des points de rebroussement Rb différents.

Passons maintenant à la seconde question, concernant la modification
du résultat lorsqu’on considère un autre type de potentiel répulsif à courte
distance. Nous avons tracé sur la figure 6 le résultat obtenu pour les éner-
gies des derniers états liés pour un potentiel de Lennard-Jones :

V (r) =
C12

r12
− C6

r6
, (37)

en ajustant le coefficient du terme répulsif C12 pour que le minimum du
potentiel Rmin soit à un endroit fixé, ici ≈ 0.10RvdW. Le résultat obtenu est
quasiment identique au résultat obtenu pour un potentiel de van der Waals
tronqué à une translation des abscisses près, qui dépend du lien précis que

73



CHAPITRE IV. INTERACTION DE VAN DER WAALS ET UNIVERSALITÉ À BASSE ÉNERGIE § 2. États liés dans un potentiel vdW

10−1 100
−2

0

2

r/RvdW

V
(r
)

u
(r
)

10−1 100
−4

−2

0

2

r/RvdW

V
(r
)

u
(r
)

FIGURE 5. Haut : les 5 derniers états liés pour un potentiel de cœur dur en Ra =
0.13RvdW. Bas : les 5 derniers états liés pour un potentiel de Lennard-Jones avec
un minimum en 0.10RvdW.

l’on se donne entreRmin etRa. Là encore, la connaissance de l’énergie d’un
état faiblement lié suffit à déterminer la position de tous les autres, avec
une loi identique à celle du potentiel de van der Waals tronqué.

Pour comprendre l’origine de cette universalité du comportement des
derniers états liés, il est utile de regarder la forme des fonctions d’onde de
ces états. Nous les avons tracées sur la figure 5 (en bas) pour le potentiel de
Lennard-Jones avec Rmin = 0.10RvdW. On peut distinguer trois régions de
valeurs de r sur ce graphe :

— La zone interne, colorée en rouge, correspond à des valeurs de r où le
potentiel répulsif C12/r

12 joue un rôle significatif, dans la mesure où
sa valeur est au moins égale à 10% de la valeur absolue du potentiel de
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FIGURE 6. Positions des derniers états liés pour un potentiel de Lennard-Jones. Il
y a 68,67 ou 66 états liés dans le potentiel pour cette plage de valeurs de rmin.

van der Waals C6/r
6. Le comportement des états dans cette zone n’est

donc pas universel et dépend de la forme précise adoptée pour le po-
tentiel répulsif. Notons simplement que (i) les fonctions d’onde y os-
cillent en phase : en effet, les nombres d’onde k(r, Ej) sont quasiment
tous égaux du fait de la grande valeur du potentiel C12/r

12 − C6/r
6,

bien supérieur aux différences d’énergies Ej −Ej′ et (ii) le point tour-
nant intérieur est quasi-identique pour tous les états.

— La zone intermédiaire, colorée en vert, est la partie importante pour
notre discussion. Dans cette zone, le potentiel répulsif est négligeable
et la dynamique est contrôlée entièrement par le potentiel de van der
Waals. Or dans cette zone, les nombres d’onde locaux k(r, Ej) restent
quasiment égaux car le potentiel de van der WaalsC6/r

6 y est toujours
grand : les fonctions d’ondes oscillent donc toujours en phase.

— Dans la zone externe, colorée en bleu, les différents états propres ont
des comportements différents, liés au fait qu’ils ont des énergies diffé-
rentes et donc des points de rebroussement Rb différents.

En conclusion, du fait du "verrouillage" entre les phases des fonctions
d’onde dans la zone intermédiaire (verte), on peut affirmer que l’évolution
des fonctions d’onde dans la partie extérieure (bleue) sera la même que
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pour un potentiel de van der Waals tronqué (figure 5, haut), pourvu que
l’on ajuste la position du cœur dur pour reproduire la phase trouvée dans
la partie centrale. Le rôle du potentiel répulsif pour les états faiblement
liés est simplement de fixer la valeur de cette phase globale des fonctions
d’onde. Même si on ne connaît pas les caractéristiques précises de ce poten-
tiel répulsif, la mesure expérimentale de l’énergie d’un seul état faiblement
lié suffit à assigner la valeur de cette phase, pour en déduire ensuite la
position de tous les autres états faiblement liés.

2-3 Le problème du dernier état lié

Depuis notre étude du puits carré au chapitre précédent, nous savons
que cette zone où le dernier état n’est que très faiblement lié correspond à
une divergence de la longueur de diffusion (théorème de Levinson). Elle
peut donc jouer un rôle important dans les expériences et nous allons ap-
profondir l’écart entre prédiction WKB et calcul numérique visible sur la
figure 4.

Le point clé pour comprendre cet écart réside dans la condition de vali-
dité (24) associée au raccordement entre région permise et région interdite.
Rappelons que cette condition porte sur la courbure du potentiel V (r), qui
doit être suffisamment faible pour que l’approximation linéaire de ce po-
tentiel soit valable sur une plage adéquate de valeurs de r.

Quand on transpose cette condition au potentiel de van der Waals avec
un point tournant en Rb, on trouve

Rb . RvdW. (38)

Pour l’énergie Ej = −C6/R
6
b donnée par (34), le point tournant Rb,j est

donné par
Rb,j
RvdW

≈ 1√
jd − j

. (39)

La condition de validité (38) sera donc essentiellement satisfaite pour
toutes les valeurs de j sauf jmax, puisque jd − jmax peut devenir notable-
ment plus petit que 1 quand le dernier niveau est très proche de la limite
de dissociation. Dans ce cas, le point tournant dépasse la valeur RvdW, la
condition de validité (38) est violée et cela explique l’écart observé entre
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FIGURE 7. Distribution de probabilité du dernier état lié (jmax = 25) pour diffé-
rentes positions du cœur dur, 0.1580, 0.1588 et 0.1596RvdW, correspondant à des
énergies de liaison notablement différentes : -11.3,-2.95,-0.20 EvdW (rouge, violet,
bleu).

prédiction WKB et calcul numérique pour ce dernier niveau (BOISSEAU,
AUDOUARD et al. 1998 ; GAO 1999)

À titre d’exemple, nous avons tracé sur la figure 7 la variation de la den-
sité de probabilité |ujmax(r)|2 du dernier état lié jmax pour trois positions
voisines du cœur dur, mais correspondant à des énergies du dernier état lié
notablement différentes : -11.3,-2.95,-0.20 EvdW. On constate que pour les
deux premières, la particule relative est localisée relativement près de l’ori-
gine (r . RvdW) alors que dans le troisième cas, faiblement lié, la particule
est majoritairement au delà de ce point. Selon le critère (38), on s’attend à ce
que la prédiction semi-classique soit correcte dans les deux premiers cas, et
moins bonne dans le troisième. C’est effectivement ce que l’on constate en
revenant à la figure 4 pour ces valeurs de la position du cœur dur (chaque
point est signalé par un rond violet).

Notons pour terminer que cette mise en défaut de l’approximation
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semi-classique pour le dernier état lié ne remet pas en cause l’universa-
lité des positions relatives des états faiblement liés. Simplement la position
du dernier état doit être calculée numériquement en fonction de la posi-
tion du cœur dur, comme nous l’avons fait en figure 4. Une fois ce calcul
effectué, la connaissance expérimentale de la position d’un état faiblement
lié permet bien de prédire la position des autres.

2-4 États liés de moment cinétique ` = 2

Dans tout ce qui précède, nous nous sommes intéressés au cas d’états
de moment cinétique ` = 0 ; en effet, du fait des très basses températures
en jeu dans les expériences, c’est le régime de l’onde s qui domine les col-
lisions entre atomes. Toutefois, nous allons voir que les expérimentateurs
peuvent produire , à partir de collisions dans l’onde s, des états liés de mo-
ment cinétique ` = 2 ; cela est possible car la transition libre-lié se fait par
en passant par un état excité lui-même superposition de plusieurs états de
moments cinétiques différents.

Le calcul des états liés de moment cinétique ` = 2 se mène comme pour
` = 0, en faisant la substitution

−C6

r6
−→ −C6

r6
+

~2`(`+ 1)

2mrr2
avec ` = 2. (40)

L’introduction du potentiel centrifuge n’introduit aucune échelle de lon-
gueur (on dit qu’il est invariant d’échelle) comme on peut s’en convaincre en
écrivant l’équation de Schrödinger avec les unités de longueur et d’énergie
RvdW et EvdW pour un potentiel tronqué :

−d2u

dr2
+

(
−16

r6
+
`(`+ 1)

r2

)
u = Eu avec u(Ra) = 0 et ` = 2. (41)

En reprenant les paramètres de la figure 4, nous avons tracé en figure 8
les énergies des derniers états liés pour les deux moments cinétiques ` = 0
(en rouge) et ` = 2 (en vert). On constate que l’énergie E`=2

j est géné-
ralement proche de E`=0

j . Cela se comprend aisément sur l’équation de
Schrödinger (41) : si l’état lié n’occupe que la région r � RvdW, le potentiel
centrifuge 1/r2 est une petite perturbation du potentiel de van der Waals
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FIGURE 8. Les derniers états liés dans un potentiel de van der Waals tronqué en
Ra, pour un moment cinétique ` = 0 (points rouges, identiques à ceux de la figure
4) et ` = 2 (points vert). Une figure quasi-identique (à une translation globale
près) est obtenue pour tout autre type de potentiel à courte portée, comme le terme
C12/r

12 du potentiel de Lennard-Jones.

1/r6, l’énergie E`=2
j étant simplement légèrement supérieure à E`=0

j . En
revanche quand le dernier état lié est proche de la limite de dissociation,
le terme en 1/r2 ne peut pas être traité perturbativement. Le lien entre les
comportements des états faiblement liés de différents moments cinétiques
` est étudié en détail par GAO (2000) et GAO (2001).

3 Mesure expérimentale des états faiblement liés

Les prédictions que nous venons de faire à propos des énergies des états
faiblement liés sont extrêmement contraignantes. Si on suppose connue
la valeur de C6, la position de ces états est déterminée par un seul para-
mètre, la position du cœur dur pour un potentiel de van der Waals tronqué
ou plus généralement la phase globale imposée aux différentes fonctions
d’onde par le potentiel à courte portée. Pour une espèce atomique don-
née, les énergies des différents états liés doivent donc se positionner sur

76



CHAPITRE IV. INTERACTION DE VAN DER WAALS ET UNIVERSALITÉ À BASSE ÉNERGIE § 3. Mesure expérimentale des états faiblement liés

une ligne verticale dans les tracés des figures 6 ou 8. Nous allons montrer
que c’est effectivement le cas, en prenant l’exemple d’expériences récentes
menées sur l’atome d’ytterbium. Ces expériences utilisent une technique
expérimentale très précise, la photoassociation à deux couleurs.

Nous ne donneront pas ici une bibliographie exhaustive au sujet de la
photoassociation d’atomes froids. Les chercheurs du laboratoire Aimé Cot-
ton ont joué un rôle pionnier dans le développement de cette technique et
nous renvoyons le lecteur intéressé à l’article de revue de PILLET, VAN-
HAECKE et al. (2003), ainsi que vers THORSHEIM, WEINER et al. (1987),
WEINER, BAGNATO et al. (1999), STWALLEY & WANG (1999), ABEELEN &
VERHAAR (1999), KOSTRUN, MACKIE et al. (2000), BAHNS, GOULD et al.
(2000), ARAUJO, WEINSTEIN et al. (2003) et DULIEU, RAOULT et al. (2006).

3-1 La photoassociation à deux couleurs

Partant d’un gaz très froid, on éclaire les atomes avec un faisceau lu-
mineux contenant deux fréquences ω1 et ω2 et on cherche à induire des
transition depuis l’état asymptotiquement libre d’une paire d’atomes vers
un dimère faiblement lié (figure 9, haut). Si on néglige l’énergie cinétique
incidente, très faible, la transition s’effectuera avec un taux maximal quand
la condition de résonance :

~(ω1 − ω2) = |Ej | (42)

est satisfaite. Pour être efficace, on doit choisir les fréquences ω1 et ω2

proches d’une résonance vers un état électronique excité.

Considérons une paire d’atomes bosoniques. L’état collisionnel incident
correspond à ` = 0 ; sinon, la barrière centrifuge empêche les atomes de
s’approcher suffisamment pour que le recouvrement avec l’état lié visé
soit appréciable (figure 9, bas). Comme expliqué par CIURYŁO, TIESINGA

et al. (2004) et BORKOWSKI, CIURYŁO et al. (2009) pour le cas des atomes
alcalino-terreux, on peut ainsi former, après passage dans l’état électro-
nique excité, des dimères de moment cinétique dans l’état électronique
fondamental ` = 0 et ` = 2.

paire libre: E > 0

` = 0

V
(r
)

` = 2

E > 0

r

V
(r
)

FIGURE 9. Haut : principe d’une expérience de photoassociation à deux couleurs
dans un gaz d’atomes froids. Bas : si le moment cinétique incident de la paire
d’atomes n’est pas nul, la barrière centrifuge empêche les atomes de s’approcher
suffisamment pour effectuer la transition vers un état lié. N.B. : l’échelle d’énergie
n’est pas respectée.

3-2 Un exemple : l’atome d’ytterbium

Pour illustrer les résultats qui précèdent, considérons les expériences ré-
centes menées sur l’atome d’Ytterbium par BORKOWSKI, BUCHACHENKO

et al. (2017) dans le groupe de Y. Takahashi à l’université de Kyoto [voir
aussi KITAGAWA, ENOMOTO et al. (2008)]. Les expériences ont été effec-
tuées sur un condensat de Bose-Einstein, ce qui permet d’éliminer la contri-
bution de l’énergie cinétique initiale au déplacement et à l’élargissement de
la raie de photoassociation.

Le schéma expérimental est représenté sur la figure 10. Les deux lon-
gueurs d’onde nécessaires à la photoassociation sont générées à partir
d’un même faisceau lumineux grâce à deux modulateurs acousto-optiques
(AOM). Le signal de photoassociation consiste en une perte d’atomes
quand la résonance Raman "libre-lié" est atteinte (figure 11). La mesure
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FIGURE 10. Schéma de l’expérience de photo-association à deux couleurs menée
dans le groupe de Y. Takahashi sur des atomes d’Ytterbium. Figure extraite de
BORKOWSKI, BUCHACHENKO et al. (2017).

FIGURE 11. Un signal typique de photo-association dans un condensat de 170Yb.
On perd une fraction significative des atomes lorsque la résonance depuis l’état
incident (libre) vers un des états liés du potentiel moléculaire est atteinte. Figure
extraite de BORKOWSKI, BUCHACHENKO et al. (2017).

est faite pour plusieurs intensités lumineuses et pour plusieurs densités
atomiques, et on procède ensuite à une extrapolation à intensité et densité
nulles pour éliminer les effets systématiques associés.

Les mesures de BORKOWSKI, BUCHACHENKO et al. (2017) ont été faites
pour plusieurs isotopes de l’ytterbium (168, 170,174) ce qui permet de tes-
ter la variation des prédictions théoriques pour plusieurs masses réduites.
Concentrons-nous ici sur l’isotope 170. BORKOWSKI, BUCHACHENKO et al.
(2017) ont mesuré 6 raies correspondant aux états les plus faiblement liés,
3 étant assignées à un état ` = 0 et les trois autres à ` = 2 (table 1).

` = 0 ` = 2

27.70024 (44) 3.66831 (32)
463.72552 (80) 398.05626 (46)

1922.01467 (505) 1817.14074 (80)

TABLE 1. Résonances de photo-association (en MHz) mesurées par BORKOWSKI,
BUCHACHENKO et al. (2017) pour l’isotope 170Yb, pour lequel EvdW /h =
3.5 MHz.
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3-3 Comparaison avec le modèle théorique

Pour vérifier que le modèle décrit plus haut rend bien compte de ces
résultats, reprenons en figure 12 le tracé de la figure 8 réalisé pour un po-
tentiel de van der Waals tronqué. Nous limitons désormais le tracé à un
intervalle de variation de Ra/RvdW correspondant à une période pour la
séquence d’apparition des nouveaux états. Reportons également sur la fi-
gure 12 les six niveaux de la table 1 comme des lignes horizontales, en
prenant la valeur de C6 donnée au cours 1 : C6 = 1929 unités atomiques
(EvdW /h = 3.5 MHz), et regardons quand les énergies de ces 6 niveaux
coupent les prédictions théoriques. On constate que les six intersections se
produisent quasiment toutes pour la même valeur de Ra/RvdW ≈ 0.1614,
ce qui est une confirmation remarquable du modèle théorique simple dé-
veloppé ici.

Le fait que la valeur de Ra/RvdW ≈ 0.1614 ne soit déterminée que mo-
dulo la période d’apparition des nouveaux états liés n’est pas un problème
s’il s’agit de déterminer la longueur de diffusion, car nous allons voir que
sa valeur est régie par les mêmes lois que ces derniers états liés.

En pratique, l’extrême précision des mesures de BORKOWSKI, BUCHA-
CHENKO et al. (2017), meilleure que le kHz, permet de raffiner consi-
dérablement le modèle présenté ici. On peut ajouter des termes correc-
tifs concernant l’attraction à grande distance, en −C8/r

8 et −C10/r
10. On

peut également tester des corrections (faibles) à l’approximation de Born–
Oppenheimer (LUTZ & HUTSON 2016).

4 Longueur de diffusion pour l’interaction vdW

Il existe de nombreuses méthodes pour estimer la longueur de diffu-
sion d’un gaz d’atomes, depuis la mesure de la section efficace de collision
élastique σ = 8πa2 dans une expérience de thermalisation jusqu’à l’uti-
lisation de l’énergie de champ moyen 2π~2aρ/mr dans un condensat de
Bose–Einstein de densité ρ. Nous n’allons pas passer toutes ces méthodes
en revue ici, mais nous concentrer sur la technique la plus précise, fondée
sur son lien avec les positions des derniers états liés, que nous avons étu-
diés dans les sections qui précèdent.

0.16 0.162
−10

−8

−6

−4

−2

0

2
170Yb

Ra/RvdW

−
(|E

j
|/
E

v
d
W
)1
/
3

FIGURE 12. Validation du modèle développé précédemment : les lignes horizon-
tales représentent les énergies mesurées expérimentalement pour les 6 derniers
états liés du dimère 170Yb2. Les intersections de ces lignes avec les positions cal-
culées des niveaux d’énergie (` = 0 en rouge et ` = 2 en vert) se font pour une
seule et même valeur de l’unique paramètre libre du modèle, le rapport Ra/RvdW,
qui est donc complètement déterminé (modulo la période du modèle).
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4-1 Etats de diffusion et réflexion quantique

Puisque nous disposons à la fois de l’approximation WKB et de la réso-
lution numérique de l’équation de Schrödinger, il est intéressant de com-
mencer notre étude en comparant les solutions d’énergie positive, corres-
pondant aux états stationnaires de diffusion. La solution WKB pour la
fonction d’onde réduite u(r) d’énergie E s’écrit pour le potentiel de van
der Waals tronqué par un cœur dur au point Ra :

u(r) =
1√
k(r)

sin

(∫ r

Ra

k(r′) dr′
)

avec
~2k2(r)

2mr
= E +

C6

r6
. (43)

Quand r → ∞, cette solution se comporte comme une superposition de
e±ik0r/

√
k0 avec ~2k20

2mr
= E, ce qui correspond à une normalisation assurant

un courant de probabilité indépendant de E. Nous prendrons ici la même
convention de normalisation pour les solutions de l’équation de Schrödin-
ger trouvées numériquement.

La figure 13 montre trois solutions correspondant aux trois énergies 4

E/EvdW = 0.0025, 0.025, 0.25 pour un cœur dur donné (Ra/RvdW =
0.1588). Les tracés rouges correspondent aux solutions calculées numéri-
quement et les tracés bleus à l’approximation WKB. Sur ce tracé à grande
échelle (r/RvdW entre 0 et 200), aucune différence majeure n’apparaît entre
les prédictions des deux approches.

Faisons maintenant un agrandissement de la zone à petit r (figure 14).
On voit que la solution WKB a une amplitude notablement plus grande
que la solution exacte (noter la différence d’échelle verticale entre les deux
tracés). Plus précisément, les trois solutions WKB sont quasiment iden-
tiques dans cette zone pour les trois énergies considérées. Au contraire,
l’amplitude des solutions exactes diminue quand E diminue. La probabi-
lité de présence dans cette zone décroît à peu près comme

√
E.

Cette différence importante des amplitudes entre résultat numérique
exact et approximation WKB est encore plus évident sur la figure 15, où
l’on a tracé la densité de probabilité de présence |u(r)|2 dans le cas de

4. Donnons un exemple numérique pour fixer les idées. Pour le rubidium, EvdW/h = 6
MHz ou encore EvdW/kB = 300µK. Les énergies considérées ici correspondent donc à des
températures de 750 nK, 7.5µK et 75µK, ce qui est représentatif des paramètres rencontrés
dans une expérience d’atomes froids.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

−2

0

2

r/RvdW

u
(r
)

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

−2

0

2

r/RvdW

u
(r
)

FIGURE 13. Fonctions d’onde réduites pour des énergies faibles et positives
E/EvdW = 0.0025, 0.025, 0.25 pour un potentiel de van der Waals−C6/r

6 tron-
qué en Ra/RvdW = 0.1588. Haut : résolution numérique de l’équation de Schrö-
dinger. Bas : solution obtenue dans le cadre de l’approximation semi-classique. La
normalisation choisie ici conduit à un courant de probabilité indépendant de E.
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

−0.25

0

0.25

r/RvdW

u
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)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

−0.5

0
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r/RvdW

u
(r
)

FIGURE 14. Mêmes fonctions d’onde que pour la figure 13, avec un zoom sur la
partie centrale. On constate que la probabilité de présence au voisinage de l’origine
est fortement réduite pour la solution exacte, comparée à l’approximation semi-
classique. Plus précisément, la probabilité de présence pour la solution exacte varie
comme

√
E et tend donc vers 0 quand E → 0.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

0

0.05

0.1

r/RvdW

|u
(r
)|2

FIGURE 15. Densité de probabilité pour la plus basse des énergies considérées sur
les figures 13 et 14, E/EvdW = 0.0025. On constate que l’approximation semi-
classique (en bleu) surestime cette probabilité de présence par un facteur ∼ 20.

l’énergie la plus faible, E/EvdW = 0.0025. On voit que la probabilité trou-
vée numériquement est réduite un facteur ∼ 20 par rapport à la prédiction
WKB.

Pour comprendre ce défaut majeur de l’approximation WKB pour les
états de diffusion à très basse énergie, il faut revenir à la condition de va-
lidité (11), exprimant que la longueur d’onde doit varier lentement sur
sa propre échelle. Prenons une particule arrivant depuis r = +∞ avec
une énergie cinétique E. En un point r, son énergie cinétique est égale à
E + C6/r

6 et un calcul simple donne

1

2π

∣∣∣∣dλdr
∣∣∣∣ =

3r2/4

(1 + Er6/16)3/2
(44)

où les longueurs et les énergies sont exprimées en unités deRvdW et EvdW.
Cette fonction, qui doit être petite devant 1 pour que l’approximation
WKB soit bonne, est tracée sur la figure 16. On voit que l’approximation
est tout juste marginale pour la plus grande des énergies considérées ici,
E/EvdW = 0.25 et devient franchement non correcte pour les énergies les
plus basses, au moins pour les distances r de l’ordre de RvdW.

La signification physique de cette mise en défaut de l’approximation
WKB est liée au fait que le potentiel de van der Waals varie en fait trop
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FIGURE 16. Variation de 1
2π

∣∣dλ
dr

∣∣ avec r, pour les trois énergies considérées dans
le texte, E/EvdW = 0.0025, 0.025, 0.25 (trait continu, tireté, et pointillé-tireté).

vite pour que la longueur d’onde "s’adapte adiabatiquement" au fur et à
mesure où la particule relative, arrivant de r = +∞, s’approche de r = 0
et est accélérée par ce potentiel. La situation que l’on rencontre ici porte le
nom de réflexion quantique, dont l’illustration la plus simple consiste en
une simple marche de potentiel, comme celle représentée sur la figure 17.
Considérons une particule qui arrive de la droite avec une énergieE � V0 ;
au lieu de descendre cette marche comme on l’attendrait classiquement, la
particule quantique peut effectuer un demi-tour, et la probabilité pour ce
comportement non intuitif tend vers 1 quand E/V0 → 0 : le flux transmis
tend vers 0 comme

√
E/V0, et le flux réfléchi est alors quasiment égal au

flux incident.

Le phénomène de réflexion quantique a été observé pour des atomes
sur une surface d’hélium liquide (NAYAK, EDWARDS et al. 1983 ; BER-
KHOUT, LUITEN et al. 1989) ou encore sur une surface solide (SHIMIZU

2001 ; DRUZHININA & DEKIEVIET 2003 ; PASQUINI, SHIN et al. 2004). Son
rôle dans les collisions entre atomes froids a été mentionné par CÔTÉ, HEL-
LER et al. (1996), mais il reste malgré tout méconnu. Or ce phénomène est
essentiel pour assurer le succès des expériences menées avec des gaz quan-
tiques : la réduction considérable de la probabilité de trouver les deux
atomes proches l’un de l’autre, par rapport à ce qu’on attendrait semi-
classiquement, conduit à une réduction drastique des pertes dans les gaz

x

E

V0

E

FIGURE 17. Réflexion quantique sur une marche de potentiel ; une particule arri-
vant depuis x = +∞ avec une énergieE � V0 fait demi-tour avec une probabilité
proche de 1, alors qu’une particule classique continuerait vers −∞.

froids et denses.

4-2 La solution exacte pour un potentiel vdW tronqué

Il est clair d’après ce qui précède que l’approximation semi-classique
n’est pas adaptée à la description quantitative de collisions à très basse
énergie dans le potentiel de van der Waals. Sa condition de validité dλ

dr � 1
n’est pas satisfaite et elle ne peut pas fournir la valeur de la longueur de
diffusion. Pour progresser, nous allons présenter dans ce paragraphe un
traitement exact pour le cas d’un potentiel de van der Waals tronqué par
un cœur dur en Ra, comme nous l’avons fait pour la recherche des états
liés. Une fois ce cas particulier compris, nous passerons dans le paragraphe
suivant (§ 4-3) au cas d’un potentiel répulsif à courte distance quelconque.

Nous partons de l’équation vérifiée par la fonction d’onde réduite à
E = 0 :

d2u

dr2
+

16

r6
u(r) = 0 avec r ≤ Ra : u(r) = 0, (45)

où les distances sont exprimées en unité de RvdW, et donc Ra � 1. En
suivant LANDAU & LIFSHITZ (1975), § 132 [voir aussi GRIBAKIN & FLAM-
BAUM (1993)], nous pouvons faire les changements de variable et de fonc-
tion suivants :

r =

√
2

x
, u(r) =

1

x1/4
φ(x) (46)
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pour aboutir à l’équation suivante

x2 d2φ

dx2
+ x

dφ

dx
+ (x2 − α2)φ(x) = 0 avec α =

1

4
et x ≥ xa : φ(x) = 0,

(47)
où le point xa = 1/2R2

a � 1 correspond à la position du cœur dur.

Cette équation est bien connue en mathématiques puisqu’elle sert à dé-
finir les fonctions de Bessel. Pour une valeur de α donnée, les solutions
forment un espace vectoriel de dimension 2, engendré par les fonctions
particulières Jα(x) et Yα(x), fonctions de Bessel de première et deuxième
espèce. Nous aurons besoin ici du comportement de ces fonctions (cf. Wi-
kipedia) :
— quand r →∞, donc quand x→ 0 :

J1/4(x) ≈ 1

Γ(5/4)

(x
2

)1/4

, (48)

Y1/4(x) ≈ −Γ(1/4)

π

(
2

x

)1/4

+
1

Γ(5/4)

(x
2

)1/4

; (49)

— quand r → Ra � 1, donc quand x→ xa � 1 :

J1/4(x) ≈
√

2

πx
cos

(
x− 3π

8

)
, Y1/4(x) ≈

√
2

πx
sin

(
x− 3π

8

)
.

(50)
Écrivons donc la solution de (47) sous la forme

φ(x) = AJ1/4(x) + B Y1/4(x). (51)

La condition φ(xa) = 0 avec xa � 1 impose

A

B
= −Y1/4(xa)

J1/4(xa)
≈ tan

(
xa −

3π

8

)
. (52)

L’examen de la solution pour x� 1 donne alors :

φ(x) ≈ A+B

Γ(5/4)

(x
2

)1/4

− BΓ(1/4)

π

(
2

x

)1/4

, (53)

ce qui donne pour la fonction u(r) :

u(r) ∝ r − a avec a = ā

[
1− tan

(
xa −

3π

8

)]
(54)

En réintroduisant l’unité naturelle de longueur RvdW = 1
2

(
2mrC6/~2

)1/4,
la quantité ā introduite ci-dessus est définie par 5

ā

RvdW
=

π

Γ(1/4)Γ(5/4)
≈ 0.9560. (55)

Pour terminer, remarquons que la quantité xa qui joue le rôle d’une
phase dans (54) a une interprétation simple. En réintroduisant là aussi
l’unité de longueur RvdW, on a

xa = 2
R2

vdW

R2
a

=

∫ +∞

Ra

k(r, E = 0) dr. (56)

Cette phase xa n’est donc rien d’autre que la phase accumulée entre r = Ra
et r = +∞ calculée dans l’approximation WKB. Nous avons dit plus haut
que cette approximation ne permet pas elle seule de calculer la longueur
de diffusion, mais elle n’est néanmoins pas totalement absente du résultat
correct.

4-3 L’approche de Gribakin et Flambaum

GRIBAKIN & FLAMBAUM (1993) ont donné une généralisation très élé-
gante de la discussion qui précède pour le cas d’un potentiel se compor-
tant comme −C6/r

6 à l’infini, mais avec un potentiel répulsif arbitraire à
courte portée. Nous ne reprendrons pas ici le détail de leur démarche, mais
nous la résumerons à l’aide de la figure 18. Le schéma du haut présente ce
que nous avons vu au paragraphe précédent. Dans le cas d’un potentiel
−C6/r

6 tronqué, la solution combinaison linéaire des fonctions de Bessel
J1/4(x) et Y1/4(x) est valable sur tout l’intervalle d’étude et fournit le ré-
sultat recherché. Il est donc inutile de passer par la solution WKB, qui de
toute façon ne serait valable qu’à relativement courte distance (zone verte),
mais deviendrait incorrecte autour de r = RvdW.

Dans le cas d’un potentiel répulsif à courte portée quelconque, la so-
lution en termes de fonctions de Bessel n’est correcte que pour les r assez
grands, pour lesquels ce potentiel est négligeable devant le potentiel de

5. Cette définition se trouve sous des formes différentes dans la littérature, ces formes
étant reliées entre elles par Γ(x)Γ(1− x) = π/ sin(πx).
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FIGURE 18. Haut : pour un potentiel de van der Waals tronqué, la solution en
termes de fonctions de Bessel J1/4 et Y1/4 est valable sur toute la plage r > Ra
(zone verte et zone bleue). La solution semi-classique en revanche n’est utilisable
que pour Ra < r < RvdW (zone verte). Bas : pour un potentiel à courte portée
régulier, la solution semi-classique est valable depuis le point tournant interne
jusqu’à RvdW (zone verte et zone rouge). La solution en termes de fonctions de
Bessel est valable quand le potentiel à courte portée est négligeable (zone verte et
zone bleue). Il est donc possible de raccorder les deux types de solution en un point
de la zone verte, le résultat final ne dépendant pas du point choisi.
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FIGURE 19. Variation de la longueur de diffusion avec la phase Φ.

van der Waals ; cette plage de valeurs de r correspond à la zone verte et à
la zone bleue dans le schéma du bas de la figure 18. La solution WKB quant
à elle est valable pour r assez petit, tant qu’on n’atteint pas le point autour
de r = RvdW (zone rouge et zone verte sur ce même schéma). L’idée de
GRIBAKIN & FLAMBAUM (1993) est donc de :

— choisir un point r∗ à l’intérieur de la zone verte ;

— utiliser la solution WKB à gauche de ce point, pour r < r∗ ;

— utiliser une combinaison linéaire de J1/4(x) et Y1/4(x) à droite de ce
point, pour r > r∗ ;

— raccorder ces deux solutions en r∗, et vérifier que le résultat pour a ne
dépend pas de la valeur choisie pour r∗.

La mise en œuvre de cette méthode ne pose aucun problème pratique.
Le résultat final prend une forme quasiment identique à (54-56) :

a = ā
[
1− tan

(
Φ− π

8

)]
avec Φ =

∫ +∞

Ra

k(r, E = 0) dr, (57)

où Ra est le point tournant intérieur pour E = 0. On retrouve donc la
phase WKB accumulée sur l’ensemble du domaine accessible qui interve-
nait déjà dans la définition de xa en (56). La seule différence entre (54)
et (57) réside dans le terme additionnel π/4 dans l’argument de la tan-
gente. Ce terme n’est pas surprenant : il vient simplement de la différence
de phase semi-classique entre un bord raide et un bord régulier, différence
que nous avions déjà signalée en (14-15).
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Nous avons tracé la variation de a avec la phase Φ sur la figure 19.
Cette variation montre des divergences successives de a, à chaque fois que
l’argument de la tangente vaut π/2 modulo π, c’est-à-dire :

Φ =
5π

8
mod [π]. (58)

D’après le théorème de Levinson, cette condition correspond au seuil d’ap-
parition d’un nouvel état lié dans le potentiel V (r), quand on varie par
exemple l’amplitude du potentiel à courte portée [cf. le résultat déjà an-
noncé en (36)]. Notons que l’on retrouve ici le fait déjà étudié en § 2-3 :
l’approximation semi-classique est inexacte pour décrire ce dernier état lié,
puisque la formule (14) prédirait un seuil d’apparition à Φ = π

2 mod [π].
On pourra vérifier que le décalage de π

8 mod [π] entre les deux prédictions
est directement observable sur les tracés de la figure 4.

Notons que la longueur de diffusion ainsi calculée est "majoritairement"
positive ; si on suppose que la phase Φ est aléatoire et uniformément répar-
tie entre 0 et π, on obtient une valeur positive de a avec une probabilité de
3/4 et négative pour une probabilité de 1/4.

Portée effective. Il est également possible de calculer la portée effective
re en utilisant cette approche (GAO 1998a ; FLAMBAUM, GRIBAKIN et al.
1999) :

re = C ā

[
1− 2

ā

a
+ 2

( ā
a

)2
]

avec C =
[Γ(1/4)]4

6π2
≈ 2.918. (59)

Cette quantité est toujours positive et diverge à chaque fois que a s’annule.

4-4 Universalité dans le problème vdW

Nous abordons maintenant le dernier point de notre étude qui porte
sur l’universalité complète du potentiel de van der Waals, regroupant la
valeur de la longueur de diffusion et la position des derniers états liés. Di-
verses facettes de cette universalité ont été abordées, de manière pas tou-
jours explicite d’ailleurs, par différents auteurs et notamment GAO (1998b),
CRUBELLIER, DULIEU et al. (1999), FLAMBAUM, GRIBAKIN et al. (1999) et
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FIGURE 20. Fonction d’onde ujmax
(r) du dernier état lié (rouge) et de l’état u0(r)

d’énergie nulle (bleu) dans un potentiel de Lennard-Jones avec un minimum en
Rmin = 0.1002RvdW .

BOISSEAU, AUDOUARD et al. (2000). Nous allons faire ici une synthèse des
principaux résultats pour les présenter sous forme graphique [voir figure
21].

Pour commencer, rappelons le résultat déjà obtenu pour les états liés.
Nous sommes partis de la "mise en phase" des fonctions d’onde uj(r) de
ces différents états dans la région intermédiaire (verte) de la figure 7. Cette
région intermédiaire correspond aux positions r pour lesquels le potentiel
répulsif à courte portée devient négligeable devantC6/r

6 ; la mise en phase
est due aux deux éléments suivants : (i) le point tournant de gauche est
quasiment le même pour tous ces états ; (ii) dans cette région où l’approxi-
mation semi-classique est valable, le nombre d’onde k(r, Ej) (en un point r
donné) est quasiment le même pour toutes les énergies Ej des états faible-
ment liés. Il n’est donc pas nécessaire de connaître les détails du potentiel
à courte portée. Seule compte la phase commune qu’il impose à ces fonc-
tions d’onde. On pourrait d’ailleurs remplacer ce potentiel à courte portée
par un cœur dur situé en un point Ra égal à un des nœuds communs à
toutes les fonctions uj(r) dans la région intermédiaire : les valeurs des Ej
ne seraient pas modifiées dans cette substitution.

Considérons maintenant l’état d’énergie nulle, dont le comportement
asymptotique u0(r) ∝ r − a détermine la longueur de diffusion. La "mise
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en phase" précédente se produit également pour cet état car son point tour-
nant gauche est quasiment le même que celui d’un état faiblement lié et
son nombre d’onde dans la région intermédiaire k(r, E = 0) est également
très voisin du nombre d’onde k(r, Ej) des derniers états liés. Ce point est
illustré par un exemple en figure 20.

L’universalité trouvée pour les états liés s’étend donc immédiatement à
la longueur de diffusion a, dont la valeur n’est fonction que de

∫
k(r, E =

0) dr modulo π [Eq. (57)]. Comme pour les Ej , la valeur de a ne serait pas
modifiée si l’on substituait au potentiel à courte portée un cœur dur loca-
lisé en n’importe lequel des nœuds communs aux uj(r) et à u0(r) dans la
région intermédiaire coloriée en vert sur les figures 7 et 20. Par conséquent,
pour le problème qui nous intéresse ici, le seul rôle du potentiel répulsif à
courte portée est de fixer la phase commune de l’oscillation des uj(r) et de
u0(r) dans la région intermédiaire. Une fois cette phase fixée, l’ensemble

{a,Ejmax
, Ejmax−1, Ejmax−2, . . .} (60)

est entièrement déterminé.

Idéalement, la connaissance d’un seul élément de cet ensemble permet
de remonter à la phase commune et donc à tous les autres éléments. C’est
l’universalité annoncée. En pratique, comme nous allons le voir, il est sou-
vent utile de mesurer deux ou trois énergies d’états liés Ej pour affiner
la détermination de C6 et d’éventuelles autres corrections à longue portée
(−C8/r

8 par exemple), et pour en déduire ensuite la longueur de diffusion
avec une bonne précision. Par ailleurs, rappelons que seuls sont concernés
ici les états d’énergie Ej suffisamment peu profonde pour que leur point
de rebroussement atteigne la zone intermédiaire coloriée en vert.

Une fois acquis le fait que l’ensemble des nombres (60) ne dépendent
que d’une seule variable (la phase commune des uj et de u0), il devient pos-
sible d’utiliser l’un d’entre eux comme paramètre et tracer tous les autres
en fonction de ce paramètre. C’est ce que nous avons fait sur la figure 21.
Il s’agit d’un tracé en coordonnées polaires (θ, ρ), où l’angle θ est défini
comme

θ

2
= Φ− π

8
⇒ a = ā [1− tan(θ/2)] (61)

avec comme en (55) ā = 0.956RvdW. L’angle polaire θ = 0 correspond donc
à a = ā, l’angle θ = π à une longueur de diffusion a = ±∞. Le secteur a < 0
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FIGURE 21. Tracé en coordonnées polaires de la relation universelle liant l’en-
semble {a,Ejmax

, Ejmax−1, Ejmax−2, . . .} où les Ej sont des états liés de moment
cinétique ` = 0 (bleu) ou ` = 2 (rouge). L’angle polaire paramétrise la longueur
de diffusion selon la loi (61) et le rayon vecteur la valeur des énergies des états
liés selon (62). La zone colorée en rouge correspond à une longueur de diffusion
négative.
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correspond au quart de plan compris entre θ = π/2 et θ = π. Le long du
rayon vecteur d’angle θ, nous avons repéré en bleu (resp. rouge) la valeur
des énergies des derniers états liés ` = 0 (resp. ` = 2), tracés aux points

ρj =

( −Ej
EvdW

)1/3

(62)

Le choix de la puissance 1/3 permet d’obtenir une courbe voisine d’une
spirale d’Archimède ρ ∝ θ, compte tenu des relations (34-57).

Nous avons vérifié que ce tracé reste quasiment inchangé quand on
prend un potentiel de cœur dur, un potentiel de Lennard-Jones ou encore
un autre type de potentiel répulsif à courte distance. Le seul point impor-
tant est d’avoir suffisamment d’états liés pour que la zone intermédiaire
dominée par le potentiel de van der Waals −C6/r

6 ait une taille appré-
ciable.

Finalement, nous avons reporté sur le graphe 22 les paramètres expé-
rimentaux connus pour quelques espèces atomiques, superposés à la pré-
diction théorique déjà montrée en figure 21. On voit que l’accord avec le
modèle simple utilisé dans ce chapitre est excellent. Les données présen-
tées sur ce graphe sont extraites des articles suivants :

— Helium métastable : MOAL, PORTIER et al. (2006)

— Lithium 7 : ABRAHAM, MCALEXANDER et al. (1995)

— Calcium 40 : PACHOMOW, DAHLKE et al. (2017)

— Rubidium 85 : TSAI, FREELAND et al. (1997)

— Rubidium 87 : WYNAR, FREELAND et al. (2000)

— Strontium 88 : ESCOBAR, MICKELSON et al. (2008)

— Ytterbium 170 et 174 : BORKOWSKI, BUCHACHENKO et al. (2017). Pour
cette espèce atomique, il est possible d’effectuer des mesures sur plu-
sieurs isotopes et de vérifier ainsi les lois d’échelle sur la masse ato-
mique ainsi que les corrections à l’approximation Born–Oppenheimer
(VERHAAR, KEMPEN et al. 2009).

Pour les atomes alcalins, nous nous sommes restreints ici au cas où nous
avons pu trouver des données fiables pour les collisions dans l’état triplet,
pour lesquelles un seul canal entre en jeu. Pour les autres types de collision,
la description multi-canaux vient compliquer les lois trouvées ici.
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FIGURE 22. Même graphe que pour la figure 21, avec une série de données ato-
miques. On constate que le modèle développé dans ce chapitre rend très bien compte
du lien universel entre longueur de diffusion et énergies des derniers états liés.
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FIGURE 23. Comparaison entre la valeur exacte de l’énergie du dernier état lié,
trait rouge continu, et les approximations (63) en vert pointillé et (64) en bleu
tireté. Le calcul est fait pour un potentiel de van der Waals tronqué en Ra au
voisinage de la résonance, pour a variant de 3.2RvdW à +∞.

Pour conclure, insistons sur le fait que l’universalité trouvée ici reliant
longueur de diffusion et positions des derniers états liés va bien au-delà de
la relation

Elie ≈ −
~2

2mra2
(63)

qui donne (quel que soit le potentiel) l’énergie du dernier état lié quand
a→∞. Elle est valable quelle que soit la valeur de a pourvu que le puits de
potentiel soit suffisamment profond pour contenir de nombreux états liés.
Signalons également sans démonstration une amélioration de l’approxi-
mation (63) comme un développement en puissances de 1/(a − ā) avec le
terme dominant (GAO 2004) :

Elie ≈ −
~2

2mr(a− ā)2
. (64)

Les deux approximations (63) et (64) sont tracées ensemble sur la figure 23 ;
on constate que la seconde approximation est effectivement plus précise
que la première.
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Chapitre V

Les résonances de diffusion

Nous abordons dans les deux cours qui suivent les résonances de dif-
fusion et plus précisément les résonances de Fano–Feshbach. Il s’agit d’un
outil essentiel de la physique des gaz quantiques qui a ouvert la voie au
régime des interactions fortes, que l’on atteint quand la longueur de diffu-
sion devient de l’ordre de la distance entre particules dans le gaz. Elles per-
mettent également de préparer des gaz en interaction quasi-nulle (a = 0),
réalisant ainsi le modèle du gaz parfait. Elles sont par ailleurs une source
de données très précises sur la structure des dimères et donc sur les po-
tentiels inter-atomiques. Elles ont enfin permis le développement d’une
recherche très originale sur les systèmes à petit nombre de corps (few-body
problem), avec notamment l’étude d’états d’Efimov.

Nous commencerons par situer les résonances de Fano–Feshbach dans
le cadre général des résonances de diffusion qui, pour une collision en onde
s, conduisent à une divergence de la longueur de diffusion. Nous mon-
trerons l’originalité des résonances de Fano–Feshbach qui mettent en jeu
deux canaux de collision, l’un ouvert, l’autre fermé, dont on peut contrôler
les énergies relatives et traverser ainsi la résonance. Nous nous interroge-
rons également sur la signification d’une longueur de diffusion infinie et
nous étudierons pour cela un modèle très instructif, proposé par BUSCH,
ENGLERT et al. (1998), qui donne de manière exacte les états propres d’un
système à deux particules confinées dans un piège harmonique. Nous dé-
velopperons ensuite un modèle simple de résonance à deux canaux, pour
lequel un traitement analytique peut être mené. Ce modèle fera appel à
la notion de potentiel séparable que nous préciserons préalablement dans
le cas mono-canal. Dans le chapitre suivant, nous approfondirons ce mo-

dèle pour dégager la notion importante de largeur de résonance et clarifier
la contribution du canal fermé. Nous passerons à la description de traite-
ments plus quantitatifs de ces résonances, pour terminer par la présenta-
tion de quelques expériences récentes. Nous examinerons les principaux
outils disponibles au laboratoire pour caractériser ces résonances et nous
verrons qu’elles peuvent avoir des prolongements inattendus, en lien par
exemple avec la théorie du chaos quantique.

Au cours des vingt dernières années, la littérature traitant des réso-
nances de Fano–Feshbach dans les gaz atomiques est devenue extrême-
ment vaste et il n’est pas possible de citer ici tous les travaux importants
qui ont été menés. Nous renvoyons le lecteur vers les articles de revue de
KÖHLER, GÓRAL et al. (2006) et CHIN, GRIMM et al. (2010) qui présentaient
au moment de leur parution un panorama complet du domaine.

1 Exemples de résonances de diffusion

Dans ce chapitre et le suivant, nous nous intéresserons principale-
ment aux résonances de Fano-Feshbach, obtenues en couplant deux ca-
naux de diffusion, l’un ouvert, l’autre fermé. Pour mettre ces résonances
en perspective, nous allons brièvement passer en revue dans cette pre-
mière section quelques types de résonances rencontrées dans la physique
des atomes froids.
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FIGURE 1. Résonance à énergie nulle. Gauche : Ce type de résonance survient
quand le dernier état lié du potentiel V (r) est très proche de la limite de disso-
ciation ou si un nouvel état lié est proche du seuil d’apparition pour une légère
variation de V (r) (N.B. la position des niveaux d’énergie est purement indica-
tive). Droite : le trait plein représente la variation de la section efficace de diffusion
selon la loi (2). Quand l’état lié est exactement à la limite de dissociation, la section
efficace varie comme 8π/k2 et diverge donc en k = 0 (courbe tiretée).

1-1 Résonance à énergie nulle

La résonance à énergie nulle est un processus que nous avons déjà ren-
contré dans les chapitres qui précèdent. Elle se produit pour des collisions
en onde s ; elle survient quand un nouvel état lié est sur le point d’ap-
paraître ou quand il vient d’apparaître, suite à la variation d’un des pa-
ramètres du potentiel inter-atomique V (r), le coefficient C6 par exemple
(figure 1, gauche).

L’amplitude de diffusion peut s’écrire dans ce cas :

f(k) ≈ − a

1 + ika
(1)

ce qui correspond à une section efficace pour des bosons polarisés variant
comme (cf. figure 1, droite) :

σ(k) = 8π|f(k)|2 =
8πa2

1 + k2a2
avec E =

~2k2

2mr
. (2)

Au point précis où la résonance se produit (a = ∞), la section efficace at-
teint sa plus grande valeur autorisée par l’unitarité de la mécanique quan-

tique :

Régime unitaire pour des bosons polarisés : σ(k) =
8π

k2
. (3)

Le césium en champ magnétique nul présente la particularité d’être na-
turellement dans ce régime (ARNDT, DAHAN et al. 1997). On montre sur la
figure 2 une mesure de la section efficace de collision élastique en fonction
de la température pour un gaz d’atomes de césium polarisés (état triplet
|f = mf = 4〉 pour lequel les spins de l’électron externe et du noyau sont
alignés). On voit que la section efficace varie comme σ(T ) ∝ 1/T , en accord
avec la prédiction du régime unitaire (3).

Une analyse fine de ces résultats et de la position des derniers états liés
ont permis à KERMAN, CHIN et al. (2001) de déterminer la longueur de dif-
fusion pour cet état triplet. Elle vaut 2400 ± 100 a0, soit 130 nm. Elle n’est
pas infinie à strictement parler, mais elle est 25 fois plus grande que la va-
leur la plus probable ā (soit une section efficace 625 fois plus grande qu’at-
tendu naïvement !). À première vue, une telle longueur de diffusion semble
une bonne nouvelle pour l’obtention d’un condensat de Bose–Einstein, car
elle permet de mener le refroidissement par évaporation extrêmement ra-
pidement. Malheureusement, cette résonance de diffusion s’accompagne
(comme pratiquement toujours pour des bosons) de pertes importantes par
collisions inélastiques qui empêche la condensation en champ magnétique
faible (SÖDING, GUERY-ODELIN et al. 1998). L’utilisation judicieuse de ré-
sonances de Fano–Feshbach en champ plus élevé et pour un état interne
différent de l’état triplet a permis à WEBER, HERBIG et al. (2003) de contour-
ner cette difficulté et de condenser finalement cette espèce atomique.

1-2 Résonance de forme

Une résonance de forme se produit quand le potentiel inter-atomique
se comporte de manière répulsive à l’infini, comme c’est le cas pour des
collisions en ondes partielles de moment cinétique non nul. Dans ce cas,
le potentiel centrifuge variant comme 1/r2 est dominant à longue distance
par rapport au potentiel de van der Waals en −1/r6.

La situation est alors analogue à celle d’une cavité Fabry–Perot en op-
tique. Il peut y avoir un (ou plusieurs) état d’énergie positive E∗ confiné à
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FIGURE 2. Mesure de la section efficace de collision élastique pour un gaz
d’atomes de césium polarisés. Cette mesure est basée sur le temps de retour à l’équi-
libre thermique du gaz, τR, pour une densité n et une vitesse quadratique moyenne
v̄ connues. La courbe en trait plein représente la prédiction obtenue par dynamique
moléculaire pour un gaz de même densité et de même température et placé dans le
régime unitaire (3). Figure extraite de ARNDT, DAHAN et al. (1997).

l’intérieur du puits de potentiel situé au voisinage de r = 0 (figure 3). Cet
état est l’équivalent du champ lumineux piégé dans une cavité formée de
deux miroirs (figure 4). Un dimère préparé dans cet état est instable et finit
par se dissocier, tout comme le champ lumineux finit par s’échapper de la
cavité Fabry–Perot puisque les miroirs ne sont pas parfaitement réfléchis-
sants. La durée de vie du dimère peut être grande quand on la compare
aux périodes habituelles des oscillations moléculaires.

Considérons maintenant une collision entre deux atomes initialement
libres d’énergie voisine de E∗. La particule relative peut bien sûr rebon-
dir à l’extérieur de la barrière de potentiel, mais le dimère peut se former
temporairement. L’interférence entre ces deux processus provoque une va-
riation rapide du déphasage associé à cette onde partielle, et donc un pic
dans la section efficace de collision. Ce pic est d’autant plus fin et marqué
que la durée de vie de l’état quasi-lié est grande.
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FIGURE 3. Résonance de forme. Gauche : potentiel d’interaction en présence d’une
barrière centrifuge pour un moment cinétique non nul. Un état quasi-lié d’énergie
E∗ peut exister aux petites distances de r, sa durée de vie étant limitée par l’effet
tunnel à travers la barrière. Droite : résonance de la section efficace de diffusion
pour une énergie incidente voisine de E∗.

Plusieurs expériences d’atomes froids ont mis en évidence ce type de
résonance. VOLZ, DÜRR et al. (2005) l’ont observé pour l’onde d sur un
condensat de rubidium 87, avec une méthode de détection assez subtile,
puisqu’elle fait appel à des molécules elles-mêmes formées à partir d’une
résonance de Fano–Feshbach. Très récemment, YAO, QI et al. (2019) ont
observé une résonance de ce type en onde d dans un condensat de Bose–
Einstein de potassium 41.

1-3 Résonance de Fano–Feshbach

À la différence des deux processus décrits ci-dessus, une résonance de
Fano–Feshbach met en jeu au moins deux canaux de collision (figure 5).
Ce type de résonance multi-canaux a été introduit dans le cadre de la phy-
sique nucléaire par FESHBACH (1958) [voir aussi FESHBACH (1962)] et dans
le cadre de la physique atomique par FANO (1961). Les premiers dévelop-
pements historiques autour de ces idées sont décrits en détail dans l’article
de revue de CHIN, GRIMM et al. (2010).
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Faisceau incident

Faisceau réfléchi

FIGURE 4. Cavité Fabry-Perot formée de deux miroirs à grand coefficient de ré-
flexion. La variation du déphasage du faisceau réfléchi par rapport au faisceau
incident est similaire à celle trouvée pour une résonance de forme.

Dans le cadre de la physique des gaz quantiques, les premières men-
tions de ce type de résonance (STWALLEY 1976 ; REYNOLDS, SHINKODA et
al. 1986) sont venues de la physique de l’hydrogène atomique, qui était le
seul système disponible avant l’entrée en jeu du refroidissement par laser
et par évaporation. C’est l’équipe hollandaise regroupée autour de B. Ve-
rhaar qui a transposé ces idées aux collisions entre alcalins, en mettant en
avant les possibilités qu’elles ouvraient (TIESINGA, VERHAAR et al. 1993 ;
MOERDIJK, VERHAAR et al. 1995). Les premières démonstrations expéri-
mentales de ces résonances ont été faites au MIT par INOUYE, ANDREWS

et al. (1998) et à l’Université d’Austin par COURTEILLE, FREELAND et al.
(1998).

Nous nous intéressons ici au cas de collisions entre atomes froids et
nous décrirons donc ce processus pour des interactions en onde s, qui sont
les plus pertinentes en pratique. Le canal 1, appelé canal ouvert et décrit
par le potentiel inter-atomique V1(r), est celui dans lequel les deux parti-
cules en collision arrivent. Ce canal correspond à un certain état de spin
des atomes incidents. Le canal 2 décrit par V2(r) correspond à un autre
état de spin des atomes. C’est un canal fermé : la valeur de V2(r) à l’in-
fini est bien supérieure à l’énergie incidente des particules et sa population
après la collision est négligeable. En revanche, le couplage entre les deux
canaux durant la collision est significatif ; il peut induire une variation du
déphasage δ0, et donc modifier l’amplitude de diffusion et la section effi-
cace correspondante.

L’analogie avec la cavité Fabry–Perot donnée plus haut est également
intéressante dans ce cas. On s’attend naïvement (et cela sera confirmé par
une analyse quantitative) à ce que l’influence du canal fermé soit impor-
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FIGURE 5. Résonance de Fano–Feshbach : les particules incidentes sont prépa-
rées dans un état interne correspondant au canal ouvert. Lors de la collision, le
couplage quasi-résonnant à un état lié |φ0〉 du canal fermé provoque une modifi-
cation importante du déphasage collisionnel, et donc une résonance de l’amplitude
de diffusion et de la section efficace correspondante.

tante quand ce dernier présente un état lié |φ0〉 dont l’énergieEf est voisine
de l’énergie des particules incidentes, c’est-à-dire Ef ≈ V1(∞).

Un aspect essentiel de ces résonances est qu’il est possible de contrôler
finement la la différence d’énergie Ef − V1(∞). Il suffit pour cela que les
moments magnétiques des états de spin des deux canaux soient différents.
En première approximation, la variation du champ magnétique ambiant
aura pour effet de déplacer la courbe V2(r) par rapport à V1(r), et donc de
varier l’écart à résonance Ef − V1(∞).

La variation de la longueur de diffusion au voisinage d’une résonance
de Fano–Feshbach contrôlée par un champ magnétique est traditionnelle-
ment mise sous la forme

a = abg

(
1− B1

B −B0

)
, (4)

et dépend donc de trois paramètres : abg représente la longueur de dif-
fusion "de fond" (background) ; c’est essentiellement la valeur associée au
canal ouvert quand on est loin de la résonance. Le champ B0 donne la
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FIGURE 6. Variation de la longueur de diffusion avec le champ magnétique, selon
la loi (4), tracée ici pour B1 > 0. La ligne tiretée indique la valeur de la longueur
de diffusion "de fond" abg.

position de la résonance, là où la longueur de diffusion diverge, et le pa-
ramètre B1 donne la largeur en champ magnétique de la résonance. Sup-
posons pour fixer les idées que B1 est positif ; à gauche de la résonance,
quand on passe de B = B0 à B = B0 − B1, la valeur de a retombe de
l’infini à 2abg ; à droite de la résonance, pour B = B0 + B1, la longueur de
diffusion s’annule (figure 6).

Anticipons un peu sur les résultats qui vont suivre : nous allons montrer
que la résonance de Fano–Feshbach ne se produit pas exactement pour
Ef = 0, mais pourEf−∆ = 0 où ∆ est un déplacement en énergie que nous
allons calculer. Le lien entre le champ magnétiqueB et l’énergieEf de l’état
lié |φ0〉 du canal fermé (mesurée par rapport à la limite de dissociation du
canal libre) se fait donc par

Ef −∆ = δµ (B −B0) (5)

où δµ est la différence entre le moment magnétique de la paire d’atomes
dans le canal libre et le moment magnétique du dimère lié dans l’état |φ0〉.

Signalons également un point important concernant l’expression (4).
Nous verrons au prochain chapitre qu’une caractéristique importante
d’une résonance de Fano–Feshbach est sa largeur, qui détermine les poids

relatifs des canaux ouvert et fermé dans les états susceptibles d’apparaître.
Il serait tentant de poser que cette largeur est donnée par |B1|. Nous ver-
rons que la réalité est plus complexe : l’équation (4) est une paramétrisation
commode, mais qui masque partiellement les quantités physiques impor-
tantes caractérisant véritablement la résonance.

Nous présenterons à la fin du prochain chapitre des expériences ré-
centes qui illustrent la diversité des situations où une résonance de Fano–
Feshbach peut se manifester. Donnons ici le résultat d’une des premières
expériences où ces résonances ont été vues dans le cadre des gaz d’atomes
froids [cf. figure 7 extraite de INOUYE, ANDREWS et al. (1998)]. Cette expé-
rience a été menée sur un condensat d’atomes de sodium, pour lequel la
résonance se situe autour de 900 Gauss (0.09 T). La résonance se manifeste
à la fois par une perte accrue d’atomes sous l’effet des collisions inélas-
tiques et par une variation de l’énergie d’interaction, mesurée par expan-
sion balistique du gaz. Dans la même période, des résonances de Fano–
Feshbach ont été observées pour 85Rb (ROBERTS, CLAUSSEN et al. 1998 ;
COURTEILLE, FREELAND et al. 1998) et pour 133Cs (VULETIC, KERMAN et
al. 1999).

1-4 Résonance induite par le confinement

Ces résonances, initialement prédites par OLSHANII (1998), puis inter-
prétées physiquement par BERGEMAN, MOORE et al. (2003), se produisent
quand les atomes sont fortement piégés selon une ou deux directions de
l’espace. Considérons par exemple des atomes bougeant librement le long
d’un tube d’axe z, avec un confinement fort dans le plan xy, caractérisé
par la fréquence d’oscillation ω⊥. Partant d’atomes interagissant avec une
longueur de diffusion a à 3 dimensions, OLSHANII (1998) et BERGEMAN,
MOORE et al. (2003) montrent qu’on peut modéliser l’interaction entre
deux atomes confinés par une distribution de Dirac, g1Dδ(z1 − z2), avec

g1D =
2~2a

mra2
⊥

1

1− Ca/a⊥
avec C = 1.4603, (6)

où a2
⊥ = ~/mrω. Une résonance de diffusion se produit donc quand a⊥ =

Ca.

L’interprétation de ce phénomène est en fait très proche d’une réso-
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FIGURE 7. Résonance de Fano–Feshbach détectée sur un condensat d’atomes de
sodium. Le graphe du haut montre la perte d’atomes au voisinage de la résonance.
Le graphe du bas montre la variation de la longueur de diffusion, déduite d’une
mesure de l’énergie d’interaction du gaz, elle-même déduite de l’expansion balis-
tique du nuage d’atomes quand on le relâche du piège. Figure extraite de INOUYE,
ANDREWS et al. (1998).

nance de Fano–Feshbach. Les différents canaux sont les différents états
d’excitation du mouvement transverse des atomes. Le canal ouvert cor-
respond à l’état fondamental, d’énergie ~ω⊥. Le canal fermé intéressant est
le niveau excité du mouvement transverse d’énergie 3~ω⊥, qui contient un
état de moment cinétique orbital `z = 0 et qui peut donc se coupler de
manière résonante à l’état fondamental lors d’une collision. BERGEMAN,
MOORE et al. (2003) montrent que ce canal contient toujours un état lié, et
que la condition de résonance a⊥ = Ca correspond précisément au point
où l’énergie de cet état lié est égale à ~ω⊥, la limite de dissociation du canal
ouvert. Un phénomène similaire se produit avec un confinement selon une
direction de l’espace, les collisions étant alors bi-dimensionnelles (PETROV,
HOLZMANN et al. 2000).

Ce type de résonance a été mis en évidence à Innsbruck par HAL-
LER, GUSTAVSSON et al. (2009). Partant d’un condensat de Bose–Einstein
d’atomes de césium, les chercheurs d’Innsbruck ont placé ce gaz dans une
série de tubes formés par un réseau optique bi-dimensionnel. Une réso-
nance de Fano–Feshbach est ensuite utilisée pour venir ajuster le rapport
a/a⊥. Grâce à cette résonance induite par le confinement, HALLER, GUS-
TAVSSON et al. (2009) ont réussi à produire un gaz uni-dimensionnel en
interaction forte dans une phase appelée super Tonks–Girardeau.

Pour terminer, signalons que MASSIGNAN & CASTIN (2006) et NISHIDA

& TAN (2008) (voir également XIAO, ZHANG et al. (2019)) ont montré
que ce type de résonance pouvait être étendu aux interactions entre deux
atomes d’espèces différentes, l’une étant fortement confinée selon certaines
directions de l’espace et l’autre pas du tout. Une première étude expé-
rimentale de ce phénomène a été menée par LAMPORESI, CATANI et al.
(2010).

2 La limite a = ±∞ est-elle singulière?

Les résonances de diffusion auxquelles nous allons nous intéresser dans
la suite, à savoir les résonances de Fano–Feshbach, sont caractérisées par
une longueur de diffusion qui tend vers ±∞ alors que la portée du po-
tentiel reste finie. Dans une approche de champ moyen, où l’énergie d’une
particule est proportionnelle à an où n est la densité du gaz, on voit alors
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apparaître une singularité. Nous allons montrer dans ce qui suit que cette
singularité n’est qu’un artefact de l’approche de champ moyen.

Nous allons présenter ici le modèle développé par BUSCH, ENGLERT et
al. (1998), qui considèrent deux particles interagissant par l’intermédiaire
du pseudo-potentiel V̂pp (donc de portée nulle). Ces deux particules sont
placées dans un potentiel harmonique isotrope de fréquence ω. Nous al-
lons voir qu’il y a continuité parfaite des niveaux d’énergie de ce système
binaire à travers la résonance a = ∞. En revanche, nous verrons qu’il n’y
a pas continuité autour de a = 0 : pour le pseudo-potentiel, les limites
a→ 0+ et a→ 0− ne sont pas équivalentes.

On s’intéresse donc à l’hamiltonien

Ĥtot =

(
p̂2
A

2m
+

1

2
mω2r2

A

)
+

(
p̂2
B

2m
+

1

2
mω2r2

B

)
+ V̂pp(rA − rB). (7)

Nous prendrons ici la définition du pseudo-potentiel revenant à imposer
les conditions aux limites de Bethe–Peierls (cf. chapitre 3).

2-1 Centre de masse et variable relative

L’intérêt du choix d’un potentiel de confinement harmonique est qu’il
préserve la séparation entre variables du centre de masse et variables rela-
tives. On a en effet

R =
1

2
(rA + rB) r = rA − rB ⇒ 2R2 +

r2

2
= r2

A + r2
B (8)

ce qui entraîne

1

2
mω2r2

A +
1

2
mω2r2

B =
1

2
Mω2R2 +

1

2
mrω

2r2 (9)

avec M = 2m pour la masse totale et mr = m/2 pour la masse réduite.

Le mouvement du centre de masse est celui d’une particule de masse
M confinée dans un potentiel harmonique. Les niveaux d’énergie corres-
pondants sont inchangés par l’interaction entre particules et valent donc
(n+ 3/2) ~ω, avec n = 0, 1, . . .. Nous n’en tiendrons plus compte dans la

suite. Nous allons nous concentrer sur le mouvement de la particule rela-
tive qui est régi par l’hamiltonien

Ĥ =
p̂2

2mr
+

1

2
mrω

2r2 + V̂pp(r). (10)

Signalons que CHEN, XIAO et al. (2020) ont récemment étendu cette étude
au cas d’un potentiel harmonique anisotrope.

2-2 Le cas uni-dimensionnel

Avant d’aborder le cas 3D, il est intéressant de considérer le cas uni-
dimensionel pour lequel le simple potentiel de contact V (x) = g δ(x) est
légitime. L’équation aux valeurs propres pour la variable relative s’écrit
alors

− ~2

2mr

d2ψ

dx2
+

1

2
mrω

2x2ψ(x) + g δ(x)ψ(x) = E ψ(x). (11)

Utilisons les échelles naturelles d’énergie et de longueur 1 pour l’oscillateur
harmonique, c’est-à-dire ~ω et aho =

√
~/mrω. Cette équation aux valeurs

propres se simplifie en

−1

2
ψ′′(x) +

x2

2
ψ(x) +Gδ(x)ψ(x) = E ψ(x) avec G = g/(aho~ω).

(12)

Le problème est invariant par parité (changement x ↔ −x). On peut
donc chercher les solutions sous forme de fonctions ψ(x) paires ou im-
paires. Pour une fonction impaire, ψ(0) = 0 de sorte que le potentiel de
contact ne contribue pas. On retrouve donc les mêmes fonctions propres
(fonctions de Hermite) et le même spectre qu’en absence d’interaction :

Énergies des fonctions impaires : En = n+
1

2
, n = 1, 3, . . . (13)

Ces énergies sont tracées en rouge sur la figure 9.

Nous allons maintenant nous concentrer sur les fonctions paires. Pour
celles-ci, la présence de δ(x) crée une singularité en x = 0 : la dérivée pre-
mière de ψ(x) est discontinue en ce point avec un saut obtenu en intégrant

1. Nous définissons ici aho à partir de la masse réduite mr et pas de la masse de chaque
atome m. Cela introduit un facteur

√
2 par rapport à BUSCH, ENGLERT et al. (1998).
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FIGURE 8. Exemples de points anguleux en x = 0 pour les fonctions propres
paires, résultant de la présence du potentielGδ(x) dans l’équation de Schrödinger.

(12) sur un intervalle arbitrairement petit centré en 0 :

−1

2
[ψ′(0+)− ψ′(0−)] +Gψ(0) = 0. (14)

La parité de ψ entraine que ψ′(0−) = −ψ′(0+) d’où la condition aux li-
mites :

Fonctions paires : ψ′(0+) = Gψ(0). (15)

Deux exemples de fonctions paires avec ce type de point anguleux en x = 0
sont tracés en figure 8.

Pour résoudre complètement le problème, il suffit maintenant de cher-
cher à quelle condition sur l’énergie E il existe sur l’intervalle ouvert
x ∈]0,+∞[ une solution de

−1

2
ψ′′(x) +

x2

2
ψ(x) = E ψ(x) (16)

qui

— satisfait la condition aux limites (15),

— tend vers 0 quand x→ +∞.

La solution générale de (16) s’écrit 2 en terme de la fonction de Kummer

2. Pour montrer ce résultat, on peut faire les changements de variable et de fonction

M(a, b, z)

ψ(x) ∝
[
αM

(
1

4
− E

2
,

1

2
, x2

)
+ βxM

(
3

4
− E

2
,

3

2
, x2

)]
e−x

2/2. (19)

Au voisinage de l’origine, on trouve M(a, b, x2) = 1 + O(x2) de sorte que
la condition aux limites (15) impose β = αG. Quand x → +∞, la fonction
de Kummer diverge comme :

M(a, b, z) ∼ Γ(b)

Γ(a)
ez za−b. (20)

Pour éviter que ψ(x) ne diverge en l’infini comme ex
2/2, les divergences

des deux contributions à (19) doivent se compenser et il faut imposer :

Γ(1/2)

Γ(1/4 − E/2)
+G

Γ(3/2)

Γ(3/4 − E/2)
= 0 (21)

ou encore, en utilisant Γ(1/2) = 2Γ(3/2) :

G = −2
Γ(3/4 − E/2)

Γ(1/4 − E/2)
. (22)

Pour chaque valeur deG, cette relation vient sélectionner une série (infinie)
de valeurs discrètes de E. Ces valeurs sont tracées en bleu sur la figure 9.

Commentons quelques régimes sur cette figure :

— Pour G grand et négatif, le potentiel en G δ(r) simule un puits pro-
fond, avec un état fortement lié de fonction d’onde paire. Les autres
états pairs doivent être orthogonaux à cet état très localisé, ce qui re-
vient quasiment à leur imposer un nœud à ces états en x = 0 comme
pour les états impairs. L’énergie d’un état pair excité est alors voisine
de celle de l’état impair immédiatement inférieur.

z = x2 et φ(z) = ψ(x) ex
2/2, ce qui permet de réécrire (16) sous la forme de l’équation

de Kummer
zφ′′ + (b− z)φ′ − aφ = 0 (17)

avec
a =

1

4
− E

2
b =

1

2
, (18)

dont les solutions sont les fonctions de Kummer M(a, b, z) et z1−bM(a+ 1− b, 2− b, z) (cf.
page Wikipedia Confluent hypergeometric function).
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FIGURE 9. Cas 1D. Bleu : variation de l’énergie des fonctions d’onde paires pour la
variable relative de deux particules piégées. Rouge : énergies des fonctions d’onde
impaires.

— En G = 0, il n’y a pas d’interaction et on retrouve les énergies non
perturbées, 1/2, 5/2, 9/2 pour les états pairs. On retrouve ce résultat
sur (22) puisque la fonction Γ(x) est infinie pour toutes les valeurs
x = 0,−1,−2, . . . de l’argument.

— Pour G grand et positif, on a l’équivalent d’un potentiel de cœur dur
au voisinage de x = 0, qui vient pratiquement imposer aux fonctions
d’onde paires d’avoir un nœud en ce point (cf. figure 8, droite). Leur
énergie est alors très proche de la fonction d’onde impaire de n immé-
diatement supérieur.

L’interprétation des résultats à une dimension ne pose donc pas de diffi-
culté et elle est conforme à l’intuition.

2-3 Le cas tri-dimensionnel

Le pseudo-potentiel n’ayant d’effet que sur les fonctions d’onde de
moment cinétique nul, nous allons nous restreindre à cette classe d’états
isotropes dans ce qui suit. Nous continuons à utiliser les échelles d’éner-

gie ~ω et aho =
√
~/mrω pour l’énergie et la position. Nous cherchons

donc à résoudre l’équation de Schrödinger radiale pour la fonction d’onde
u(r) = rψ(r)

−1

2
u′′(r) +

r2

2
u(r) = E u(r) (23)

avec la condition aux limites de Bethe–Peierls :

u(r) ∝ r − a ⇔ u′(0) = −1

a
u(0). (24)

Rappelons qu’en absence d’interaction ou pour un potentiel régulier, la
condition aux limites pour la fonction d’onde radiale réduite est u(0) = 0.

Le problème est donc formellement identique à celui que nous avons
résolu à 1D, pourvu que l’on fasse la substitution

G −→ −1

a
. (25)

Nous pouvons reprendre tels quels les résultats de la figure 9, que nous
traçons en figure 10 en fonction de 1/a (cela revient simplement à inverser
l’axe des abscisses).

En dépit de cette similarité formelle dans les calculs, l’interprétation des
résultats est très différente. Les points suivants sont à souligner :

— Sur la figure 10, nous avons tracé en lignes tiretées noires la position
des niveaux d’énergie pour les états ` = 0 en absence d’interaction,
En = n + 3/2 avec n = 0, 2, 4, . . .. La première remarque porte sur
la position de l’état fondamental en présence d’interaction : il est tou-
jours en dessous de la plus basse de ces lignes tiretées. Cela signifie
que le pseudo-potentiel doit être considéré comme attractif, dans le
sens où il abaisse l’énergie du fondamental quel que soit le signe de
a. Ce résultat est évidemment très différent de celui trouvé à 1D, où
la position du fondamental avec interaction peut être au dessus ou en
dessous du cas sans interaction, selon le signe de G.

— Quand 1/a → −∞, c’est-à-dire a → 0−, les niveaux d’énergie en pré-
sence d’interaction se rapprochent des niveaux d’énergie non pertur-
bés. C’est donc cette limite (et seulement elle) qui permet de retrouver
avec certitude le cas sans interaction.
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FIGURE 10. Cas 3D. Énergie des états de moment cinétique ` = 0 pour la va-
riable relative de deux particules piégées. La ligne en pointillé rouge donne l’éner-
gie −~2/2mra

2 de l’état lié qui apparaît pour a > 0 en absence de piège harmo-
nique. Les lignes tiretées noires indiquent l’énergie des états de ` = 0 en absence
d’interaction.

— Quand on se place exactement à 1/a = 0, la condition aux limites de
Bethe-Peierls (24) s’écrit u′(0) = 0, c’est-à-dire une tangente horizon-
tale en r = 0. Cette condition est équivalente à celle imposée aux fonc-
tions paires dans le cas 1D en absence d’interaction (§ 2-2). On trouve
donc les niveaux d’énergie n + 1/2 avec n = 0, 2, 4, . . . : dans la limite
unitaire, les interactions abaissent chaque état ` = 0 de 1 (i.e. ~ω) par
rapport à la limite sans interaction.

— Quand on traverse la région 1/a = 0, c’est-à-dire a = ±∞, aucune sin-
gularité n’apparaît sur la position des niveaux d’énergie. Ce résultat
est bien sûr très différent de celui qu’on attendrait dans un théorie de
champ moyen, où l’énergie est proportionnelle à a et donc divergerait
vers ±∞ en ce point.

— Quand 1/a → +∞, c’est-à-dire a → 0+, l’énergie du niveau fonda-
mental tend vers−∞. Cela s’explique simplement par l’existence d’un
dimère dans cette région avec une énergie−~2/(2mra

2) (ligne en poin-
tillés rouges). En toute rigueur, ce résultat pour l’énergie du dimère

n’est exact que pour des particules libres, mais on s’attend à ce qu’il
reste à peu près correct dès que l’énergie correspondante devient do-
minante par rapport à ~ω.

— Dans cette région 1/a grand et positif, on peut retrouver la limite de
l’état fondamental sans interaction, mais en préparant le système sur
le premier état excité. L’énergie de cet état tend en effet vers 3/2 ~ω
quand a → 0+. Comme cette énergie est supérieure à l’énergie trou-
vée pour l’état fondamental en absence d’interaction, on parle souvent
de branche répulsive pour désigner cet état. En particulier, c’est sa gé-
néralisation au problème à N corps qui permet de décrire les conden-
sats d’atomes observés dans le régime a > 0. Signalons toutefois que
s’agissant d’un état excité, il peut être fragile en pratique si un canal
de dissipation d’énergie autorise sa décroissance vers le véritable état
fondamental, c’est-à-dire le dimère.

2-4 Étude expérimentale

GUAN, KLINKHAMER et al. (2019) ont mené une étude expérimentale
détaillée de ce modèle, en confinant deux atomes de 6Li dans une pince
optique. Les atomes sont préparés dans deux états de spin différents, de
sorte que les interactions en onde s sont permises. Partant de l’état fon-
damental des deux atomes dans la pince optique pour une longueur de
diffusion fixée, ils effectuent une "trempe" en changeant brusquement la
raideur de cette pince, ce qui a pour effet de préparer une superposition
cohérente de plusieurs états propres (figure 11).

Le nombre d’états contribuant de manière significative à cette superpo-
sition dépend de la valeur de la longueur de diffusion, qui est contrôlée
par le champ magnétique via une résonance de Fano–Feshbach :
— Quand a est petit et négatif (gauche de la figure 11), un grand nombre

d’états, proches de ceux du cas sans interaction, sont peuplés. GUAN,
KLINKHAMER et al. (2019) estiment que la population de l’état le plus
peuplé ne dépasse pas 2 %.

— Quand a est très grand (régime unitaire au centre de la figure 11), seuls
quelques états sont significativement peuplés.

— Quand a est petit et positif (droite de la figure 11), seul le dimère lié
est appréciablement peuplé, à la fois avant et après la trempe.

98



CHAPITRE V. LES RÉSONANCES DE DIFFUSION § 3. Un outil commode : les potentiels séparables

FIGURE 11. Préparation d’un paquet d’ondes dans un système de deux atomes
de 6Li confinés dans une pince optique, grâce à une trempe consistant à modifier
soudainement la raideur du piège. Figure extraite de GUAN, KLINKHAMER et al.
(2019).

Une fois la trempe effectuée, GUAN, KLINKHAMER et al. (2019) laissent
le système évoluer librement pendant une durée t ajustable avant de me-
surer la position des deux particules. Cette mesure est faite avec une réso-
lution de 4µm, ce qui correspond à ∼ 0.5 aho. Les résultats pour la densité
relative dans le cas t = 3.5 ms, correspondant à environ 4 collisions entre
les deux partenaires, sont donnés en figure 12.

Ces résultats confirment pleinement l’interprétation donnée plus haut
pour ce modèle :

— Dans le cas a < 0 et petit (gauche de la figure 11), le grand nombre
d’états peuplés entraîne un déphasage rapide des différentes ampli-
tudes contribuant au paquet d’ondes et on observe une distribution
large, quasiment non modulée, de la variable relative, comme pour
des particules indépendantes.

— Dans le régime intermédiaire, (|a| grand, situation proche du régime
unitaire), on peut observer des interférences entre les quelques am-
plitudes jouant un rôle significatif. Ces interférences permettent de
"suivre" en temps réel les collisions entre les deux atomes en mesu-
rant les déphasages accumulés.

— Pour a > 0 et petit (droite de la figure 11), on peuple essentiellement

FIGURE 12. Densités de probabilité de la variable relative, mesurées et calculées à
t = 3.5 ms après la trempe. Ces mesures sont effectuées pour différentes valeurs de
la longueur de diffusion, indiquées en unité de aho (selon l’axe z). Figure extraite
de GUAN, KLINKHAMER et al. (2019).

le dimère fortement lié ; la distribution de probabilité pour la variable
relative est donc piquée autour de 0.

Signalons pour être complet que ces expériences sont menées dans un
piège harmonique non isotrope et qu’il faut donc raffiner le modèle déve-
loppé ci-dessus pour faire un traitement quantitatif du processus de colli-
sion (traits pleins de la figure 12).

3 Un outil commode : les potentiels séparables

Avant de passer à une modélisation d’une résonance de Fano–Feshbach
dans un processus à deux canaux de diffusion, nous allons étudier briè-
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vement un outil très commode pour modéliser un processus de diffusion
mono-canal, les potentiels séparables. Nous allons d’abord expliquer com-
ment ces potentiels se distinguent des potentiels envisagés jusqu’ici, puis
nous montrerons qu’ils conduisent à une solution analytique pour la déter-
mination des états propres de l’hamiltonien, aussi bien pour les états liés
que pour les états de diffusion.

3-1 Potentiel local vs. potentiel séparable

Comme nous l’avons vu à plusieurs reprises dans ce cours, le problème
de l’interaction entre deux particules se ramène au problème à un corps
évoluant dans un potentiel décrit par l’opérateur V̂ . Parmi les opérateurs V̂
envisageables, on peut distinguer (parmi beaucoup d’autres) deux classes
remarquables :
— La plus utilisée concerne les opérateurs locaux 3. Un opérateur local est

tel que l’action sur une fonction d’onde ψ(r) ≡ 〈r|ψ〉 donne au point r
un résultat ne dépendant que de la valeur de la fonction ψ en ce point,
et pas de la valeur ψ(r′) en r′ 6= r. Les éléments de matrice de V̂ , qui
est hermitien, s’écrivent en représentation position :

〈r|V̂ |r′〉 = V (r) δ(r − r′). (26)

de sorte que

〈r|V̂ |ψ〉 =

∫
〈r|V̂ |r′〉 〈r′|ψ〉 d3r′ = V (r) ψ(r). (27)

— Une autre classe intéressante est constituée par les opérateurs séparables
introduits par YAMAGUCHI (1954), dont les éléments de matrice en
représentation position sont tels que

〈r|V̂ |r′〉 = V0 φ0(r)φ0(r′), (28)

où V0 est un coefficient réel ayant la dimension d’une énergie et où la
fonction φ0 est supposée réelle, normalisée

〈φ0|φ0〉 =

∫
φ2

0(r) d3r = 1, (29)

3. Cette appellation ne suppose rien sur la portée du potentiel. Un potentiel peut être à
longue portée, comme le potentiel Coulombien, et vérifier le critère de localité défini en (26-
27).

et peut être comprise comme la fonction d’onde d’un état localisé |φ0〉.
Le potentiel séparable V̂ est donc proportionnel au projecteur sur |φ0〉 :

V̂ = V0 |φ0〉〈φ0|. (30)

L’action de V̂ sur une fonction d’onde ψ(r) s’écrit :

〈r|V̂ |ψ〉 = V0 φ0(r)

∫
φ0(r′)ψ(r′) d3r′, (31)

ce qui est généralement non local, au sens défini plus haut : le résultat
au point r de l’action de V̂ sur |ψ〉 fait intervenir les valeurs ψ(r′)
sur toute la zone où φ0 prend des valeurs significatives. La portée de
l’opérateur V̂ est donc donnée par la taille de cette zone.

Ces potentiels séparables ne sont pas réalisés en tant que tels dans la
nature, mais ils constituent des modèles très commodes car on peut les
traiter analytiquement complètement. Le modèle simple de résonance de
Fano–Feshbach que nous aborderons un peu plus loin fera appel à ce type
de potentiel pour décrire l’interaction entre atomes. Mais avant d’aborder
ce problème à deux canaux, il est utile de regarder comment on peut traiter
le problème à un canal :

Ĥ =
p̂2

2mr
+ V̂ , (32)

tant du point de vue des états stationnaires de diffusion que des états liés.

Notons que le potentiel de contact V̂ = g δ(r − r0) (qui ne présente pas
de singularité à une dimension) peut être vu comme un potentiel séparable
pour lequel le projecteur se fait sur l’état de position bien définie |r0〉 :

V̂ = g |r0〉〈r0|. (33)

Le potentiel de contact est donc à la fois local et séparable.

3-2 État lié d’un potentiel séparable

L’équation aux valeurs propres de l’hamiltonien (32) pour un état lié
d’énergie E = −~2κ2/2mr s’écrit :

− ~2

2mr
∇2ψ(r) + V0I φ0(r) = −~2κ2

2mr
ψ(r) (34)
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avec

I = 〈φ0|ψ〉 =

∫
φ0(r′)ψ(r′) d3r′ =

1

(2π)3

∫
φ̃0
∗
(q′) ψ̃(q′) d3q′. (35)

Cette équation est plus simple à résoudre en point de vue de Fourier 4 :(
q2 + κ2

)
ψ̃(q) =

I

σ0
φ̃0(q), (37)

où nous avons posé

V0 = − ~2

2mrσ0
, (38)

la quantité σ0 ayant la dimension d’une surface et pouvant être positive ou
négative. La solution de (37) s’écrit :

ψ̃(q) =
I

σ0

φ̃0(q)

q2 + κ2
, (39)

la valeur de κ étant déterminée de façon à satisfaire la condition d’auto-
cohérence liée à la définition de I :

I =
1

(2π)3

∫
φ̃0
∗
(q) ψ̃(q) d3q =

I

σ0 (2π)3

∫ |φ̃0(q)|2
q2 + κ2

d3q, (40)

ou encore
1

(2π)3

∫ |φ̃0(q)|2
q2 + κ2

d3q = σ0. (41)

Le membre de gauche est une fonction décroissante de κ et il y a donc, à σ0

et φ0 fixés, au plus une valeur de κ qui convient. Notons qu’il ne peut pas
y avoir de solution quand σ0 est négatif.

Inversement, si on souhaite modéliser un problème pour lequel on
connaît (à peu près) l’énergie de l’état lié et la forme de sa fonction d’onde,
l’équation (41) donne le couplage V0 à utiliser dans l’expression du poten-
tiel séparable V̂ .

4. Rappelons la convention adoptée dans ce cours pour le passage dans l’espace de Fourier
(c’est-à-dire de la base continue en position |r〉 à la base continue en vecteur d’onde |q〉) :

ψ̃(q) = 〈q|ψ〉 =

∫
〈q|r〉〈r|ψ〉 d3r =

∫
e−iq·rψ(r) d3r, (36)

et 〈q|q′〉 = (2π)3δ(q − q′).

3-3 États de diffusion pour un potentiel séparable

Intéressons-nous maintenant à un état de diffusion d’énergie E =
~2k2/2mr, se raccordant continument à l’onde plane eik·r quand le
couplage g tend vers 0. L’équation aux valeurs propres (équation de
Lippmann–Schwinger) s’écrit :

(E − Ĥ0)|ψ〉 = V0I |φ0〉 (42)

dont la solution physiquement pertinente est

|ψk〉 = |k〉+
V0I

E − Ĥ0 + i0+

|φ0〉. (43)

Cette solution s’écrit en représentation position et vecteur d’onde :

ψk(r) = eik·r + V0I

∫
G(+)

0 (r − r′)φ0(r′) d3r′ (44)

ψ̃k(q) = (2π)3δ(q − k)− I

σ0

φ̃0(q)

k2 − q2 + i0+
. (45)

Pour simplifier, nous allons nous restreindre dans ce qui suit au cas
où φ0(r) est de symétrie sphérique, ce qui entraîne que φ̃0(q) est égale-
ment réelle et de symétrie sphérique. L’onde diffusée apparaissant dans
(43) est alors elle-même isotrope, indiquant que la diffusion se fait unique-
ment dans l’onde s. En utilisant l’expression asymptotique de G(+)

0 vue au
chapitre 2 :

G(+)
0 (r − r′) = − mr

2π~2

eik|r−r′|

|r − r′| ≈ −
mr

2π~2

eikr

r
e−ikf ·r′

, (46)

on arrive à l’amplitude de diffusion

f(k) =
I

4πσ0
φ̃0(k). (47)

Comme dans le cas de la recherche d’un état lié, il reste à déterminer
la valeur de l’intégrale I , ce qui se fait à partir de la condition d’auto-
cohérence pour cette intégrale qui donne ici :

I =
1

(2π)3

∫
φ̃0(q) ψ̃k(q) d3q = φ̃0(k)− I

σ0 (2π)3

∫
φ̃0

2
(q)

k2 − q2 + i0+
d3q, (48)
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soit

I = φ̃0(k)

[
1 +

1

σ0 (2π)3

∫
φ̃0

2
(q)

k2 − q2 + i0+
d3q

]−1

= φ̃0(k)

[
1 +

1

σ0 (2π)3

∫
PP

(
φ̃0

2
(q)

k2 − q2

)
d3q − i

k

4πσ0
φ̃0

2
(k)

]−1

(49)

On en déduit l’amplitude de diffusion :

1

f(k)
=

1

φ̃0
2
(k)

[
4πσ0 +

1

2π2

∫
PP

(
φ̃0

2
(q)

k2 − q2

)
d3q

]
− ik. (50)

On retrouve la partie imaginaire −ik imposée par le théorème optique et
on dispose d’une expression analytique exacte pour la partie réelle.

3-4 Un exemple de potentiel séparable

YAMAGUCHI (1954) propose l’exemple suivant, qui peut se traiter en-
tièrement analytiquement 5 :

φ0(r) =
1√
2πb

e−r/b

r
, φ̃0(q) =

√
8π

b

1

q2 + 1
b2

, (53)

où la longueur b représente la portée du potentiel.

Une condition nécessaire pour avoir un état lié est V0 < 0, c’est-à-dire
σ0 > 0, et la condition d’existence d’un état lié (41) s’écrit

1

(κ+ 1
b )2

= σ0 ↔ κ =
1√
σ0

− 1

b
. (54)

5. Rappelons les relations de fermeture en position et en vecteur d’onde :

1̂ =

∫
|r〉〈r| d3r =

1

(2π)3

∫
|q〉〈q| d3q (51)

qui entraînent la normalisation suivante pour φ0(r) = 〈r|φ0〉 et φ̃0(q) = 〈q|φ0〉 :

1 = 〈φ0|φ0〉 =

∫
|φ0(r)|2 d3r =

1

(2π)3

∫
|φ̃0(q)|2 d3q. (52)

Il faut donc prendre 0 < σ0 < b2 pour que l’état lié existe. Quand c’est le
cas, sa fonction d’onde s’écrit :

ψ̃(q) ∝ 1

(q2 + κ2)(q2 + 1
b2 )

, ψ(r) ∝ 1

r

(
e−κr − e−r/b

)
. (55)

De même, on peut mener les calculs pour les états stationnaires de dif-
fusion et on arrive en particulier à l’expression de la longueur de diffusion :

a

b
=

2b2

b2 − σ0
. (56)

On retrouve en particulier le fait que la longueur de diffusion diverge au
seuil de l’apparition d’un état lié, σ0 = b2 ; elle est positive quand l’état lié
existe et négative sinon.

4 Un modèle simple de résonance de F.-F.

Nous allons maintenant développer un modèle simplifié de résonance
de Fano–Feshbach, qui va nous permettre de calculer analytiquement l’en-
semble des propriétés de la résonance. Nous verrons au chapitre suivant
que ce modèle est en fait suffisamment complet pour dégager les para-
mètres importants comme la largeur de la résonance ou la contribution du
canal fermé. On trouvera dans la littérature d’autres approches analytiques
fondées elles aussi sur des potentiels modèles simples, voir par exemple
KOKKELMANS, MILSTEIN et al. (2002), DUINE & STOOF (2004), GOGOLIN,
MORA et al. (2008) et CHIN, GRIMM et al. (2010).

4-1 Position du problème

Nous supposerons que les deux atomes entrent en collision dans un
canal pour lequel il n’y a aucune interaction (figure 13). L’hamiltonien de
ce canal ouvert est donc

Ĥ0 =
p̂2

2mr
(57)

pour la variable relative. Pour le canal fermé qui va permettre la résonance,
nous faisons l’approximation que seul un état lié contribue, d’une manière
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0
Canal d’entrée ouvert

Canal fermé

|φ0〉Ef

distance entre atomes r

E
n

er
gi

e

FIGURE 13. Modèle simplifié d’une résonance de Fano–Feshbach : nous supposons
qu’il n’y a pas d’interaction dans le canal d’entrée (canal ouvert). Par ailleurs,
nous faisons l’approximation qu’un seul état lié du canal fermé contribue de ma-
nière significative à la résonance.

similaire à ce que nous avons vu au paragraphe précédent dans le cadre
des potentiels séparables ; nous noterons cet état |φ0〉 et son énergie Ef .

La fonction d’onde φ0(r) est supposée normalisée,
∫
|φ0(r)|2 d3r = 1,

et elle est "rigide" ; l’unique paramètre de contrôle dans tout ce qui va
suivre est l’énergie Ef , qui peut être variée par exemple en changeant le
champ magnétique ambiant. Cette énergie Ef est repérée par rapport au
zéro d’énergie du canal ouvert, correspondant à une énergie cinétique in-
cidente nulle.

Dans ce modèle, un état donné de la variable relative pour notre paire
d’atomes est donc un spineur à deux composantes, donnant les amplitudes
de probabilité pour les deux canaux :(

ouvert
fermé

)
=

(
|ψ〉
|φ〉

)
avec |φ〉 = α|φ0〉. (58)

Les inconnues sont la fonction d’onde ψ(r) et le coefficient de proportion-
nalité α, qu’il s’agira de déterminer selon le problème étudié.

Nous noterons Ŵ l’opérateur couplant le canal ouvert et le canal fermé ;
nous supposerons que cet opérateur est local en point de vue position et

donc caractérisé par une fonction W (r). Tout comme la fonction d’onde
de l’état lié φ0(r), la fonction W (r) est localisée au voisinage de l’origine,
là où les couplages inter-canaux mentionnés dans la section 1 sont signifi-
catifs. Nous verrons d’ailleurs très bientôt que les résultats ne dépendent
que du produit W (r)φ0(r). Pour simplifier les notations, nous choisirons
ce produit réel, mais notre démarche se généralise sans difficulté au cas
complexe. Par ailleurs, nous le supposerons isotrope de sorte que sa trans-
formée de Fourier sera également isotrope. Cette hypothèse est correcte si
l’état lié est formé dans un canal en onde s.

Un état propre d’énergie E du modèle à deux canaux doit donc satis-
faire les deux équations couplées

Ĥ0|ψ〉+ Ŵ |φ〉 = E |ψ〉 (59)

Ŵ |ψ〉+ Ef |φ〉 = E |φ〉. (60)

Ce système de deux équations est valable aussi bien pour la recherche des
états de diffusion, asymptotiquement libres et donc avec une énergie E >
0, que d’éventuels états liés à deux canaux, d’énergie E < 0.

4-2 Recherche des états de diffusion

Choisissons une énergie E > 0 et cherchons à résoudre le système (59-
60). Intéressons-nous à la première de ces équations dans laquelle nous
remplaçons |φ〉 par sa valeur α|φ0〉, sans chercher à déterminer le coeffi-
cient complexe α pour l’instant. Cette équation s’écrit

(E − Ĥ0)|ψ〉 = αŴ |φ0〉 (61)

et peut être résolue par la technique habituelle des fonctions de Green que
nous avons utilisée au chapitre 2. Elle est formellement identique à celle
trouvée pour un potentiel séparable au paragraphe précédent (eq. 42) et
nous allons donc la résoudre de la même façon, en adoptant le formalisme
opératoriel, plus économique en termes de notations. Nous introduisons
comme au chapitre 2

Ĝ0(E) =
1

E − Ĥ0 + i0+

(62)
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où nous avons ajouté comme précédemment une partie imaginaire infini-
tésimale et positive, correspondant à la fonction de Green avancée (ondes
sphériques sortantes). Une solution particulière de l’équation (61) sans se-
cond membre est un état de moment bien défini |k〉, c’est-à-dire l’onde
plane eik·r, de sorte qu’une solution physiquement pertinente de (61) pour
notre problème s’écrit

|ψk〉 = |k〉+ α Ĝ0(E) Ŵ |φ0〉. (63)

Cette expression, similaire à l’équation (43) obtenue pour un potentiel
séparable, constitue déjà un premier élément de réponse à notre problème
de diffusion. L’expression ci-dessus a en effet la forme canonique d’un état
stationnaire de diffusion avec une onde plane incidente de vecteur d’onde
k (avec E = ~2k2/2mr) et une onde diffusée. Une démarche identique à
celle du chapitre 2 basée sur l’expression asymptotique de la fonction de
Green G0(r − r′) = 〈r|Ĝ0(E)|r′〉 conduit à la fonction d’onde asympto-
tique :

ψk(r) ∼
r→∞

eik·r − α mr

2π~2

eikr

r

∫
e−ikf ·r′

W (r′)φ0(r′) d3r′. (64)

Nous voyons apparaître ici la transformée de Fourier de la fonction
W (r)φ0(r), prise au point kf = kr/r. Pour la suite, il sera utile d’intro-
duire la fonction proportionnelle à cette transformée de Fourier :

g(k) =

√
mr

2π~2

∫
φ0(r)W (r) e−ik·r d3r (65)

=

√
mr

2π~2
〈k|Ŵ |φ0〉. (66)

Comme nous l’avons écrit plus haut, l’hypothèse de réalité et d’isotropie
pour φ0W entraîne que g est également réelle et isotrope : g(k) = g(k).

L’amplitude de diffusion associée à l’état stationnaire de diffusion (64)
s’écrit

f(k) = −α
√

mr

2π~2
g(k), (67)

et il nous faut maintenant trouver le coefficient α pour terminer notre étude
du problème de diffusion.

Pour cela, nous reportons le résultat (63) pour |ψk〉 dans la seconde
équation du système (59-60) et nous trouvons

Ŵ |k〉+ α Ŵ Ĝ0(E) Ŵ |φ0〉+ Efα |φ0〉 = Eα |φ0〉. (68)

Projetons cette équation sur |φ0〉 et regroupons les termes proportionnels à
α pour arriver à l’expression explicite :

α =
〈φ0|Ŵ |k〉

E − Ef − 〈φ0|Ŵ Ĝ0(E) Ŵ |φ0〉
. (69)

Le numérateur de (69) fait lui aussi intervenir la transformée de Fourier de
la fonction φ0(r)W (r) prise au point k. L’élément de matrice intervenant
au dénominateur s’écrit :

−〈φ0|Ŵ Ĝ0(E) Ŵ |φ0〉 = − 1

(2π)3

∫ |〈φ0|Ŵ |q〉|2
E − ε(q) + i0+

d3q, (70)

où l’on a posé comme dans les cours précédents ε(q) = ~2q2/2mr. Là
encore, nous voyons apparaître la transformée de Fourier de φ0(r)W (r),
cette fois-ci prise en un point générique q.

Pour évaluer (70), utilisons l’égalité habituelle au sens des distribu-
tions :

1

E − ε(q) + i0+
= PP

(
1

E − ε(q)

)
− iπ δ(E − ε(q)). (71)

Intéressons-nous d’abord à la partie imaginaire de cette expression. On a
δ(E − ~2q2

2mr
) = δ(k − q) mr

~2q , ce qui conduit au résultat simple :

partie imaginaire de (70) : ik g2(k). (72)

La partie réelle quant à elle ne peut pas être calculée explicitement à ce
stade et nous poserons simplement, une fois l’intégrale angulaire effec-
tuée :

partie réelle de (70) : δEf(k) =
2

π

∫ +∞

0

q2

q2 − k2
g2(q) dq. (73)

La valeur recherchée de α est donc :

α =

√
2π~2

mr
g(k)

E − Ef + δEf(k) + ik g2(k)
(74)
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dont découle l’amplitude de diffusion (67) :

f(k) =
g2(k)

Ef − δEf(k)− E − ikg2(k)
, E =

~2k2

2mr
. (75)

Insistons sur le fait que dans le cadre du modèle de départ, nous n’avons
fait aucune approximation à ce stade. Cette amplitude de diffusion doit
donc vérifier toutes les propriétés requises, en particulier le théorème op-
tique. On vérifie effectivement que

1

f(k)
=
Ef − δEf(k)− E

g2(k)
− ik, (76)

avec la partie imaginaire requise par l’unitarité.

4-3 Longueur de diffusion

La longueur de diffusion est définie comme a = − limk→0 f(k), ce qui
donne pour (75) :

a = − g2
0

Ef −∆
avec g0 ≡ g(0) (77)

et

∆ ≡ δEf(0) =
2

π

∫ +∞

0

g2(q) dq, (78)

la quantité ∆ étant manifestement positive.

Le résultat (77), tracé sur la figure 14, est le premier enseignement de
cette étude. On peut obtenir n’importe quelle valeur pour la longueur de
diffusion, positive ou négative, en ajustant convenablement le paramètre
de contrôle Ef . La résonance elle-même est obtenue en prenant

résonance : Ef = ∆. (79)

Cette position de la résonance n’est pas la prédiction naïve Ef = 0 : la lon-
gueur de diffusion maximale (i.e. infinie) est obtenue en ajustant la position
de l’état lié au dessus de l’énergie E = 0 du canal ouvert, avec l’expression
formelle suivante pour le déplacement ∆ [voir aussi (78)]

∆ = −〈φ0|Ŵ Ĝ0(0) Ŵ |φ0〉 ≥ 0. (80)

∆

Ef

a

FIGURE 14. Variation de la longueur de diffusion a avec l’énergieEf de l’état |φ0〉
pour notre modèle simple [Eq. (77)].

Dans le cadre de notre modèle, ce résultat est exact ; sa structure rappelle
néanmoins la formule de perturbation au deuxième ordre de l’état |φ0〉,
avec au numérateur le carré de l’élément de matrice de W qui connecte le
canal fermé au canal ouvert, et au dénominateur l’énergie des états libres
provenant de G0.

Nous étudierons au chapitre suivant les enseignements que l’on peut
tirer de cette modélisation sur le plan physique.
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Chapitre VI

Caractérisation d’une résonance de Fano–Feshbach

Nous poursuivons dans ce chapitre notre étude des résonances de
Fano–Feshbach. Rappelons qu’il s’agit d’un processus mettant en jeu deux
canaux de collision, l’un ouvert, l’autre fermé, dont on peut contrôler les
énergies relatives et ainsi balayer la résonance. Grâce à cet outil remar-
quable, on peut désormais utiliser des gaz quantiques dilués pour aborder
la physique des interactions fortes, avec une longueur de diffusion qui peut
atteindre, voire dépasser, la distance moyenne entre particules.

Au chapitre précédent, nous avons présenté un modèle simple pour
décrire une résonance de Fano–Feshbach, avec un canal ouvert sans inter-
action et un canal fermé décrit par un potentiel séparable associé à une
fonction φ0. Nous avons montré qu’il conduisait bien à un comportement
résonnant de la longueur de diffusion quand l’énergie Ef du canal fermé
approchait le zéro d’énergie du canal ouvert. Nous souhaitons maintenant
approfondir les prédictions de ce modèle pour dégager la notion impor-
tante de largeur de résonance et de clarifier la contribution du canal fermé.
Nous passerons ensuite à la description de traitements plus quantitatifs
de ces résonances, pour terminer par la présentation de quelques expé-
riences récentes. Nous examinerons les principaux outils disponibles au la-
boratoire pour caractériser ces résonances et nous verrons qu’elles peuvent
avoir des prolongements inattendus, en lien par exemple avec la théorie du
chaos quantique.

Comme nous l’avons déjà indiqué au chapitre précédent, la littérature
traitant des résonances de Fano–Feshbach dans les gaz atomiques est extrê-
mement vaste et il n’est pas possible de citer ici tous les travaux importants

qui ont été menés. Nous renvoyons le lecteur intéressé vers les articles de
revue de KÖHLER, GÓRAL et al. (2006), CHIN, GRIMM et al. (2010) et NAI-
DON & ENDO (2017).

1 Modélisation de la résonance

1-1 Les ingrédients du modèle

Le modèle introduit au chapitre précédent est fondé sur les éléments
suivants (figure 1) :
— Dans le canal ouvert, les particules n’interagissent pas entre elles.
— Dans le canal fermé, le potentiel d’interaction est séparable, correspon-

dant simplement au projecteur sur l’état localisé φ0(r).
— Le couplage entre canal ouvert et canal fermé est décrit par le potentiel

Ŵ (r).
Dans ce modèle, un état donné de la variable relative pour notre paire

d’atomes est un spineur à deux composantes, donnant les amplitudes de
probabilité pour les deux canaux :(

ouvert
fermé

)
=

(
|ψ〉
|φ〉

)
avec |φ〉 = α|φ0〉. (1)

Les inconnues sont la fonction d’onde ψ(r) et le coefficient de proportion-
nalité α, ces inconnues étant déterminées en résolvant l’équation aux va-
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0
Canal d’entrée ouvert

Canal fermé

|φ0〉Ef

distance entre atomes r

E
n

er
gi

e

FIGURE 1. Modélisation d’une résonance de Fano–Feshbach. Nous supposons
qu’il n’y a pas d’interaction dans le canal d’entrée (canal ouvert). Par ailleurs,
nous faisons l’approximation qu’un seul état lié du canal fermé contribue de ma-
nière significative à la résonance.

leurs propres pour l’hamiltonien. Plus précisément, un état propre d’éner-
gie E dans ce modèle à deux canaux satisfait les deux équations couplées

Ĥ0|ψ〉+ Ŵ |φ〉 = E |ψ〉 (2)

Ŵ |ψ〉+ Ef |φ〉 = E |φ〉. (3)

Le résultat principal de l’analyse menée au chapitre précédent est l’ex-
pression de f(k), amplitude de diffusion en onde s :

f(k) =
g2(k)

Ef − E + 〈φ0|Ŵ Ĝ0(E)Ŵ |φ0〉
avec E =

~2k2

2mr
, (4)

=
g2(k)

Ef − E − δEf(k)− ikg2(k)
, (5)

où le couplage g(k) est relié à la transformée de Fourier du produit
W (r)φ0(r), supposé ici isotrope :

g(k) =

√
mr

2π~2

∫
e−ik·rW (r)φ0(r) d3r =

√
mr

2π~2
〈k|Ŵ |φ0〉. (6)

|q〉

canal ouvert

Ef
|φ0〉

canal fermé

Ẽf ≡ Ef −∆
∆

Ŵ

Ŵ

E

0

FIGURE 2. L’énergie du canal fermé est déplacée du fait de son couplage avec le
continuum formé par le canal ouvert. La résonance se produit quand ce déplace-
ment amène le niveau |φ0〉 à l’énergie nulle [cf. eq. (10)].

Le décalage en énergie δEf(k) est donné par

δEf(k) =
2

π

∫ +∞

0

q2

q2 − k2
g2(q) dq. (7)

La limite k → 0 de l’amplitude de diffusion f(k) donne la longueur de
diffusion

a = − g
2
0

Ẽf

avec g0 ≡ g(0), Ẽf ≡ Ef −∆ (8)

et

∆ ≡ δEf(0) = −〈φ0|Ŵ Ĝ0(0) Ŵ |φ0〉 =
2

π

∫ +∞

0

g2(q) dq. (9)

L’expression (8) montre que la résonance a = ±∞ se produit quand on
ajuste l’énergie du canal fermé à

Ẽf = Ef −∆ = 0. (10)

On aurait pu s’attendre naïvement à ce que la résonance se produise
lorsque Ef = 0, c’est-à-dire lorsque l’énergie de l’état du canal fermé coïn-
cide avec l’énergie asymptotique du canal ouvert, en l’occurence E = 0.
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Mais cela reviendrait à ignorer que le couplage entre les deux canaux dé-
place l’énergie de l’état du canal fermé.

Le décalage de la résonance à Ef = ∆ s’explique simplement en consi-
dérant le déplacement en énergie de |φ0〉 à l’ordre 2 de la théorie des par-
turbations 1 (cf. figure 2) :

E
(2)
f = Ef +

∑
q

|〈q|Ŵ |φ0〉|2
Ef − εq

avec εq =
~2q2

2mr
,

= Ef +
1

(2π)3

∫ |〈q|Ŵ |φ0〉|2
Ef − εq

d3q. (11)

À cet ordre de la théorie des perturbations, la résonance entre les deux
canaux est attendue pour E(2)

f = 0, c’est-à-dire

0 = Ef +
1

(2π)3

∫ |〈q|Ŵ |φ0〉|2
−εq

d3q (12)

où l’on a pris Ef = 0 dans l’intégrale du membre de droite, puisque le
numérateur de cette intégrale fait déjà intervenir le couplage à l’ordre 2.
En utilisant la relation (6) entre l’élément de matrice 〈q|Ŵ |φ0〉 et g(q), on
vérifie immédiatement que cette condition de résonance est équivalente à
(10), c’est-à-dire Ẽf = 0.

Dans ce qui suit, nous utiliserons l’énergie "renormalisée" Ẽf = Ef −∆
plutôt que l’énergie "nue" Ef pour caractériser la position de l’état |φ0〉 au
voisinage de la résonance.

1-2 Y a-t-il un état lié?

Comme nous l’avons vu dans les chapitres précédents, le problème de
la diffusion à basse énergie est intimement lié à la recherche des états fai-
blement liés. Plus précisément, nous savons que pour une diffusion mono-
canal, la divergence de a est associée à l’apparition d’un nouvel état lié : cet
état apparaît quand a bascule des valeurs grandes et négatives vers les va-
leurs grandes et positives. Son énergie dans le régime des grandes valeurs

1. Le déplacement à l’ordre 1 est nul car on a supposé 〈φ0|Ŵ |φ0〉 = 0.

de a est donnée par

Elie ≈ −
~2

2mra2
, (13)

et sa fonction d’onde est

ψlie(r) ≈ e−κr

r
avec

~2κ2

2mr
= |Elie|. (14)

Ce résultat reste valable dans notre modèle à deux canaux, au moins au
voisinage immédiat de la résonance.

La recherche explicite des états liés est menée dans l’appendice de ce
chapitre. On y montre qu’il y a au plus un état lié et que son énergie (quand
il existe) est donnée par le pôle de l’amplitude de diffusion (4), c’est-à-dire
une énergie E satisfaisant l’équation :

E − 〈φ0|Ŵ Ĝ0(E) Ŵ |φ0〉 = Ef . (15)

On y montre également que cette équation n’admet de solution que si Ẽf <
0, c’est-à-dire que si la longueur de diffusion est positive. Cette situation est
résumée sur la figure 3.

On peut retrouver ce résultat simplement à partir de l’amplitude de
diffusion calculée 2 à l’ordre 1 en k, donc au voisinage immédiat de la ré-
sonance :

ordre 1 en k : f(k) ≈ g2
0

Ẽf − ikg2
0

(17)

À cet ordre en k, la fonction f(k) admet un pôle unique en k = iκ avec
κ = −Ẽf/g

2
0 = 1/a, de sorte que l’état correspondant 3 ∝ eikr/r = e−κr/r

n’est décroissant à l’infini que si κ > 0, donc a > 0. L’énergie de l’état lié
est alors bien donnée par la loi "universelle" (13) à cet ordre du calcul.

Notons par ailleurs que la portée 1/κ = a de la fonction d’onde de l’état
lié est très grande dans le régime proche de résonance. Elle dépasse donc

2. On vérifiera que du fait de la symétrie sphérique de la fonction Wφ0, sa transformée
de Fourier

g(q) =
2π

q

∫ +∞

0
sin(qr)W (r)φ0(r) r dr (16)

a un développement de Taylor n’incluant que des puissances paires de q.
3. Rappelons que c’est eikr/r et non e−ikr/r que nous avons sélectionné en prenant la

fonction de Green avancée.
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Ẽf

a

Ẽf
Elie

FIGURE 3. Haut : variation de la longueur de diffusion a avec l’énergie renorma-
lisée Ẽf de l’état |φ0〉 [Eq. (8)]. Bas : variation de l’énergie de l’état lié selon la loi
"universelle" (13). L’état lié apparaît dans le domaine Ẽf < 0, correspondant aux
valeurs positives de a. La limite de validité de cette loi universelle est discutée en
§ 2.

celle de l’état |φ0〉 du canal fermé qui est une quantité fixée. Par conséquent,
on s’attend à ce que l’état lié soit essentiellement porté par le canal ouvert
dans ce régime. Nous vérifierons et préciserons ce point dans la prochaine
section.

1-3 Structure de la résonance

Avant d’aller plus loin dans l’exploration de notre modèle, il est utile de
vérifier que la forme (5) trouvée pour l’amplitude de diffusion correspond
bien aux expressions canoniques données dans la littérature. Commençons
par LANDAU & LIFSHITZ (1975), qui proposent l’écriture suivante au voi-
sinage d’une résonance de diffusion [leur eq. (134.17)] :

f(k) = −α− ~γ
√

2mr

(
E − E0 + iγ

√
E
) , (18)

où α représente la longueur de diffusion "de fond" (background scattering
length) prise nulle dans notre modèle. Notre résultat (5) se ramène à la
forme de LANDAU & LIFSHITZ (1975) quand on prend les limites à k petit :
g(k)→ g0, δEf(k)→ ∆ ; il suffit alors de poser E0 = Ef −∆ et de définir la
largeur γ par :

~γ√
2mr

= g2
0 , (19)

pour identifier (5) et (18).

Très récemment, NAIDON & PRICOUPENKO (2019) ont fait une ana-
lyse critique des traitements utilisés jusqu’ici pour les résonances de Fano–
Feshbach en physique atomique. Ils utilisent la forme suivante pour la lon-
gueur de diffusion [leur eq. (17)] :

a = abg −
limk→0 Γ/2k

Em + ∆
(20)

où abg est là aussi la longueur de diffusion "de fond". Cela correspond à
notre expression (8) avec la même définition de ∆ (au signe près), l’identi-
fication Em ≡ Ef et la définition de la largeur Γ :

Γ = 2kg2
0 . (21)
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Dans les deux cas cités ci-dessus, les largeurs γ et Γ sont des quantités
dimensionnées, proportionnelles à notre paramètre g2

0 . Pour définir sans
ambiguïté la notion de résonance large et de résonance étroite, il est pré-
férable d’utiliser un nombre sans dimension, c’est-à-dire comparer γ ou Γ
à une quantité physiquement pertinente et de même dimension. C’est ce
que nous allons faire dans le paragraphe qui suit.

1-4 Paramètres physiquement pertinents

Une résonance de Fano–Feshbach conduit à une divergence de la lon-
gueur de diffusion vers les valeurs positives et négatives selon le signe
de Ẽf . Elle conduit en particulier au régime universel d’une résonance à
énergie nulle du cas mono-canal, avec un état lié d’énergie ≈ −~2/2mra

2

quand Ẽf est suffisamment proche de 0 et négatif. Pour mieux caractériser
une résonance de Fano–Feshbach, il faut maintenant préciser sa largeur,
c’est-à-dire le domaine sur lequel le régime universel s’applique.

Nous allons pour cela partir d’une valeur "raisonnable" pour a ; nous
pouvons utiliser la longueur RvdW = 1

2

(
2mrC6/~2

)1/4 introduite au cha-
pitre 4 pour l’interaction de van der Waals. On peut supposer que le canal
ouvert, que nous avons pris ici sans interaction pour simplifier les calculs,
possède en fait une longueur de diffusion de cet ordre. La question impor-
tante à ce stade est la suivante : le régime universel peut-il couvrir toutes
les valeurs de |a| depuis l’infini jusqu’à ∼ RvdW ou s’interrompt-il bien
avant? Nous allons voir que la réponse à cette question dépend de la force
du couplage entre les deux canaux.

Pour caractériser la force du couplage de notre modèle, nous allons uti-
liser l’énergie ∆ définie en (9), dont nous avons vu qu’elle correspondait
au déplacement de l’état du canal fermé induit par le couplage Ŵ , à l’ordre
deux de la théorie des perturbations. Il sera utile de relier cette énergie ∆
au paramètre g2

0 qui entre dans l’expression de a [cf. (8)] ; pour cela, faisons
l’hypothèse que le produit W (r)φ0(r) a lui-même une extension spatiale
de l’ordre de RvdW, c’est-à-dire une extension ∼ 1/RvdW pour sa transfor-
mée de Fourier g(q) définie en (6). Comme l’énergie ∆ définie en (9) fait

intervenir l’intégrale sur q de g2(q), on en déduit :

∆ ∼ g2
0

RvdW
. (22)

Dans ce qui suit, nous supposerons pour simplifier que la relation ci-dessus
est une égalité. L’introduction d’un facteur multiplicatif d’ordre 1 ne chan-
gerait rien à nos conclusions.

Le problème de van der Waals fournit une échelle d’énergie naturelle,
EvdW = ~2/(2mrR

2
vdW), et il est donc naturel de mesurer l’énergie ∆ avec

cette échelle. Nous expliquerons en détail dans la section 2 pourquoi le rap-
port ∆/EvdW est déterminant pour caractériser la nature de la résonance.
Plus précisément, nous utiliserons la classification suivante :

Résonance large : ∆� EvdW, (23)

Résonance étroite : ∆� EvdW. (24)

Nous pouvons d’ores et déjà en donner une justification qualitative en
revenant à l’expression (5) de l’amplitude de diffusion f(k). Les valeurs
physiquement intéressantes de k sont . 1/RvdW puisqu’au delà de cette
valeur, les contributions des autres ondes partielles deviennent significa-
tives. À l’ordre 0 en k, on a f(k) = −a que nous avons déjà commenté. À
l’ordre 1 en k, Ef − δEf(k) = Ef −∆ = Ẽf , g(k) = g0, E = 0 et on trouve

ordre 1 en k : f(k) =
g2

0

Ẽf − ikg2
0

(25)

qui conduit au régime "universel". Regardons maintenant les corrections
possibles à l’ordre 2 en k qui sont de deux natures :

— Le développement de Taylor de g2(k) et de δEf(k) : si on prend une
fonction g(k) variant doucement à l’échelle de 1/RvdW, on ne s’attend
pas à ce que ces corrections, qui sont de type portée effective, jouent un
rôle différent de celui qu’elles ont pour une diffusion mono-canal.

— L’énergieE = ~2k2/2mr qu’il s’agit de comparer au terme linéaire ikg2
0

pour k allant jusqu’à la valeur 1/RvdW. On constate alors immédiate-
ment que cet terme est négligeable pour une résonance large, alors
qu’il est dominant pour une résonance étroite.

On s’attend donc – et cela sera confirmé en § 2 – à ce que pour une
résonance large, les propriétés de la résonance de collision soient similaires
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à celles d’une résonance à énergie nulle mono-canal. Au contraire pour
une résonance étroite, seule la proximité immédiate de Ẽf = 0, avec des
grandes longueurs de diffusion et des valeurs de k associées très faibles,
pourra être décrite avec le formalisme d’une résonance mono-canal. Dès
que l’on sort de ce domaine, il faut revenir à la description en termes de
canaux couplés ; en particulier, la contribution du canal fermé domine celle
du canal ouvert pour l’état lié associé à la résonance de diffusion.

Remarque : Lien avec d’autres paramétrisations. Le paramètre sans di-
mension ∆/EvdW utilisé ici est équivalent à celui introduit par NAIDON &
ENDO (2017) :

∆

EvdW
∼ RvdW

R∗
avec R∗ ≡

~2

2mrg2
0

. (26)

On pourra vérifier que ce paramètre coïncide également avec le para-
mètre sres introduit par CHIN, GRIMM et al. (2010) [leur équation (35)],
une fois éliminées les références à la longueur de diffusion de fond abg et
au moment magnétique des atomes. Le tableau 1 donne la largeur de ce
paramètre sres ≈ ∆/EvdW pour quelques résonances de Fano–Feshbach
connues pour les atomes alcalins.

1-5 Domaine utile pour ces paramètres

Notre traitement de la résonance de Fano–Feshbach repose sur deux
paramètres sans dimensions

∆

EvdW
et

Ẽf

EvdW
. (27)

Le premier caractérise la force du couplage, le second l’écart à la résonance.
Nous allons voir que deux contraintes existent sur le domaine utile pour
ces paramètres.

Critère 1 : Notre traitement repose sur l’hypothèse que la résonance dé-
crite par le couplage à l’état lié |φ0〉 est isolée. Cette hypothèse n’a de sens
que si le déplacement ∆ de l’état lié considéré est suffisamment faible pour
ne pas l’amener au voisinage d’autres états liés. Or, cet état est générale-
ment le dernier ou l’avant-dernier état lié du canal fermé. Nous avons vu

Atome B [G] abg [a0] sres
6Li 834.1 -1405 59

690.4 -1727 29
811.2 -1490 46

7Li 736.8 -25 0.80
23Na 907 63 0.09
39K 402.4 -29 2.1
40K 224.2 174 2.7

85Rb 155.04 -443 28
87Rb 1007.4 100 0.13
133Cs 48.0 926 0.67

TABLE 1. Largeur sres de quelques résonances de Fano–Feshbach pour les atomes
alcalins. Nous reproduisons ici les valeurs données par CHIN, GRIMM et al.
(2010) pour leur paramètre sans dimension sres qui coïncide pratiquement avec
notre g2

0/(RvdWEvdW) ≈ ∆/EvdW.

au chapitre 4 que l’écart en énergie entre les deux derniers états liés varie
entre 40 et 200EvdW (cette structure est rappelée en figure 4). Par sécurité,
nous prendrons comme plage de variation de ∆ la valeur typique

∆

EvdW
. 100. (28)

Au delà de cette valeur, il est possible qu’un autre état lié, non pris en
compte dans le modèle, soit plus proche du seuil E = 0 du canal ou-
vert ; notre modèle perdrait alors son intérêt. On vérifiera que les valeurs
de sres ≈ ∆/EvdW données dans la table 1 satisfont bien cette inégalité.

Critère 2. En utilisant l’estimation (22) de l’énergie ∆, la valeur (8) de la
longueur de diffusion peut s’écrire :

a

RvdW
∼ ∆

Ẽf

. (29)

Or notre modèle vise à décrire une résonance de la longueur de diffusion,
donc des valeurs de a supérieures a priori à la valeur typique RvdW. Il nous
faut donc restreindre l’amplitude de variation de |Ẽf | à l’intervalle

|Ẽf | . ∆. (30)
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FIGURE 4. Critère 1. Énergies des derniers états liés dans un potentiel de van der
Waals (cf. chapitre 4). Si on utilise le dernier état lié du canal fermé pour induire
la résonance de Fano–Feshbach, le modèle utilisé dans ce chapitre n’a de sens que
si on limite le déplacement ∆ à moins d’une centaine de EvdW.

Au delà de cet intervalle, tracé en figure 5, les valeurs trouvées pour a
seraient anormalement basses et probablement peu significatives en com-
paraison avec une longueur de diffusion de fond typique.

2 Résonances larges, résonances étroites

2-1 Côté a > 0 et énergie de l’état lié

Nous allons nous concentrer dans ce paragraphe sur le cas des lon-
gueurs de diffusion positives, c’est-à-dire Ẽf < 0. Notre point de départ
va être l’amplitude de diffusion (5), que nous récrivons après avoir pris la
limite à k petit : g(k) → g0, δEf(k) → ∆, comme suggéré par la compa-
raison avec le résultat de LANDAU & LIFSHITZ (1975) faite au paragraphe
précédent :

f(k) ≈ g2
0

Ẽf − E − ikg2
0

, E =
~2k2

2mr
. (31)

Zone acceptable

Ẽf

a

RvdW

a = RvdW

a = −RvdW

−∆ +∆

FIGURE 5. Critère 2. Domaine de validité |Ẽf | . ∆ imposé par la condition
|a| & RvdW [cf. (30)].

Remarquons que cette expression ne résulte pas d’un développement sys-
tématique de f(k) à l’ordre 2 en k puisqu’il faudrait inclure en principe à
cet ordre des corrections à g0 et à ∆ :

g(k) = g0

(
1 + νk2 + . . .

)
, δEf(k) = ∆

(
1 + ν′k2 + . . .

)
(32)

avec ν, ν′ ∼ R2
vdW. Toutefois, nous allons pouvoir dégager les éléments

principaux avec cette version simplifiée, les corrections supplémentaires
liées aux variations de g(k) et δEf(k) étant de même nature que celles in-
duites par le terme de portée effective dans le cas mono-canal.

Les énergies (approchées) des états liés s’obtiennent en cherchant les
pôles de cette amplitude de diffusion. Posons donc k = iκ et cherchons les
solutions avec κ réel positif, de sorte que la fonction d’onde eikr/r = e−κr/r
soit physiquement acceptable (i.e. normalisable). Nous devons résoudre
l’équation du second degré en κ :

~2κ2

2mr
+ g2

0κ+ Ẽf = 0. (33)

Introduisons la quantité sans dimension X = κRvdW qui permet de ré-
écrire cette équation sous la forme :

X2 +

(
∆

EvdW

)
X +

(
Ẽf

EvdW

)
= 0, (34)
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où nous avons supposé que (22) était exacte pour simplifier les notations.
L’énergie de l’état lié s’écrit en fonction de X :

Elie

EvdW
= −κ2R2

vdW = −X2. (35)

Rappelons que nous cherchons à voir de quelle manière le paramètre κ
passe de la valeur 0 à résonance à la valeur "typique" ∼ 1/RvdW : nous
nous intéressons donc aux valeurs de l’inconnue X comprises entre 0 et 1.

L’équation (34) admet une solution positive (unique) si et seulement si
Ẽf < 0 :

2X = − ∆

EvdW
+

√(
∆

EvdW

)2

− 4
Ẽf

EvdW
, (36)

dont nous allons maintenant discuter les variations. Remarquons tout
d’abord qu’au voisinage immédiat de la résonance, c’est-à-dire pour Ẽf

petit, cette solution s’écrit [cf. (8)]

4|Ẽf | �
∆2

EvdW
: X ≈ − Ẽf

∆
⇔ κ ≈ 1

a
. (37)

On retrouve donc le résultat

Elie ≈ −
~2

2mra2
, (38)

c’est-à-dire la loi universelle reliant longueur de diffusion et énergie du
dernier état lié quand il est proche de la limite de dissociation.

Pour aller plus loin, nous allons distinguer les deux cas d’une résonance
large (∆� EvdW) et d’une résonance étroite (∆� EvdW).

Résonance large ∆ � EvdW. Dans ce cas, le développement limité (37)
peut être étendu à toute la plage d’énergie pertinente de |Ẽf |, comprise
entre 0 et ∆. Quand |Ẽf | atteint la valeur ∆, on a X ∼ 1 et donc κ ∼
1/RvdW. Le régime universel (38) s’étend donc à toutes les valeurs de la
longueur de diffusion a, depuis RvdW jusqu’à +∞ (figure 6).

Ẽf

−∆

−EvdW

Elie

FIGURE 6. Courbe continue : variation de l’énergie de l’état lié avec Ẽf déduite
de (35-36), pour une résonance large (∆ = 20EvdW). L’approximation Elie =
−~2/2mra

2, tracée en pointillés, est valable sur toute la plage accessible de Ẽf ,
c’est-à-dire pour a variant entre RvdW et +∞.

Résonance étroite ∆ � EvdW. Dans ce cas, le développement limité
cesse d’être valable pour

|Ẽf | ∼
∆2

EvdW
⇔ a

RvdW
∼ EvdW

∆
� 1, (39)

et on bascule ensuite sur un autre régime, non universel :

∆2

EvdW
� |Ẽf | . ∆ : X ≈

√
|Ẽf |/EvdW ⇔ ~κ ≈

√
2mr|Ẽf | (40)

où nous avons pris en compte la limitation (30) sur Ẽf . Ceci donne pour
l’énergie de l’état lié (cf. figure 7) :

Elie = −~2κ2

2mr
≈ Ẽf . (41)

L’état est beaucoup moins lié que ce qu’on attendrait si la prédiction
universelle ~2/2mra

2 s’appliquait. En fait, l’énergie de l’état lié trouvée en
(41) est égale à celle de l’état du canal fermé, une fois le déplacement ∆
pris en compte. Dans ce régime, les prédictions sont très différentes du
résultat mono-canal et l’état lié se concentre essentiellement sur le canal
fermé, comme nous allons le voir maintenant.
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Ẽf

−∆ − ∆2

EvdW

−∆

Elie

FIGURE 7. Courbe continue : variation de l’énergie de l’état lié avec Ẽf déduite
de (35-36), pour une résonance étroite (∆ = 0.1 EvdW). L’approximation Elie =
−~2/2mra

2, tracée en pointillés, n’est valable que sur une faible plage : |Ẽf | <
∆2/EvdW. Sur le reste de la plage accessible pour Ẽf , l’énergie de l’état lié varie à
peu près linéairement, comme prédit en (41) et tracé en tireté.

2-2 La population du canal fermé

Continuons notre étude de l’état lié pour nous concentrer maintenant
sur sa composition : comment les amplitudes de probabilité se répartissent-
elles entre canal ouvert et canal fermé?

Revenons au spineur à deux composantes qui définit cet état :(
ouvert
fermé

)
=

(
|ψ〉
|φ〉

)
= α

(
Ĝ0(E) Ŵ |φ0〉

|φ0〉

)
(42)

Le coefficient α est sans importance ici, puisqu’il sert simplement à norma-
liser l’état global. Nous nous intéressons plutôt au poids du canal fermé :

Πf

Πo + Πf
=

1

1 + 〈φ0|Ŵ Ĝ2
0(E)Ŵ |φ0〉

, (43)

avec E = −~2κ2/2mr.

Le calcul de l’élément de matrice figurant au dénominateur de (43) se
mène de façon similaire à ce que nous avons fait au chapitre précédent.

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0
0

0.5

1

Ẽf/∆

Πf
Πo+Πf

∆/EvdW = 0.1

∆/EvdW = 20

FIGURE 8. Variation de la fraction de population dans le canal fermé pour l’état
lié trouvé quand Ẽf < 0 [cf. (46)].

En insérant une relation de fermeture sur les moments q et en exprimant
〈φ0|Ŵ |q〉 en fonction de g(q), nous arrivons à

〈φ0|Ŵ Ĝ2
0(E)Ŵ |φ0〉 =

8mr

π~2

∫
q2 g2(q)

(q2 + κ2)2
dq. (44)

L’intégrale ci-dessus est divergente en q = 0 si on prend κ = 0. Pour κ petit
et non nul, elle est convergente et dominée par les faibles valeurs de q. On
peut donc prendre dans cette intégrale g(q) ≈ g(0) ≡ g0 pour arriver à :

〈φ0|Ŵ Ĝ2
0(E)Ŵ |φ0〉 =

2mrg
2
0

~2κ
=

1

X

∆

EvdW
, (45)

et donc :

Πf

Πo + Πf
=

X
∆

EvdW
+X

=

√
1 + u − 1√
1 + u + 1

, u = −4
ẼfEvdW

∆2
> 0. (46)

Deux exemples de variation pour ∆/EvdW = 0.1 (résonance étroite) et
∆/EvdW = 20 (résonance large) sont tracés en figure 8.

Reprenons la distinction entre résonance large et résonance étroite éta-
blie au paragraphe précédent :
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— Pour une résonance large, ∆/EvdW � 1, ce poids relatif reste petit
devant 1 jusqu’à ce que |Ẽf | atteigne sa valeur maximale d’ordre ∆.
La résonance est donc dominée par le canal ouvert.

— Pour une résonance étroite, ∆/EvdW � 1, la population du canal
ouvert n’est dominante qu’au voisinage immédiat de la résonance
|Ẽf | . 2∆2/EvdW. Le canal fermé devient prédominant quand |Ẽf |
dépasse cette valeur, c’est-à-dire quand on quitte le régime universel
pour la variation de l’énergie de l’état lié [cf. (39)].

Le bilan de cette étude est donc qu’il y a une correspondance parfaite
entre le fait qu’une résonance soit intégralement dominée par le canal ou-
vert et le fait qu’elle soit large au sens ∆ � EvdW. En pratique, il est sou-
vent plus facile de tester le premier critère, c’est-à-dire déterminer le canal
dominant, comme expliqué par CHIN, GRIMM et al. (2010).

2-3 Côté a < 0 et forme de la résonance

Intéressons-nous maintenant au côté a < 0 de la résonance, pour lequel
on n’attend pas d’état lié. Ce cas correspond à la situation où l’énergie "per-
turbée" Ẽf de l’état |φ0〉 est au dessus du seuil du canal ouvert. La question
à laquelle nous souhaitons répondre porte sur la structure de la section ef-
ficace de collision σ(E) quand on varie l’énergie E. S’agit-il d’une fonction
simplement décroissante de E comme pour une résonance mono-canal à
énergie nulle, ou présente-t-elle une structure piquée pour une énergie E∗

voisine de Ẽf ? La réponse à cette question dépend là encore de la nature
de la résonance, large ou étroite.

Notre point de départ est l’amplitude de diffusion (31) dont nous dé-
duisons la section efficace (pour des bosons polarisés) :

σ(E) = 8π|f(E)|2 =
8πg4

0

(E − Ẽf)2 + (2mrg4
0/~2)E

. (47)

Le dénominateur est une fonction quadratique de E et il est minimum en

E∗ = Ẽf −
∆2

2EvdW
, (48)

un point qui correspond donc à un maximum de la section efficace.

Reprenons notre distinction entre résonance large et résonance étroite.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

E/EvdW

σ(E)

FIGURE 9. Section efficace de collision dans le cas d’une résonance étroite (∆ =
0.5EvdW). Pour un petit désaccord Ẽf (ici Ẽf = 0.1EvdW pour la courbe bleue),
la section efficace est maximale à énergie incidente nulle. Pour un plus grand
désaccord (Ẽf = 0.5EvdW pour la courbe rouge), la section efficace présente un
maximum pour une énergie incidente non nulle.

— Pour une résonance large, ∆ � EvdW et pour le domaine physique-
ment pertinent |Ẽf | . ∆, le maximum est atteint pour une énergie
négative. Cela signifie que dans la région E ≥ 0, la section efficace
σ(E) est maximale en 0 et est une fonction décroissante de E. Là en-
core, cela correspond au régime universel attendu pour un problème
mono-canal quand un état lié est sur le point d’apparaître.

— Pour une résonance étroite, ∆ � EvdW, deux cas sont possibles,
comme illustré sur la figure 9 :

• Dans le domaine très proche de la résonance Ẽf < ∆2/2EvdW,
on retrouve là aussi le comportement universel, avec une section
efficace qui décroît quand l’énergie de collision E augmente.

• En dehors de ce domaine, pour ∆2/2EvdW < Ẽf . ∆, le mini-
mum E∗ est situé dans la partie E > 0, plus précisément en un
point proche de Ẽf . La section efficace a donc un comportement
résonant en E∗ ≈ Ẽf . Ce comportement propre aux résonances
de Fano–Feshbach étroites est très différent du régime universel
et il rappelle celui d’une résonance de forme.

Pour conclure, signalons un point important en lien avec la formule très
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couramment utilisée :

a = abg

(
1− B1

B −B0

)
= abg −

abg B1 δµ

Ẽf

, (49)

qui nous conduit à identifier abg B1 δµ avec notre paramètre g2
0 . Sur la for-

mule initiale, il est tentant de dire qu’une résonance sera large si B1 est
grand (typiquement plusieurs Gauss). Mais l’étude qui précède montre
que le paramètre important n’est pas B1, mais le produit abgB1 δµ, qui
est proportionnel à notre paramètre ∆. Si abg est anormalement basse, le
champ B1 peut être grand bien que la résonance de Fano–Feshbach pré-
sente toutes les caractéristiques d’une résonance étroite. On rencontre cette
situation pour l’isotope 7 du lithium (boson) préparé dans son état magné-
tique le plus bas. Comme indiqué dans la table 1, cet atome présente une
résonance pour B0 = 737 G; le champ B1 correspondant vaut 192 G, ce qui
est considérable (KHAYKOVICH, SCHRECK et al. 2002). Mais la longueur de
diffusion abg = −1.3 nm est relativement faible si bien que cette résonance
ne peut pas être considérée comme large (sres ≈ ∆/EvdW ≈ 1).

3 Approches quantitatives

Le modèle que nous avons développé ci-dessus supposait que les
atomes n’interagissaient pas dans le canal ouvert. Cela nous a permis de
mener les calculs de manière quasi-analytique et de dégager les notions
essentielles d’universalité et de largeur de résonance. Pour aller plus loin,
il faut bien sûr enrichir la description de la collision et en premier lieu
prendre en compte l’interaction dans le canal ouvert qui conduit, en ab-
sence de couplage avec le canal fermé, à la longueur de diffusion "de fond"
abg. Dans un deuxième temps, il faut également aller au delà de l’approxi-
mation de la résonance isolée, qui a consisté à ne garder dans le canal fermé
que le seul état |φ0〉.

3-1 L’approche "résonance isolée" standard

Cette approche est décrite dans plusieurs articles et ouvrages. Dans le
cadre de la physique des atomes froids, indiquons par exemple MOER-
DIJK, VERHAAR et al. (1995), GORAL, KOEHLER et al. (2004), et récemment

NAIDON & PRICOUPENKO (2019). On pourra aussi consulter le traitement
détaillé et complet de COHEN-TANNOUDJI & GUÉRY-ODELIN (2011) and
PETHICK & SMITH (2008).

Quand on souhaite simplement prendre en compte les interactions V (r)
dans le canal ouvert, les équations qui ont servi de point de départ à notre
modèle simple sont à peine modifiées. On garde la description de l’état
stationnaire de collision sous forme du spineur :(

ouvert
fermé

)
=

(
|ψ〉
|φ〉

)
avec |φ〉 = α|φ0〉, (50)

avec toujours un canal fermé réduit au seul état |φ0〉. L’équation aux va-
leurs propres pour ce spineur s’écrit :(

Ĥ0 + V̂
)
|ψ〉+ Ŵ |φ〉 = E |ψ〉 (51)

Ŵ |ψ〉+ Ef |φ〉 = E |φ〉. (52)

La méthode de résolution reste formellement inchangée, même si on ne
dispose plus d’expressions analytiques pour les différents éléments qui
entrent en jeu.

Prenons une énergieE = ~2k2/2mr positive. Pour Ŵ = 0, la solution de
(51) est un état stationnaire de diffusion du canal ouvert |ψouv

k 〉, conduisant
à la longueur de diffusion abg quand k → 0. Pour Ŵ 6= 0, la résolution de
(51) se fait avec l’opérateur de Green du canal ouvert :

Ĝouv(E) =
1

E − (Ĥ0 + V̂ ) + i0+

. (53)

La solution générale de (51) s’écrit

|ψk〉 = |ψouv
k 〉+ Ĝouv(E)Ŵ |φ〉 (54)

Ce résultat reporté dans (52) permet de déterminer formellement la valeur
du coefficient α :

α =
〈φ0|Ŵ |ψouv

k 〉
E − Ef − 〈φ0|Ŵ Ĝouv(E) Ŵ |φ0〉

. (55)

La combinaison de (54) et de (55) donne alors :

|ψk〉 = |ψouv
k 〉+ Ĝouv(E) T̂ (E)|ψouv

k 〉 (56)
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avec

T̂ (E) =
Ŵ |φ0〉〈φ̂0|Ŵ

E − Ef − 〈φ0|Ŵ Ĝouv(E) Ŵ |φ0〉
. (57)

La relation (56) a la même structure que l’équation de Lippmann–
Schwinger obtenue au chapitre 2 pour un problème de diffusion mono-
canal, exprimant l’état stationnaire de diffusion |ψk〉 en terme de l’onde
plane |k〉 et de l’opérateur de transition T̂ :

|ψk〉 = |k〉+ Ĝ0(E) T̂ (E)|k〉. (58)

Nous avons donc formellement ramené notre problème bi-canal à un
problème mono-canal avec la transposition

|k〉 → |ψouv
k 〉, Ĝ0 → Ĝouv. (59)

Nous en déduisons que l’amplitude de transition f(k,k′) est proportion-
nelle à 〈ψouv

k′ |T̂ (E)|ψouv
k 〉, qui généralise le résultat du chapitre 2 : f(k,k′) ∝

〈k′|T̂ (E)|k〉.
Examinons ce qui se passe quand on prend la limite E → 0 de (56) :

— Le premier terme |ψouv
k 〉 va faire apparaître dans sa partie asympto-

tique un comportement en r − abg, donc la longueur de diffusion abg.

— Le deuxième terme de (56) est résonnant quand le dénominateur de
l’opérateur T (E) s’annule. Ecrivons la limite E → 0 de ce dénomina-
teur comme

lim
E→0

[
E − Ef − 〈φ0|Ŵ Ĝouv(E) Ŵ |φ0〉

]
= −Ef + ∆ (60)

avec le coefficient réel

∆ = −〈φ0|Ŵ Ĝouv(0) Ŵ |φ0〉 =
1

(2π)3

∫ ∣∣∣〈φ0|Ŵ |ψouv
k 〉

∣∣∣2
~2k2/2mr

d3k (61)

qui généralise (9). Comme dans notre modèle simplifié, la partie ima-
ginaire de ce dénominateur fait apparaître le terme proportionnel à ik
requis par le théorème optique et qui tend vers 0 quand k → 0.

niveau
fondamental

-2 -1 0 1 2
f = 2

-1 0 1
f = 1

A

FIGURE 10. Structure hyperfine du niveau fondamental électronique d’un atome
alcalin de spin nucléaire 3/2. On a indiqué la valeur du nombre quantique mf

pour chaque état.

On aboutit donc à l’expression suivante pour la longueur de diffusion :

a = abg −
C

Ẽf

avec Ẽf = Ef −∆ (62)

où le coefficient C (qui généralise g2
0 et que nous n’expliciterons pas ici) fait

intervenir les éléments de matrice de l’opérateur Ŵ .

À partir de ce point, la discussion sur la largeur de la résonance, l’éven-
tuel état lié, etc. est similaire à ce que nous avons décrit précédemment à
partir de notre modèle simplifié.

3-2 Modélisation par canaux couplés

Pour obtenir une modélisation précise d’une résonance de Fano–
Feshbach, il faut aller au delà de l’approche "résonance isolée". Pour cela,
il faut prendre en compte de manière quantitative le degré de liberté as-
socié au canal fermé, ou plutôt aux canaux fermés car il y a généralement
plusieurs courbes de potentiel qui entrent en jeu dans une collision.

Prenons l’exemple d’un atome alcalin bosonique comme le lithium 7, le
sodium, le potassium 39 ou 41, ou encore le rubidium 87. Tous ces atomes
ont un état fondamental électronique de moment cinétique orbital 4 l = 0

4. Nous noterons par des lettres minuscules les moments cinétiques des électrons indivi-
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et un spin électronique s = 1/2. Par ailleurs, leur noyau a un spin i = 3/2.
Le couplage hyperfin entre le moment magnétique de l’électron externe et
celui du noyau s’écrit A

4 s · i, où A dépend de l’espèce atomique. Ce cou-
plage clive le niveau fondamental en deux sous-niveaux hyperfin séparés
de A, de moment cinétique total f = 1 et f = 2 (figure 10). Nous allons
nous intéresser dans ce qui suit à l’influence de ce degré de liberté de spin
(électronique et nucléaire) sur la dynamique de la collision.

Quand les deux atomes (repérés par l’indice α = 1, 2) sont éloignés,
on peut négliger leur interaction. En présence d’un champ magnétique B
orienté selon l’axe z, l’hamiltonien lié au spin s’écrit∑

α=1,2

−Asα · iα + (γesz,α − γniz,α)B, (63)

auquel il faut ajouter l’hamiltonien d’énergie cinétique pour les deux
atomes. Un état propre de spin de la paire d’atomes est donc caractérisé
par les quatre nombres quantiques : f1,mf1 , f2,mf2 .

Quand les atomes sont proches, le terme dominant est leur interaction
mutuelle. L’interaction de van der Waals, qui a été étudiée dans les cha-
pitres précédents, ne fait pas intervenir le spin et nous ne la rediscuterons
pas ici. L’interaction dominante résulte de l’échange (cf. chapitre 1) et elle
dépend du spin électronique total S de la paire d’atomes, avec le potentiel
singulet VS(r) et triplet VT (r) associés respectivement à S = 0 et S = 1. Le
terme dominant de l’hamiltonien peut alors s’écrire :

1

4
[VS(r) + 3VT (r)] + s1 · s2 [VT (r)− VS(r)] . (64)

Les états propres à courte distance sont donc caractérisés par les nombres
quantiques S, I, F,MF .

On constate qu’il y a un nombre quantique commun aux deux régions,
MF = mf1 + mf2 , c’est-à-dire la projection du spin total sur l’axe z. Pour
les autres degrés de liberté de spin, il y a une rotation continue de la base
propre quand les atomes s’approchent l’un de l’autre. Ce point est illustré
sur la figure 11 que nous avons extraite de MOERDIJK, VERHAAR et al.
(1995). Elle porte sur l’interaction entre deux atomes de sodium, mais serait
inchangée (en dehors d’une recalibration des axes) pour les autres espèces

duels et par des lettres capitales ceux de la paire d’électrons pour le système di-atomique.

FIGURE 11. Potentiels d’interaction pour les cinq canaux couplés dans une colli-
sion entre deux atomes alcalins préparés dans un état tel queMF = mf1 +mf2 =
−2. Les données numériques sont pour une paire d’atomes de sodium. Figure ex-
traite de MOERDIJK, VERHAAR et al. (1995).

mentionnées ci-dessus. Cette figure montre les canaux à prendre en compte
pour une collision entre deux atomes préparés dans l’état |f = 1,mf =
−1〉. D’après ce que nous venons de voir, le seul nombre quantique qui va
être conservé lors de la collision est MF = mf1 + mf2 = −2. Cela signifie
que tous les canaux correspondant à cette même valeur de MF peuvent
être couplés entre eux et il nous faut donc les identifier.

Quand les atomes sont éloignés, il y a cinq états possibles avec cette
valeur de MF :

— Celui que nous avons pris comme état d’entrée de la collision, est noté
|f1mf1 , f2mf2〉 = |1 − 1, 1,−1〉 sur la figure 11.

— L’état obtenu en prenant un atome en |f = 1,mf = −1〉 et l’autre
dans |f = 2,mf = −1〉, et en symétrisant le résultat. Cet état est noté
|{1 − 1, 2 − 1}+〉 sur la figure 11. Il a une énergie A au dessus de l’état
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incident, et va donc correspondre à un canal fermé.

— L’état obtenu en prenant un atome en |f = 1,mf = 0〉 et l’autre dans
|f = 2,mf = −2〉, et en symétrisant là aussi le résultat. Cet état a
également une énergie A au dessus de l’état incident.

— L’état obtenu en prenant un atome en |f = 2,mf = 0〉 et l’autre dans
|f = 2,mf = −2〉, et en symétrisant là aussi le résultat. Cet état a une
énergie 2A au dessus de l’état incident.

— L’état obtenu en prenant les deux atomes en |f = 2,mf = −1〉. Cet
état a une énergie 2A au dessus de l’état incident.

Au final, on trouve donc un canal ouvert et quatre canaux fermés, deux
avec l’énergie A et deux avec l’énergie 2A. Quand les atomes se rap-
prochent, on voit sur la figure 11 que les états de spin de ces cinq états
se mélangent pour former quatre états du canal triplet et un état dans le
canal singulet. La notation de la figure 11 pour ces états est |(SI)FmF 〉.

Pour traiter ce problème, on doit donc (i) choisir une base de tra-
vail, qui peut par exemple être la base |(SI)FmF 〉, (ii) écrire l’hamilto-
nien en tout point r dans cette base, qui se présentera comme une ma-
trice 5 × 5, (iii) résoudre les cinq équations de Schrödinger couplées pour
en extraire l’état de diffusion correspondant à une énergie E donnée [voir
par exemple MOERDIJK, VERHAAR et al. (1995), MIES & RAOULT (2000) et
CHIN, GRIMM et al. (2010)]. Cette méthode, qui s’avére très précise (voir
§ 4-1), repose bien sûr sur une bonne connaissance des potentiels d’inter-
action.

3-3 Le couplage Ŵ

Nous avons discuté au paragraphe précédent la nature des différents
canaux couplés, ce qui nous permet de donner maintenant quelques élé-
ments supplémentaires sur le couplage Ŵ introduit dans la discussion de
notre modèle simple. Nous avions alors indiqué sans plus de précision que
Ŵ avait un élément de matrice non nul entre le canal ouvert et l’état |φ0〉
du canal fermé.

La définition précise du canal ouvert requiert de préciser la base de
l’espace de spin sur laquelle on choisit d’écrire l’hamiltonien (étape (i) de
la fin du paragraphe précédent). On peut par exemple privilégier la base

découplée |f1mf1 , f2mf2〉. Dans ces conditions, le couplage Ŵ se déduira
de l’expression (64) : il fera intervenir les éléments de matrice de ~s1 · ~s2,
avec un préfacteur proportionnel à VT (r)− VS(r). Avec ce choix, W (r) est
très grand dans toute la région intérieure du puits de potentiel, là où la
différence entre VS et VT est maximale. Cette approche est parfaitement
légitime, mais elle peut conduire à des grands éléments de matrice de Ŵ ,
qui peuvent rendre problématiques l’approximation de la résonance isolée.

Une autre approche, mise en avant notamment par NAIDON & PRICOU-
PENKO (2019), consiste à utiliser une base tournante pour le spin, qui dia-
gonalise en tout point r l’hamiltonien d’interaction. Par construction, il n’y
a alors plus d’élément non diagonal entre canaux. Mais Ŵ n’en est pas nul
pour autant : il faut en effet prendre en compte la rotation des vecteurs de
base avec r. NAIDON & PRICOUPENKO (2019) développent cette analyse et
montrent que Ŵ n’est alors plus simplement local (multiplication par une
fonction de r), mais fait également intervenir l’opérateur d

dr . Avec ce choix,
Ŵ prend des valeurs importantes dans la "zone de transition" définie au
chapitre 4. Il s’agit des distances r où le potentiel d’échange devient com-
parable à l’interaction de van der Waals ; en effet cette dernière, indépen-
dante du spin, admet toujours les états découplés |f1mf1 , f2mf2〉 comme
base propre alors que l’interaction d’échange favorise la base |(SI)FmF 〉.
NAIDON & PRICOUPENKO (2019) montrent que ce choix conduit à une ap-
proximation mieux contrôlée, qui les conduit à modifier l’expression com-
munément admise pour le décalage en énergie ∆ [leur équation (49)].

3-4 Résonances assistées par un champ oscillant

Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que le couplage Ŵ était
imposé par le choix de l’espèce atomique. Le champ magnétique extérieur
permettait de contrôler la position relative du canal fermé par rapport au
canal ouvert, mais le couplage lui-même ne dépendait que de la forme des
fonctions d’onde de l’état incident et l’état lié |φ0〉.

Il est possible d’enrichir les possibilités offertes par les résonances de
Fano–Feshbach en utilisant un champ électromagnétique, lumineux ou
micro-onde, pour coupler le canal ouvert incident à un canal fermé quel-
conque, pas nécessairement proche en énergie. L’accordabilité procurée
par le champ magnétique B est remplacée par le choix de la fréquence
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FIGURE 12. Principe d’une résonance de Feshbach optique à un photon. Un fais-
ceau lumineux couple de manière quasi-résonnante le canal d’entrée (état électro-
nique fondamental) à un état électronique excité.

du champ oscillant. Le couplage W devient quant à lui proportionnel à
l’amplitude de ce champ et peut être ajusté à volonté.

La première proposition dans ce sens a été faite par FEDICHEV, KAGAN

et al. (1996) et mise en œuvre par THEIS, THALHAMMER et al. (2004). Il
s’agit de résonances de Fano–Feshbach optiques où le canal d’entrée, qui
comporte deux atomes dans l’état électronique fondamental, est couplé à
un canal fermé qui comporte un atome dans un état électronique excité
et l’autre dans l’état fondamental (figure 12). Une variante, explorée par
THALHAMMER, THEIS et al. (2005), consiste à utiliser une transition à deux
photons (Raman stimulé), pour retrouver un canal fermé avec deux atomes
dans leur état électronique fondamental (figure 13).

Les expériences de THEIS, THALHAMMER et al. (2004) et THALHAM-
MER, THEIS et al. (2005) ont confirmé les prédictions théoriques concernant
la modification de la longueur de diffusion. Mais elles ont également mis
en évidence une limitation intrinsèque de cette méthode, lié au chauffage
dû au caractère aléatoire des phénomènes d’émission spontanée. Plus pré-
cisément, dans le dénominateur d’énergie intervenant dans l’expression de
l’amplitude de diffusion, déduite par exemple de l’expression de la matrice
T̂ (E) donnée en (57), il faut ajouter un terme imaginaire iΓe, correspondant
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FIGURE 13. Principe d’une résonance de Feshbach optique à deux photons. Une
paire de faisceaux lumineux couple de manière quasi-résonnante le canal d’entrée
(état électronique fondamental) à un état lié du niveau électronique fondamental,
via un passage vers un état électronique excité.

à la largeur naturelle de l’état excité e utilisé. Ce terme imaginaire vient
conférer une partie imaginaire à la longueur de diffusion, c’est-à-dire un
terme de perte (en pratique considérable !) quand on l’injecte dans l’équa-
tion de Gross–Pitaevskii. On pourra consulter BOHN & JULIENNE (1999)
pour un traitement détaillé de ce mécanisme de chauffage.

Une autre voie d’approche a été proposée par PAPOULAR, SHLYAP-
NIKOV et al. (2010) et est représentée sur la figure 14 [voir aussi KAUF-
MAN, ANDERSON et al. (2009) et TSCHERBUL, CALARCO et al. (2010)]. Elle
consiste à utiliser un couplage micro-onde entre le canal ouvert et le canal
fermé. Il n’y a alors pas de passage par un état excité et donc pas de chauf-
fage additionnel. Le point important à noter dans ce cas tient au fait que
la longueur d’onde du champ micro-onde utilisé est très grande devant
la portée des potentiels d’interaction entre atomes. On peut donc considé-
rer que W (r) est indépendant de r. Or nous avons montré en § 3-1 que la
modification recherchée de la longueur de diffusion faisant intervenir les
éléments de matrice

〈φ0|Ŵ |ψouv
k 〉 ≈W 〈φ0|ψouv

k 〉. (65)

Il faut donc que les deux états |φ0〉 et |ψouv
k 〉 aient un recouvrement non
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FIGURE 14. Résonance de Fano–Feshbach assistée par une micro-onde qui couple
deux sous-niveaux hyperfins du niveau électronique fondamental.

nul, et en particulier qu’ils ne soient pas orthogonaux. Comme ils sont
chacun état propre d’un hamiltonien p̂2/2mr + Vα(r), cela signifie que les
deux hamiltoniens en question doivent être "notablement différents" l’un
de l’autre. Pour des atomes alcalins, cette condition peut être remplie d’au-
tant mieux que les longueurs de diffusion triplet et singulet sont éloignées
l’une de l’autre et que les deux potentiels Vα(r) en jeu ont des poids signi-
ficativement différents sur ces canaux singulet et triplet.

4 Quelques expériences récentes

Depuis leur observation initiale pour des gaz atomiques par INOUYE,
ANDREWS et al. (1998), les résonances de Feshbach ont joué un rôle consi-
dérable dans la physique des fluides quantiques. Il n’est pas question ici de
passer en revue ces très nombreuses études expérimentales, ni même de les
citer. Nous renvoyons les lecteurs intéressés à l’article de revue de CHIN,
GRIMM et al. (2010) qui a donné, au moins à la date de sa parution, un
état des lieux complet des connaissances expérimentales dans ce domaine.
Nous allons nous contenter dans les paragraphes qui suivent de donner
(sans souci d’exhaustivité) trois exemples récents remarquables. Comme

niveau
fondamental

f = 2

mf =-2
mf =-1
mf =0
mf =1
mf =2

f = 1

mf =-1
mf =0
mf =1

461.7 MHz

FIGURE 15. Position des états hyperfins du niveau fondamental d’un atome 39K
en présence d’un champ magnétique. L’expérience de CHAPURIN, XIE et al.
(2019) est menée avec des atomes préparés dans l’état |f = 1,mf = −1〉.

ces expériences utilisent des protocoles différents, cette partie nous don-
nera l’occasion de discuter trois techniques de diagnostic pour la présence
d’une résonance de Fano–Feshbach : la spectroscopie de l’état lié, la ciné-
tique de thermalisation d’un gaz piégé et les pertes d’atomes.

4-1 Mesures de précision sur le potassium 39

CHAPURIN, XIE et al. (2019) ont récemment mené une expérience sur le
potassium 39, dont le but était de tester certains aspects de la physique à
trois corps. Un élément essentiel de leur analyse a porté sur les interactions
à deux corps dans un gaz de 39K (bosons) en présence d’un champ magné-
tique d’environ 30 Gauss. Dans cette expérience, les atomes sont préparés
dans l’état |f = 1,mf = −1〉, c’est-à-dire l’état d’énergie supérieure du
sous-niveau hyperfin f = 1.

Partant d’environ 105 atomes confinés dans un piège optique à une tem-
pérature de 300 nK, on balaye le champ magnétique à travers la valeur cor-
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FIGURE 16. Carrés bleus : spectre radio-fréquence de dissociation de dimères
de 39K pour un champ magnétique de 33.9575 (3) G. L’origine de l’axe des abs-
cisses est décalée de 446.834413 MHz. Les points noirs sont obtenus pour un gaz
d’atomes et permettent de calibrer l’expérience. Figure extraite du Supplemental
Material de CHAPURIN, XIE et al. (2019).

respondant à la résonance, ce qui permet de transférer adiabatiquement
une fraction importante des atomes vers une assemblée de dimères dans
l’état |φ0〉 (KÖHLER, GÓRAL et al. 2006). Les atomes non transférés sont
éliminés grâce à une impulsion lumineuse qui les pousse hors du piège.

L’outil principal est la spectroscopie radio-fréquence qui consiste à faire
basculer un des atomes du dimère vers l’état |f = 2,mf = 0〉, puis à
compter les atomes ainsi transférés en fonction de la radio-fréquence. Un
exemple typique est montré en figure 16. On y voit le spectre enregistré
pour le gaz de dimères (en bleu) ainsi que le signal équivalent pour un gaz
atomique. Une modélisation précise du décalage entre les deux courbes
permet d’en déduire l’énergie de liaison pour cette valeur du champ,
Elie/h = 12.274 kHz.

Cette expérience est répétée pour différentes valeurs du champ ma-
gnétique autour de la résonance de Feshbach, ce qui permet de produire
les données de la figure 17. L’intervalle de champ magnétique corres-
pond à une variation de la longueur de diffusion a entre 16 nm et +∞
(RvdW = 3.3 nm pour 39K).

FIGURE 17. Mesure de l’énergie de liaison du dimère de 39K au voisinage de la ré-
sonance de Fano–Feshbach. La prédiction universelle est tracée en pointillé rouge.
La courbe noire est la prédiction issue d’un calcul numérique incluant 5 canaux
de spins couplés. La courbe rouge tiretée est une version raffinée de la prédiction
universelle. Figure extraite de CHAPURIN, XIE et al. (2019).

Pour cette courbe, la (faible) correction de l’énergie du dimère liée au
potentiel de confinement a été prise en compte. L’ajustement avec un mo-
dèle théorique prenant en compte les cinq canaux couplés pour cette réso-
nance en onde s (voir § 3) est excellent et conduit à la détermination de la
position de la résonance avec une précision inédite : B0 = 33.5820 (14) G.
Cette précision a permis à CHAPURIN, XIE et al. (2019) d’améliorer très si-
gnificativement la modélisation des potentiels singulet et triplet pour une
paire d’atomes de 39K.

On constate sur la figure 17 que seule la partie centrale de la réso-
nance est bien décrite par le modèle universel bien que a ≥ 5RvdW sur
la gamme explorée. Cela prouve que cette résonance ne rentre pas dans
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la catégorie des résonances larges. Plus précisément, CHAPURIN, XIE et al.
(2019) ont relié leurs données au paramètre sres de CHIN, GRIMM et al.
2010 (identique à notre paramètre ∆/EvdW introduit plus haut) pour trou-
ver sres ≈ 2.6. Il s’agit donc d’une résonance "intermédiaire", située à la
frontière entre résonances larges et résonances étroites.

Notons que pour décrire la résonance avec ce degré de précision, la
modélisation par la formule habituelle (49) n’est pas suffisante et il faut
inclure un deuxième pôle, c’est-à-dire une modélisation à 5 paramètres.

4-2 Résonances orbitales pour l’ytterbium 173

Pour des atomes alcalins comme le potassium discuté ci-dessus, chaque
atome porte un spin électronique 1/2. L’interaction entre deux atomes dans
leur état électronique fondamental dépend de la symétrie d’échange de
la fonction d’onde électronique. Une fonction d’onde orbitale symétrique
[resp. antisymétrique] par échange des deux électrons est associée à un état
de spin antisymétrique [resp. symétrique], c’est-à-dire l’état singulet S = 0
[resp. triplet S = 1]. Les différents canaux de diffusion contiennent des
parts variables du potentiel singulet et du potentiel triplet, et le couplage
entre ces canaux donne naissance aux résonances discutées jusqu’ici.

Une classe d’atomes qui joue un rôle important dans la physique des
gaz froids concerne les atomes à deux électrons périphériques, comme le
strontium ou l’ytterbium. Pour un atome préparé dans son état fondamen-
tal g, le moment cinétique orbital L des deux électrons est nul ainsi que
leur moment cinétique de spin S, de sorte que le moment cinétique total
J est également nul. La valeur S = 0 empêche de pouvoir mettre en place
une résonance de Fano–Feshbach du même type que pour les alcalins, au
moins quand les atomes sont tous préparés dans leur état fondamental
électronique. Même si ces atomes peuvent avoir un spin nucléaire I , le po-
tentiel d’interaction entre atomes ne dépendra pas de l’état du spin des
noyaux 5 et la collision peut être considérée comme "mono-canal".

Un moyen de contourner cette impossibilité a été proposé par ZHANG,
CHENG et al. (2015), puis réalisé expérimentalement quelques mois plus

5. Cette invariance vis-à-vis du spin nucléaire conduit à une symétrie SU(N) pour le po-
tentiel d’interaction, N = 2I + 1 étant le nombre d’états de spin.

tard par HÖFER, RIEGGER et al. (2015) et PAGANO, MANCINI et al. (2015).
ZHANG, CHENG et al. (2015) ont suggérer de tirer parti d’états électro-
niques excités de très longue durée de vie, en particulier l’état 3P0 ; il s’agit
d’un état
— de moment cinétique orbital L = 1 (d’où la notation "P") ;
— de spin électronique S = 1 (état triplet d’où la notation "3"), donc dif-

férent du spin S = 0 de l’état fondamental (ce qui contribue à la très
longue durée de vie) ;

— de moment cinétique total (orbital+spin) J = 0, ce qui renforce la sta-
bilité de cet état car il ne peut pas se désexciter vers l’état fondamental
par une transition à un photon, une transition J = 0 → J = 0 étant
interdite par les règles de sélection de l’interaction lumière-matière.

Ainsi pour 173Yb, la durée de vie de l’état 3P0 est de l’ordre de 20 s, ce qui
est extrêmement long à l’échelle atomique.

L’idée mise en avant par ZHANG, CHENG et al. (2015) est de considérer
une paire d’atomes, l’un dans l’état fondamental 1S0, l’autre dans l’état 3P0.
Ils considèrent l’isotope fermionique 173Yb qui possède un spin nucléaire
I = 5/2 ; en présence d’un champ magnétique extérieur, cela entraîne que
chacun des deux états électroniques considérés, 1S0 et 3P0, sont clivés en
six états correspondant à mI = − 5

2 ,− 3
2 , . . . ,+

5
2 . Dans la mesure où l’on

a affaire à un magnétisme nucléaire, les clivages sont très faibles (facteur
∼ 10−3 par rapport au magnétisme électronique), mais cela suffit à créer le
paramètre de contrôle nécessaire.

Parmi les multiples couples possibles pour les spins nucléaires des deux
atomes, on en sélectionne un que l’on note (m↓I ,m

↑
I) ≡ (↓, ↑) (on choisit

m↓I 6= m↑I ). Le point important est que les facteurs de Landé gg et ge des
deux états 1S0 et 3P0 ne sont pas égaux. Par conséquent, les deux états

|g ↑; e ↓〉 et |g ↓; e ↑〉 (66)

n’ont pas la même énergie : la différence entre ces énergies s’écrit 6

µnB (ge − gg)(m
↓
I − m↑I), où µn est le magnéton nucléaire. Elle peut être

variée grâce au champ magnétique appliqué. Nous supposerons dans ce
qui suit que le premier de ces deux états est celui de plus basse énergie.

6. La différence en énergie pour 173Yb est de h×113 Hz pourB = 1 Gauss etm↓I −m
↑
I =

1. L’origine de la différence entre gg et ge réside dans une léger couplage hyperfin entre les
états 3P0 et 3P1.
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Prenons maintenant en compte le fait que les atomes utilisés sont des
fermions et intéressons-nous à une collision en onde s, c’est-à-dire une
fonction d’onde spatiale symétrique par échange des positions des deux
atomes. Cela est possible car les atomes n’étant pas dans le même état in-
terne, le caractère antisymétrique global de l’état des deux atomes peut être
assuré grâce à ces variables internes. Plus précisément, nous poserons

|ψ〉 =
1√
2

(|g ↑; e ↓〉 − |e ↓; g ↑〉) (67)

qui va correspondre à l’état électronique + nucléaire du canal ouvert (basse
énergie), et

|φ〉 =
1√
2

(|g ↓; e ↑〉 − |e ↑; g ↓〉) (68)

qui va correspondre au canal fermé (haute énergie).

Tout comme les potentiels singulet et triplet pour les atomes à un élec-
tron, le potentiel d’interaction entre les deux atomes dépend de la nature
symétrique ou antisymétrique de l’état électronique orbital. Les parties
électroniques et nucléaires des deux états propres utiles ici s’écrivent

|±〉 =
1

2
(|ge〉 ± |eg〉)⊗ (| ↑↓〉 ∓ | ↓↑〉) , (69)

caractérisés chacune par une longueur de diffusion, a±, pour des collisions
en onde s.

Considérons une collision entre atomes de basse énergie initialement
préparés dans l’état |ψ〉 écrit en (67). Cet état |ψ〉 est une combinaison li-
néaire des deux états |±〉 :

|ψ〉 =
1√
2

(|+〉+ |−〉) (70)

et n’est donc pas lui-même un état propre de l’hamiltonien d’interaction.
Durant la collision, il est couplé à l’état du canal fermé |φ〉. Après la colli-
sion, les atomes ressortent dans |ψ〉 mais le déphasage accumulé dépend
du couplage avec |φ〉.

Pour qu’une résonance se produise du fait de ce couplage, il faut qu’il y
ait dans le canal fermé un état lié d’énergie proche de la limite de dissocia-
tion du canal ouvert. C’est effectivement le cas du canal |+〉 qui est associé

FIGURE 18. Résonance de Fano–Feshbach orbitale pour 173Yb. Taux de thermali-
sation dans un mélange |g ↑〉, |e ↓〉 (points bleus et rouges) et |g ↑〉, |g ↓〉 (points
verts). Les points rouges [resp. bleus] correspondent à m↑I = −m↓I = 1

2 [resp. 5
2 ].

Le champB a été redimensionné par un facteur 5 pour les points rouges pour mon-
trer l’universalité du résultat. Figure extraite de HÖFER, RIEGGER et al. (2015).

à une longueur de diffusion grande et positive (SCAZZA, HOFRICHTER et
al. 2014 ; CAPPELLINI, MANCINI et al. 2014 ; CAPPELLINI, MANCINI et al.
2015). L’état lié a pour énergie de liaison de h×32 kHz, ce qui est très faible.

Nous montrons en figure 18 des données extraites de HÖFER, RIEGGER

et al. (2015) ; elles indiquent la variation avec le champ magnétique B du
temps de thermalisation d’un mélange équilibré de 60 000 atomes dans la
paire d’états |g ↑〉, |e ↓〉, et pour comparaison un mélange |g ↑〉, |g ↓〉. Ce
mélange est confiné dans un piège dipolaire anisotrope et on mesure le
temps nécessaire pour qu’un excès d’énergie selon un axe propre du piège
se répartisse selon les 3 axes, comme attendu pour l’équipartition de l’éner-
gie. Ce temps est inversement proportionnel à la section efficace de colli-
sion élastique, donc au carré de la longueur de diffusion recherchée. On
voit sur la figure 18 que ce temps varie par deux ordres de grandeur au-
tour de la résonance pour le mélange |g ↑〉, |e ↓〉 alors qu’il est indépendant
de B pour le mélange |g ↑〉, |g ↓〉.
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Ce type de résonance peut ouvrir de nouvelles perspectives dans la réa-
lisation de superfluides topologiques et constituer un nouvel outil pour la
compréhension des phénomènes magnétiques dans les matériaux en forte
interaction (CORNISH 2015).

4-3 Le cas des lanthanides

Les atomes lanthanides comme l’erbium ou le dysprosium présentent
des caractéristiques très différentes des autres atomes couramment utilisés
dans les expériences de gaz quantiques comme les alcalins ou les alcalino-
terreux. Tout d’abord, le moment cinétique orbital des électrons dans l’état
fondamental de ces atomes n’est pas nul. Ajouté au moment cinétique de
spin, cela conduit à des moments magnétiques très grands : 10µB pour le
dysprosium, donc des interactions dipôle-dipôle magnétiques 100 fois plus
grandes que pour des alcalins. Les interactions entre atomes lanthanides
présentent une anisotropie marquée, d’un part à cause de ces dipôles ma-
gnétiques et aussi du fait des interactions de van der Waals qui acquièrent
une partie anisotrope très significative (de l’ordre de 10% de la partie iso-
trope) provenant du moment cinétique orbital des électrons.

Pour des atomes lanthanides de moment cinétique J , il y a (J + 1)2

courbes de potentiel non dégénérées conduisant à (J + 1)2 longueurs de
diffusion indépendantes, à comparer aux deux canaux singulet et triplet
des alcalins. Cela conduit à un très grand nombre de possibilités de réso-
nances de Feshbach dans un intervalle donné de champ magnétique ; ce
nombre est encore augmenté par le fait que le déplacement Zeeman des
différents états pour un champ donné est beaucoup grand que pour les
alcalins, du fait du grand moment magnétique.

Pour localiser ces résonances de Feshbach, une technique fréquemment
utilisée consiste à mesurer le taux de pertes d’atomes d’un nuage piégé en
fonction du champ magnétique appliqué. Au voisinage d’une résonance, la
probabilité de trouver une paire d’atomes proches l’un de l’autre est forte-
ment augmentée et les processus de pertes à deux ou trois corps sont donc
favorisés. Une perte à deux corps correspond au basculement d’un spin
électronique durant la collision, l’énergie Zeeman libérée étant convertie
en énergie cinétique. Un processus à trois corps conduit à la formation
d’un dimère fortement lié, le troisième corps emportant l’énergie libérée

FIGURE 19. Nombre d’atomes de 168Er ayant "survécu" dans un piège lumineux
après une durée de 400 ms en présence d’un champ magnétique B. Chaque pic
étroit signale une perte accrue due à une résonance de Feshbach. Figure extraite de
FRISCH, MARK et al. (2014).

par cette formation.

Nous montrons sur la figure 19 un exemple de résultat obtenu par
FRISCH, MARK et al. (2014) pour un gaz d’atomes d’erbium 168 à une tem-
pérature de 330 nK. On y compte 190 résonances pour un intervalle de
champ magnétique de 70 Gauss. Ce nombre est considérable : on trouve-
rait en moyenne moins d’une résonance sur un intervalle de cette largeur
pour des atomes alcalins.

FRISCH, MARK et al. (2014) et MAIER, KADAU et al. (2015) ont tiré parti
de ce grand nombre de résonances, obtenues à la fois pour l’erbium et pour
le dysprosium, pour en faire une analyse statistique. Ils ont étudié en par-
ticulier la répartition des écarts entre deux résonances consécutives, dont
un exemple est montré en figure 20. On constate que les résonances suc-
cessives "se repoussent", c’est-à-dire que la probabilité de trouver deux ré-
sonances avec une faible séparation est plus petite que si ces résonances
étaient réparties aléatoirement.

La répartition des positions des résonances de Fano–Feshbach quand
on varie le champ magnétique est directement reliée au spectre des états
liés de l’hamiltonien du problème, pour un champ magnétique donné. Ce
point est illustré sur la figure 21, où les énergies des états liés, montrées ici
pour 168Er, ont été obtenues par un calcul de canaux couplés. Or le spectre
de l’hamiltonien, plus précisément la répartition P (s) de l’intervalle s entre
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FIGURE 20. Distribution normalisée de l’écart entre deux résonances de Fano–
Feshbach successives pour 164Dy. Les points bleus correspondent aux mesures et
les points gris au résultat d’un calcul par canaux couplés. La courbe tiretée donne
le résultat attendu pour un hamiltonien régulier, celle en pointillés le résultat pour
un hamiltonien chaotique (loi de Wigner-Dyson). On voit que les résonances "se
repoussent", mais pas autant que prévu par la loi de Wigner-Dyson. Figure ex-
traite de MAIER, KADAU et al. (2015).

valeurs propres successives, renseigne sur la nature du mouvement sous-
jacent. Si ce mouvement est régulier, une collections d’oscillateurs harmo-
niques découplés par exemple, la distribution P (s) sera une distribution de
Poisson. Si ce mouvement est chaotique et l’hamiltonien décrit par une ma-
trice aléatoire symétrique réelle, on s’attend à une distribution de Wigner-
Dyson ∝ s e−πs

2/4.

On constate sur la figure 20 que la répulsion des positions des réso-
nances de Fano–Feshbach, si elle est bien présente, n’est pas aussi forte que
celle attendue pour la loi de Wigner-Dyson. Ce résultat, confirmé par le cal-
cul numérique, indique que l’hamiltonien n’est ni complètement régulier,
ni complètement chaotique dans cette gamme de champ magnétique 7.

7. Le paramètre de Brody permet de caractériser l’écart de la distribution mesurée aux
distributions de Poisson et de Wigner-Dyson. Pour un champ magnétique ∼ 30 Gauss, la
valeur de ce paramètre déduite du calcul par canaux couplés vaut ∼ 0.5 pour 164Dy ou
168Er.

FIGURE 21. Haut : longueur de diffusion estimée par un calcul de canaux cou-
plés pour 168Er. Bas : spectre des états faiblement liés. Une résonance de Fano–
Feshbach se produit à chaque fois qu’un état lié croise l’énergie nulle et disparaît
dans le continuum. Figure extraite de MAIER, KADAU et al. (2015).

Appendice : état lié pour notre modèle de résonance

Comme pour l’étude des états de diffusion menée au chapitre précé-
dent, notre point de départ pour la recherche d’éventuels états liés sera la
première des deux équations aux valeurs propres (2-3) :

(E − Ĥ0)|ψ〉 = Ŵ |φ〉. (71)

Sa solution s’écrit grâce à l’opérateur résolvante Ĝ0 (sans terme libre
puisque nous considérons E < 0) :

|ψ〉 = Ĝ0(E) Ŵ |φ〉. (72)

Il s’agit maintenant de trouver l’énergie (ou les énergies?) E pour la-
quelle cette équation est compatible avec la seconde équation aux valeurs
propres (3) :

(E − Ef)|φ〉 = Ŵ |ψ〉. (73)

Pour cela, rappelons-nous que |φ〉 = α|φ0〉 et projetons (73) sur |φ0〉 :

(E − Ef)α = 〈φ0|Ŵ |ψ〉 = α〈φ0|Ŵ Ĝ0(E) Ŵ |φ0〉 (74)
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d’où l’équation permettant de déterminer E :

E − 〈φ0|Ŵ Ĝ0(E) Ŵ |φ0〉 = Ef . (75)

Pour rendre cette équation plus explicite, reprenons le résultat ob-
tenu au chapitre précédent pour l’élément de matrice intervenant dans le
membre de gauche de cette équation :

〈φ0|Ŵ Ĝ0(E) Ŵ |φ0〉 =
1

(2π)3

∫ |〈φ0|Ŵ |q〉|2
E − ε(q) + i0+

d3q. (76)

Après intégrale angulaire et remplacement de E par −~2κ2/2mr, nous ob-
tenons :

〈φ0|Ŵ Ĝ0(E) Ŵ |φ0〉 = − 2

π

∫
q2 g2(q)

q2 + κ2
dq

= −∆ +
2κ2

π

∫
g2(q)

q2 + κ2
dq (77)

ce qui, en utilisant Ẽf ≡ Ef −∆ conduit finalement à

~2

2mr

[
κ2 +

4mr

π~2

∫ +∞

0

κ2 g2(q)

q2 + κ2
dq

]
= −Ẽf . (78)

Le membre de gauche de cette équation est manifestement positif et
c’est par ailleurs une fonction croissante de κ, avec des valeurs allant de 0
à +∞. Pour avoir une solution (unique) à cette équation, il faut et il suffit
que le membre de droite soit également positif, c’est-à-dire Ẽf < 0. Ceci
correspond d’après (8) au régime a > 0.

On voit sur (78) que le choix Ẽf = 0 conduit à la solution κ = 0.
Vérifions maintenant que pour Ẽf suffisamment petit, donc a suffisam-
ment grand, on retrouve bien la loi universelle (13). Pour cela, remarquons
d’abord que quand κ → 0, l’intégrale figurant dans le membre de gauche
de (78) diverge en q = 0. Pour κ petit mais non nul, cette intégrale est
donc dominée par les faibles valeurs de q. On peut y remplacer g(q) par
g0 ≡ g(0) pour trouver :

κ→ 0 :

∫ +∞

0

g2(q)

q2 + κ2
dq ≈ g2

0

∫ +∞

0

1

q2 + κ2
dq =

πg2
0

2κ
. (79)

Quand κ → 0, ce terme devient dominant dans le [. . .] de (78), qui se sim-
plifie en

κg2
0 ≈ −Ẽf (80)

ou encore, en utilisant (8) :

κ ≈ 1

a
⇒ Elie ≈ −

~2

2mra2
. (81)

C’est le résultat attendu : pour a > 0 et dans le régime de petit |Ẽf |, l’éner-
gie de l’état lié est reliée à la longueur de diffusion par la relation univer-
selle (13).
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