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TD 4 : Galton-Watson v2

Dans le premier exercice nous prenons un autre point de vue sur les arbres de Galton-
Watson, en les découvrant sommet par sommet selon le parcours en largeur, plutot que
brutalement, génération par génération.

Exercice 1. Arbres codés par des marches entieres
Soit G = (V, E) un graphe, on suppose que V est totalement ordonné, et on prend
x € V. On définit par récurrence l'algorithme de parcours en largeur du graphe. On pose
A® = (z), By = x puis pour k > 0, si A* £ (),
— On pose zj, = A}.
— On pose & = |Vv(zx) \ Bg| le nombre de voisins de x; non encore explorés.
— Onpose ¢;(xy) < ... < cg (z1) le réordonnement croissant de ces voisins Vy (zy) \ B.
— AR = (Af) . 7A\kAk|7 c1(zr),s - o, e ().
— Bpy1 = By UVy(AY).
On arréte I'algorithme quand k¥ = N = inf{k > 0, A*¥ = ()}. On peut montrer (et on
admettra) les assertions suivantes :
— L’ensemble des sommets explorés By = {z3,0 < k < N—1} est C(x), la composante
connexe qui contient z. Ceci implique |C(z)| = N.
— L’ensemble des arétes explorées {(z, c;(zx)),0 <k < N —1,1 <i <&} forme un
arbre couvrant de C(z), dit arbre de parcours en largeur.
— En particulier, si G est un arbre, alors toutes les arétes sont explorées. La suite
o, - .., En_q caractérise alors 'arbre généalogique G a isomorphisme pres.

1. Soit Sp =1, Sky1 = Sk + & — 1 pour 0 < k < N — 1. Justifier par récurrence que
Sy = |A¥| pour 0 < k < N. En déduire que N = inf{k >0, S;, = 0}.

2. On pose 1 =0, 11 = 1,75 = 1, et par récurrence pour i > 0, Z;,1 = 2;_1 &, et
Tiva = Tit1 + Ziv1. Montrer que Z; = {y € G,d(y,x) = i}|.

3. Etant donné une loi p sur N, on admet pouvoir générer un arbre éventuellement

infini G = T, appelé arbre de Galton-Watson de loi pu, tel que (&)x est une suite
i.i.d. de loi pu.

(a) Montrer qu’alors (Sk)o<;<n est une marche aléatoire de loi pu(- + 1) arrétée a son
premier temps d’atteinte de 0.

(b) Montrer également que (Z;);>o est un processus de branchement de loi y, c’est-
a-dire
P(Zi1 = alZy,...,7Z) = w?(a).
On pourra montrer d’abord pour le conditionnement a (7, ... 7).
(¢) Montrer 'égalité d’événements

{IT] < 0o} = {N < oo} = {3i, Z; = 0}
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4.

Ces deux derniers points permettent d’utiliser la théorie des processus de branche-
ments que vous connaissez déja. Se rappeler que si p; = P(Z; = 0), alors py = ¢(0),
et piv1 = @(p;), ot p(s) = E[s1]. Déduire que p = P(T < o) est le plus petit point
fixe de ¢ dans [0, 1].

Exercice 2. Cas sous-critique mieuz fait que dans le TD 2

On s’intéresse au parcours en largeur de G,,;, pour p = =, ¢ < 1.

1.

6.

Que vaut | By | en fonction des (&;); 7 En déduire que conditionnellement a &, . . ., {1,

k—1
& ~Biln—1-> &.p).
1=0

. En déduire que 'on peut construire un arbre de Galton-Watson 7" de loi Bi(n, p)

tel que N' = |T"| > |C(x)].

. Soit s > 1. Soit (£)x une suite i.i.d. de loi Bi(n,p). Calculer o(s) = E[s%], et

montrer que ¢(s)/s < e“*=1=18(s)  Optimiser en s > 1 pour avoir une borne aussi
petite que possible.

. Dés maintenant on suppose que la marche S’ associée a 1" continue apres le temps

N', ce qui simplifie les calculs. Noter que ¢a ne change pas la loi de N’. Montrer que
Dy, = s5Fp(5)7* est une martingale positive partant de 1.

. Appliquer I'arrét optionnel en N’ A k pour montrer que E[(¢(s)/s)™* V'] < 1, et en

déduire par convergence monotone que E[e®Y'] < 1, ot = ¢ — 1 — logec.

Conclure qu’avec grande proba il n’y a aucune composante de taille > % log n.

Cet exercice montre une sorte d’analogue dans Galton-Watson de la dualité entre ¢ > 1
hors de la composante géante et ¢ < 1 dans Erdos-Rényi.

Exercice 3. Dualité dans Galton- Watson

On considere un arbre de Galton-Watson de loi p. On utilise la notation du premier
exercice, et on se place dans le cas ou 0 < p < 1 (cas sur-critique).

1.

2.

Soit P, la loi sous laquelle Sy = x. Montrer en utilisant la propriété de Markov forte,
que P,.(N < 00) = p*.
Soit P, la loi conditionnelle & I’extinction :

1
P.(A) = —P, (AN (N < 0)).

pl‘
Calculer P, (S;y1 —S; = k|So =Tg, ..., = x;) en utilisant la propriété de Markov
simple, pour montrer que sous P,, la suite (5;);>0 est toujours une marche aléatoire
arrétée en O.

. En déduire la loi 7z des &; sous P,.. Que vaut la fonction génératrice p(s) = > oo Ti(i)s' ?

A quel régime appartient 1?7



