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Département de Mathématiques Topologie et calcul différentiel

TD 10 : FORMULE DE TAYLOR

EXERCICE 1. (Diagonalisation simultanée)
On se place dans R™, muni de la norme euclidienne notée ||.|| et du produit scalaire noté (,). On
note S la sphére unité
S ={z eR"|[z|][ =1}
Soit A une matrice symétrique réelle.

1. Montrer que

f:R*"\ {0} —R
(Azx, x)
1Edi

T —

est continue et que sa restriction & S admet un maximum sur S.

Soit e; un vecteur unitaire en lequel ce maximum est atteint.
2. Montrer que e; est un maximum pour f sur R\ {0}.

3. Calculer la différentielle de f et montrer que
Df(el)h = 2<A€1, h> — 2<A€1, 61)(61, h>

pour tout h € R™.
4. En deduire que, pour tout h € R™, I’égalité (e1,h) = 0 implique Iégalité (Aej, h) =0

5. Montrer qu’il existe une base orthonormée de R™ dans laquelle la matrice A est diagonalisable.

EXERCICE 2. (Inégalité de Glaeser)

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie et f : E — R une application de classe C? et
positive. On suppose qu’il existe une constante M telle que ||D?f(z)|| < M pour tout z.

Montrer que

IDf(@)|] < v2M f(x).

EXERCICE 3. (Ezercice du cours)
Supposons que f est une fonction p fois différentiable en a € R™ et pour tout a = (aq, ..., ) € N
on pose |a| =Y ai. On adoptera les notations suivantes :

o oM oo f
0%f(a) = 0z, Oz, (a)
Si h € R™ on note h* := h{'...h3" € R

1. Exprimer D? f(a)(h, ..., h) comme une somme sur tous les a : |a| = p de h*90* f(a)

2. En déduire une formule explicite du polynéme de Taylor de degré p qui approche la fonction
fena



EXERCICE 4. (Condition nécessaire d’analyticité)

Soit f une application C'°° d’un intervalle ouvert I de centre xy dans un espace de Banach E. On
suppose que les dérivées d’ordre pair admettent une majoration de la forme : || £ (z)|| < M (2n)! k"
ou M > 0 et k> 0 sont des constantes indépendantes de n.

1. Quelles majorations peut-on déduire pour les dérivées d’ordre impair 7

2. Montrer, a l'aide de cette majoration, que la série de Taylor de f en xg converge vers f en
tout point d’un certain voisinage de x.

EXERCICE 5. (Lemme d’Hadamard & l'ordre 2)
Soit f : R™ — R une application de classe C™, avec m > 2 telle que F(0) = 3—5(0) =0,1<1i<n,

on pose a;; = % afjé; - (0). En appliquant par exemple la formule de Taylor avec reste intégral,

montrer qu’il existe des fonctions g;; de classe C™ 2 tel que g;; = gji, 9i5(0) = aij et

F(z) = gij(x)a;
i



