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TD 10 : Formule de Taylor

Exercice 1. (Diagonalisation simultanée)
On se place dans Rn, muni de la norme euclidienne notée ||.|| et du produit scalaire noté 〈, 〉. On
note S la sphère unité

S = {x ∈ Rn, ||x|| = 1}.

Soit A une matrice symétrique réelle.
1. Montrer que

f : Rn \ {0} −→ R

x 7−→ 〈Ax, x〉
||x||2

est continue et que sa restriction à S admet un maximum sur S.
Soit e1 un vecteur unitaire en lequel ce maximum est atteint.

2. Montrer que e1 est un maximum pour f sur R \ {0}.
3. Calculer la différentielle de f et montrer que

Df(e1).h = 2〈Ae1, h〉 − 2〈Ae1, e1〉〈e1, h〉

pour tout h ∈ Rn.
4. En deduire que, pour tout h ∈ Rn, l’égalité 〈e1, h〉 = 0 implique l’égalité 〈Ae1, h〉 = 0

5. Montrer qu’il existe une base orthonormée de Rn dans laquelle la matrice A est diagonalisable.

Exercice 2. (Inégalité de Glaeser)
Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie et f : E −→ R une application de classe C2 et
positive. On suppose qu’il existe une constante M telle que ||D2f(x)|| ≤M pour tout x.
Montrer que

||Df(x)|| ≤
√

2Mf(x).

Exercice 3. (Exercice du cours)
Supposons que f est une fonction p fois différentiable en a ∈ Rn et pour tout α = (α1, ..., αn) ∈ Nn
on pose |α| =

∑
αk. On adoptera les notations suivantes :

∂αf(a) =
∂α1

∂x1
...
∂αnf

∂xn
(a)

Si h ∈ Rn on note hα := hα1
1 . . . hαn

n ∈ R
1. Exprimer Dpf(a)(h, ..., h) comme une somme sur tous les α : |α| = p de hα∂αf(a)
2. En déduire une formule explicite du polynôme de Taylor de degré p qui approche la fonction
f en a
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Exercice 4. (Condition nécessaire d’analyticité)
Soit f une application C∞ d’un intervalle ouvert I de centre x0 dans un espace de Banach E. On
suppose que les dérivées d’ordre pair admettent une majoration de la forme : ||f (2n)(x)‖ ≤M(2n)! kn

où M > 0 et k > 0 sont des constantes indépendantes de n.

1. Quelles majorations peut-on déduire pour les dérivées d’ordre impair ?

2. Montrer, à l’aide de cette majoration, que la série de Taylor de f en x0 converge vers f en
tout point d’un certain voisinage de x0.

Exercice 5. (Lemme d’Hadamard à l’ordre 2)
Soit f : Rn −→ R une application de classe Cm, avec m ≥ 2 telle que F (0) = ∂F

∂xi
(0) = 0, 1 ≤ i ≤ n,

on pose ai,j = 1
2

∂2F
∂xi∂xj

(0). En appliquant par exemple la formule de Taylor avec reste intégral,
montrer qu’il existe des fonctions gij de classe Cm−2 tel que gij = gji, gij(0) = aij et

F (x) =
∑
i,j

gi,j(x)xixj
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