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Résonance paramétrique

par R. MOREAU,
) I.P.R. Bordeaux
7, allée du Moulin-de-Cazau, 33170 Gradignan.

[. INTRODUCTION.

Nous nous proposons de montrer, sur des exemples, que cer-
taines résonances de caractére paramétrique sont connues de
chacun de nous, méme si nous ne les avons pas identifiées comme
telles.

On appelle résonance paramétrique le processus qui consiste
a agir périodiquement sur l'un au moins des parameétres qui
déterminent la fréquence propre d’un oscillateur, pour engendrer
puis entretenir des oscillations dont il est le siege.

Typiquement, si la pulsation propre de loscillateur est wy,
on montre que la maniere la plus efficace d’amplifier ses oscil-
lations en modulant périodiquement l'un de ses parameétres
consiste a effectuer cette modulation a la pulsation 2wy Ce fai-
sant, bien sir, on doit, de l'extérieur, fournir plus d'énergie a

l'oscillateur que celle qu’il consomme dans ses parties dissipatives.

‘On pourra trouver une étude générale de ces phénoménes
dans l'ouvrage de mécanique de L. Lanpau et L. LircHITZ, ou,
exposée de maniére plus simple mais plus fragmentaire, dans le
cours de mécanique de BERKELEY.

Notre ambition est d'indiquer une expérience de base extré
mement simple qui permet de contrdler, expérimentalement, 'en-
semble des résultats de l'étude théorique, puis de montrer com-
ment tous les professeurs de physique ont effectué des expé-
riences de résonance paramétrique : d’abord, quand ils étaient
enfants, en se balancgant, puis, plus tard, en effectuant l'expé-
rience de MELDE.

Nous proposerons également une étude théorique trés suc-
cincte, réduisant les calculs au maximum, en admettant qu’il est
possible de faire varier brusquement les parameétres considérés,
et en focalisant notre attention sur les problémes énergétiques.
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Il. EXPERIENCE.

Considérons le montage représenté sur la fig. 1.

*
1©

L est l'inductance (de l'ordre de 1 mH) d'une bobine H.F.
usuelle. (Par exemple inductance H.F. moulée de marque DELAVAN,
distribuée par TEXELEC ; ou de marque C.L.O.; ou bobine réalisée
a partir d'un pot en ferrite de La RADIOTECHNIQUE, etc.). Choisissons
L = 1 mH. C; est la capacité totale d'un ensemble comprenant
un petit condensateur de capacité 100 ou 200 pF, la capacité
équivalente de la bobine, la capacité d’entrée de l'oscillographe,
celle des fils, etc.

oscillo.
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Supposons que l'on ait ainsi C; = 300 pF.

D est une diode varicap. Lorsque la tension up aux bornes
d'un tel élément est constamment négative, et comporte une
composante continue Up < 0 et une partie variable u,, elle est en
fait équivalente 4 une capacité C, dont on peut faire varier la
valeur en modifiant la « polarisation » Up.

En réalité, ici, trois¢ou quatre diodes du type BA 102, ou
BB 204, etc.,, montées en parallele, peuvent étre nécessaires.

E est la f.é.m. d'une pile ordinaire dont on peut parfaitement
négliger la résistance interne. Cette f.é.m. sert a4 polariser la
diode varicap. On peut, afin de favoriser le passage du courant
alternatif, disposer en paralléle sur les éléments de pile utilisés,
un condensateur de 47 nF par exemple. On peut également réa-
liser E en placant en série plusieurs petits accumulateurs au
cadmium - nickel ou en utilisant une alimentation stabilisée va-
riable. On choisira E entre 3 et 5 V.

La tension u(z) est fournie par un générateur de fréquence
réglable. .

Les tensions u, v et up sont liées par la relation (1) :

v = u-+ up + E.
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Si I'on pose, comme précédemment, up = Up + uy on obtient
une double égalité entre grandeurs alternatives d'une part, et
composantes continues d’autre part :

U= u+ug
| Up = —E.

Lorsque l'amplitude de la tension v est faible, ce qui est le
cas du démarrage des oscillations, on peut écrire :

up = —E—u(1).

La tension aux bornes de D est donc modulée autour de la
valeur — E et la capacité C; varie donc autour de la valeur wy;
correspondant 4 up = — E. (Nous supposerons que vy; égale 30 pF
correspondant a E = 4,5 V).

Or, tant que la tension up reste inférieure a un seuil voisin
de 0,7 V, la capacité C; de la diode varicap diminue lorsque
up diminue, et vice versa. En particulier si up est négative, C;
diminue lorsque la valeur absolue de up augmente ; ces propriétés
sont résumées par l'expression :

r
Cl = -
(Vs - uD)m
I'exposant m variant entre 2 et 3 selon le type de jonction utilisé
(abrupte, linéaire...).

En appliquant la tension uz(t), on module donc la pulsation
propre wg du systeme, telle que :

1
L(Co+C)

Remarque.

Lorsque, sous l'action du signal modulant u(¢), d’amplitude
fixe U, la tension v (#) se mettra a croitre, la tension up pourra
devenir positive, puisque up = — E — u 4 v. Or, lorsque up atteint
0,6 ou 0,7 V, la diode D conduit et met le circuit oscillant en
court-circuit. L’amplitude maximale de v (¢) sera donc de l'ordre
de E + U.

Mesures préliminaires.

Pour observer le phénomene de résonance paramétrique, il
faut connaitre la fréquence propre f, du circuit en l'absence de
modulation, de maniére a4 n'explorer ensuite qu'une faible bande
de fréquences autour de la fréquence 2f, on peut, sans cela,
traverser la plage de résonance sans s’en apercevoir.
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Avant de réaliser le montage de la fig. 1, par conséquent, il
faut, avec les mémes éléments, réaliser le montage de la fig. 2,
qui permet de mesurer la fréquence f, correspondant au circuit
résonnant paralléle constitué par L et (Co + vy).

On veillera pour cela, en agissant sur l'amplitude de ug, & ce
que la tension v reste assez faible (inférieure a 1 V) de maniére
a ce que la capacité C; de la diode D ne varie pas trop autour
de la valeur wv;. On notera f, avec précision. Ici, on aurait par-
exemple f, = 277,1 kHz.

Dans cette phase préliminaire, on peut également mesurer
avec assez de précision la valeur du facteur de qualité Q du
circuit, et les variations AC; de la capacité variable pour un
certain nombre de valeurs de up.

Ainsi, en faisant varier E de 4,5 V 4 2 V, ce qui correspond
3 une variation de la valeur moyenne de up de —45V a —2V,
on pourra constater, par exemple, que la fréquence de réso-
nance passe de 277,1 a4 262,3 kHz. On en déduit la valeur du rap-

dcC, dfe
port , égal & —2——, soit, ici 0,11. La capacité¢ C; a donc
fo
augmenté de 36 pF.
R=220 k&L
. .
T — e
| Z
Up
ug L v C, _]:
4 I == T B
b
Fig. 2

On vérifie de méme qu’en augmentant E, cette capacité dimi-
nue. Ainsi, avons-nous trouvé une diminution de 12 pF en aug-
mentant E de 4,5 V 4 7 V. Les mesures de C; ou de ses variations
peuvent étre fondées, comme nous venons de le voir, sur des
mesures de fréquences de résonance, mais on peut également
procéder par substitution : pour toute tension E, on repére la
fréquence de résonance f; correspondante. On remplace alors
I'ensemble (diode varicap, générateur E) par un condensateur
variable que l'on ajuste pour retrouver la résonance a la méme
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fréquence. Il suffit alors de mesurer la capacité C, de ce
condensateur.

Dans notre exemple, C, varie de C,, = 18 pF pour E = 7 V,
a Cy = 66 pF pour E = 2 V, en passant par la valeur v; = 30 pF
pour E = 45 V.

Expérience proprement dite.

Revenant au montage de la fig. 5, on constate que si la fré-
quence de la tension sinusoidale u(f) est égale a 2f,, et si son
amplitude U est suffisante, (de I'ordre de 2 V pour une bobine
ordinaire), on obtient aux bornes du circuit résonnant une ten-
sion sinusoidale v (t) de fréquence f,. (C'est cette génération de
sous-harmonique qui est remarquable).

Nous aveons vu que l'amplitude V de cette tension s’ajuste de
maniére a ce que la diode D devienne périodiquement conduc-
trice : ainsi, en régime permanent, les pertes du circuit oscillant

sont égales a la puissance fournie par le générateur modulant.

Photographie n° 1 montrant la tension excitatrice u (¢), de fréquence 2 f,

et la tension de résonance v (t), de fréquence f, (fig. 1). La distorsion

visible sur » () peut étre réduite ou accrue en modifiant les carac-
téristiques de u ().

Visualisation de la phase transitoire.
11 est intéressant de voir la phase transitoire pendant laquelle
croit I'amplitude des oscillations.

Il faut pour cela que la tension u (¢) soit constituée de trains
de sinusoides. Si I'on dispose d’'un générateur de fonctions capable
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de fournir de tels signaux, soit de maniére autonome, soit par
association avec un autre générateur fixant la période des trains,
il suffit de synchroniser la base de temps de l'oscillographe sur
le signal porte pour observer le phénomene.

Si I'on ne dispose pas d'un tel générateur, le montage ci-

apres, facile a réaliser, donne des résultats tres satisfaisants.

o0

”'”,”m,

La fréquence du générateur de signaux carrés qui commande
le transistor T est de l'ordre de 200 Hz; quand le transistor T
ne conduit pas, la tension modulante u (¢), de fréquence 2f,, est
pratiquement égale a la f.é.m. du générateur ; quand le transistor
est saturé, la tension u (t) est nulle. L'amplitude des signaux car-
rés doit étre assez grande pour saturer le transistor; on doit
synchroniser l'oscillographe sur ces signaux. Le transistor T est
quelconque (exemple : 2 N 2911). La capacité de 47 nF, mise en
paralléle sur la pile constitue un shunt parfait pour la compo-
sante alternative du courant.

Fig. 3

Observations.

enveloppe du signal u(t)

de fréquence 2f,.

enveloppe du signal v(t)

de fréquence f,.

Fig. 4
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Photographie 2 a) Le phénomeéne global.

Photographie 2 ) Un détail de la phase de croissance.

Photographies n° 2 montrant les régimes transitoires d’établissement
et de disparition des. oscillations.

On note :

a) l'existence d'un seuil pour l'amplitude de la tension
excitatrice u (t), de fréquence 2 fo, qui, lors du démarrage des oscil-.
lations, est pratiquement- la seule a moduler C;;



572 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

b) les oscillations de résonance paramétrique (génération
de sous-harmonique) peuvent s’établir méme si la fréquence de
u(t) est différente de 2f,. Mais il faut que la différence soit
faible.

Il faut en outre que Vamplitude U de u(t) soit supérieure
a un seuil d’autant plus élevé que la fréquence d’'excitation est
différente de 27y ;

c) la croissance des oscillations, au début, semble bien
exponentielle. On modifie cette croissance en agissant soit sur
Pamplitude, soit sur la fréquence de u (1).

Toutes les observations concordent avec la théorie. En par-
ticulier, si la fréquence de u () vaut 2f3+ ¢, et si pendant la
phase de croissance des oscillations, la tension v (?) a la forme :

£
v(t) = Veestecos [<u>o+—2-—>°t+q>],

le coefficient a doit étre une fonction décroissante de U et décrois-
sante de €2

Le caractére non linéaire du phénoméne apparait encore dans
le fait que la courbe de résonance V(f), a U = ct¢, na pas la
méme allure selon qu’elle est décrite suivant les fréquences crois-
santes ou décroissantes (fig. 5).

_ V :amplitude de v(t) v

Fig. 5

Pour étre visible, ce phénomene suppose que 1’'on dispose d’'un
générateur dont la fréquence soit continlment variable, et
contrdlée par une tension que l'on applique en méme temps sur
la voie horizontale de l'oscillographe (wobulateur). Cependant, il
est encore décelable en utilisant un générateur ordinaire dont on
fait varier manuellement la fréquence.
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Photographie n° 3 illustrant la fig. 5. La résonance est ici obtenue par

fréquence croissante. La fréquence de balayage est trés faible; la réso-

nance paramétrique cesse brusquement. Par fréquence décroissante,

sans étre forcément celui qui est décrit sur la fig. 5, le phénomeéne

est différent. On diminue la plage de résonance en diminuant l'ampli-
tude de la tension excitatrice u ().

Critique de cette expérience.

Les critiques que l'on peut formuler sont de trois ordres :

a) En l'absence d'oscillations paramétriques, la tension
v (1) n'est pas nulle.

Cy
v(t), L % :I:Co a> u(t)

Fig. 6

La fig. 6, ou l'on a fait abstraction de la tension continue E,
montre que si Z est I'impédance du circuit bouchon (L, Cy), on a

Z

C!Il <l

Z+1/jiCo



574 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

Au voisinage de la fréquence 2f,, on a donc sensiblement
A% 4C,

U 3G

La tension v (¢) comporte donc toujours, du fait du montage,
une petite composante & la fréquence 2fy + ¢ de modulation, et,
lors du démarrage des oscillations, la tension modulatrice n’est
pas u(t), mais u (t)— v (z), tension qui est légérement plus faible.

C’est cette tension v (¢) résiduelle qu'on observe dans la toute
premiére phase du démarrage des oscillations de résonance para-
métrique, comme le montre la fig. 4 ot I'enveloppe du signal v (¢)
ne part pas de zéro. D’autre part, comme cette tension parasite
a une fréquence égale a 2f, alors que le signal qu'on désire
observer possede la fréquence fo, il v a, lors du démarrage des
oscillations, un peu de distorsion.

C

Pour atténuer ce défaut, il faut diminuer le rapport —1,

0
8§C,
mais cela provoque une diminution du taux de modulation

T
et nous allons voir que ce dernier doit étre supérieur &3 —, Q

Q

étant le facteur de qualité du circuit.

"C’est donc, en dernier ressort, de la qualité du circuit que
dépend l'importance de ce défaut, et 'on comprend que l'ampli-
fication paramétrique se pratique dans le domaine des micro-
ondes (masers paramagnétiques), ol les coefficients de qualité
des cavités résonnantes utilisées sont de l'ordre de 10¢.

b) La résonance paramagnétique peut se manifester pour

2fo

des fréquences d’excitation égales a ——.

n
Un simple coup d’'eil a la fig. 6 suffit a comprendre que dans
le cas de notre expérience, si la fréquence du signal u(f) est
égale a fo, la résonnance classique masquera tout a fait I'aspect
paramétrique. De méme, le fait d’'observer une tension v (t) de
fréquence fy alors que le signal excitateur u(t) est sinusoidal et
de fréquence fo/2, par exemple, ne prouve pas qu'il s’agit d'une
résonance de caractére paramétrique, car la présence de la
diode D suffit a créer des harmoniques qui peuvent provoquer la

résonance classique du circuit oscillant.

¢) Lorsque, sous l'action de la tension excitatrice u (2), la
tension v (t) comporte une composante notable a la fréquence f,
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la modulation de la capacité C;, due a la tension u4 devient en
quelque sorte double : a la premiére modulation, voulue, due a
u (t), s'ajoute une automodulation, indésirable, due a v (t) et qui
a lieu a la fréquence f,. (Nous avons vu que les tensions u,(t), u ()
et v (¢) sont liées par la relation uy = —u + v).

En régime permanent, donc, ou I'amplitude de v (¢) dépasse
nettement celle de wu(t), l'entretien des oscillations prend un
caractére complexe. Ce dernier défaut accentue quelque peu le
caractére non linéaire que revét le phénoméne pur.. celui des
livres.

Cette critique, nécessaire, peut-étre incompléte, n'enléve rien
au caractére spectaculaire de l'expérience, trés facile a réaliser,
et dont le caractére essentiel est bel et bien l'aspect para-
métrique.

Ill. QUELQUES CONSIDERATIONS QUANTITATIVES.

1° Cas de la résonance paramétrique électrique décrite pré-
cédemment.

On suppose qu'il est possible de moduler la capacité C du
circuit (fig. 7), sans influer sur la tension v (f) : nous avons vu
que ce cas, transposé en hyperfréquences, peut étre pratiquement
réalisé, et méme en basse fréquence (1 MHz), si I'on dispose d'un
circuit (L =~ 100 uH, Cy ~ 250 pF) de trés bonne qualité (Q =~ 100),
on peut avec l'expérience précédente, s'approcher beaucoup de
cette hypothese.

—t—

L vit) - cC

Fig. 7

Nous supposerons de plus que la modulation s'effectue de
maniére brusque, en faisant passer, périodiquement, la capa-
cité C de la valeur Co+ Ciy & Co+ C;,, puis en revenant a
Co + Ci m, ctc.

Comme la variation de capacité a lieu brusquement, on peut
considérer qu'elle est réalisée a charge constante.

Supposons que la capacité diminue :
Cim—Cin = 3C>0.
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Si, au moment ol survient cette diminution de capacité, la
charge n'est pas nulle, 'énergie électrostatique W, du condensa-
teur est augmentée de la quantité :

q? q? dC
aWs:d<——>:———'dC=Ws' .
C C2 C

(Si cette diminution brusque était effectuée mécaniquement
sur un condensateur plan, il faudrait, pour diminuer C, tirer sur
les plaques, et donc fournir un travail mécanique).

Par contre, si 'on revient a la valeur maximale Cy + C; y au
moment ol la charge est nulle (ainsi, donc que la tension v (),
cette transformation peut étre effectuée sans aucun transfert
d’énergie.

On voit que pour augmenter périodiquement U'énergie de
Poscillateur, il faut diminuer C aux instants ou l'énergie électro-
statique W, est maximale (c'est-a-dire aux instants ol v (t) est
extrémale), et augmenter C aux instants ot W; = 0, qui sont les
instants de passage par zéro de la tension v (t).

Bien que le raisonnement ne fasse apparaitre que des varia-
tions d'énergie électrostatique, c'est, bien évidemment, 1'éner-
gie électrique totale (électrostatique et électromagnétique) qui est
accrue a chaque diminution de la capacité C.

Cela donne pour la tension v (t), le graphe de la fig. 8, qu'a
la composante parasite de v (¢) prés, dont nous avons déja parlé
en ce qui concerne le régime sinusoidal, on reléve bien expé-
rimentalement.

c

v(t R —

Fig, 8
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Pour observer cet oscillogramme, synchroniser la base de
temps sur un signal synchrone du signal porte, et n'en différant
que par un retard réglable.

On observera, en méme temps que la tension v(#), non pas
les variations de la capacité C, mais celles de la tension u(?);
or, les variations de ces deux grandeurs sont de signes opposés,
en effet, pour que C diminue, par exemple, il faut que |up | aug-
mente, or up = — E —u ; il faut donc que u augmente.

Existence d'un seuil.

On sait que le facteur de qualité Q d'un circuit est lié a
ses pertes par la relation :
o 5 W (énergie emmagasinée)
= ———-———— = br1 A .
(dw)s gp, w (énergie perdue par période)

Si, comme sur la fig. 8, les apports d’énergie ont lieu deux fois
par période, aux instants ol toute l'énergie du systéme est
électrostatique, les oscillations iront en croissant si l'apport

dC
extérieur 2 W - est supérieur aux pertes par période, soit
2
- W.
Q
8C e
On doit donc avoir, dans ce cas : _C_>_é— II est facile

de mesurer Q, C et 8C; il est donc possible de savoir a 'avance
si 'expérience réussira ou non. Par exemple, pour :

C=GC+v1 =330 pF et Q = 30,

on devra prévoir 8C > 35 pF. Si l'on a choisi des diodes varicap
dont la capacité peut varier de 20 pF entre —2 et —7 V, on doit
pouvoir obtenir la résonance paramétrique en mettant deux de
ces diodes en parallele, en les polarisant par une pile de 4,5 V,
et en appliquant une tension u (¢) d’amplitude U voisine de 2,5 V.

s,

L’expérience se préte bien 4 une modulation en créneaux,
mais les oscillations paramétriques sont plus pures si le signal
modulant est sinusoidal.

En supposant que la modulation correspondante de la capa-
cité C soit sinusoidale (ce qui n’est pas le cas), et d’excursion d'C,
on peut retrouver les résultats de la théorie exposée par exemple
dans le LANDAU et qui concernent le cas d'une modulation sinu-
soidale, de la maniére suivante :
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Une modulation en créneaux d'excursion 8C comporte un

4+ 3C
premier harmonique d’excursion 8C = ————; si donc, on
M1
remplace la modulation en créneaux par une modulation sinu-
soidale, il faut augmenter la modulation de la capacité de maniére
a ce que, si 8'C représente la différence C, 4y —C,,,, on ait :

8 C 4
__>_.'
C Q

L’expérience montre bien qu'il faut augmenter le seuil de
modulation quand on passe d'une modulation en créneaux a une
modulation sinusoidale.

Si I'une des conditions précédentes est réalisée, il est facile
de montrer, puisque le bilan d’énergie par période :

7 8 C 2n
< . ——_>~w
4 C Q

fait apparaitre un solde positif proportionnel 24 W, que la crois-
sance de 'amplitude des oscillations est exponentielle.

Photographie n° 4 montrant l'entretien des oscillations paramétriques
par une tension excitatrice u (f) carrée. Les non linéarités du montage
font que l’énergie d’entretien n’est plus apportée qu'une seule fois
par période. Mais c’est bien au moment ou !'énergie électrique de
l'oscillateur LC est tout entiere sous forme électrostatique.

2° Probléme de la balangoire.

Nous reprenons ici un exercice proposé a la session 1981 de
I'’Agrégation de Sciences physiques et qui nous semble amusant.
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On verra que sa résolution ressemble beaucoup au traitement
précédent.

On considére un enfant sur une balangoire, qui s’agite de
manieére a prendre de l'élan. Il peut y parvenir en modulant
périodiquement les parametres du systéme que sont le moment
d'inertie par rapport a l'axe de rotation et la distance du centre
de gravité & ce méme axe.

On assimile donc le systtme a un solide dont le moment
d'inertie par rapport a l'axe peut varier de J; a J,, et la distance
du centre de gravité G a I'axe O, de la longueur I; a la longueur 5.

La encore, on suppose que les variations simultanées de J
et de [ ont lieu de maniere trés brusque.

-
Considérons la variation du moment cinétique o du systéme

= .
par rapport au point O de l'axe de rotation; soit R la réaction

de l'axe, et T’) le poids du systéme.

Soit dr la durée (trés bréve) pendant laquelle s’effectuent les
variations de J et de L

Le théoréeme du moment cinétique s'écrit ici :
do = Mo (R) - dt + (0G AP) - dt.

Le deuxiéme membre de cette équation est nul lorsque dt
tend vers zéro.

-
En effet, R étant la rédaction de I'axe (schématisation valable
en 'absence de frottements d’axe), son moment par rapport a cet

= .
axe est nul pour toute valeur de ||R||. D’autre part, puisque la
- -
norme du vecteur OG A P est finie, sa multiplication par un

. -
scalaire nul donne un vecteur nul : le moment cinétique ¢ du sys-
téme par rapport a O se conserve donc.

Remarquons qu'il n'en est pas de méme de la quantité de

-
mouvement totale p du systéme, qui, dans les mémes conditions,
satisfait a l'équation :

- = -
dp = Re+dt + P-dt.

Si le deuxieme terme du second membre de cette équation
est nul lorsque dt tend vers zéro, il n'en est pas de méme du
premier, car la réaction de I'axe est d’autant plus importante que
la durée dt est plus courte.
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Nous retenons donc de ce qui précéde que le moment ciné-

tique par rapport a I'axe de rotation n'est pas affecté par les
variations brusques de J et de 1.

. o2
Dans ces conditions, 1’énergie cinétique W, passe de — a
J
o2 !
—— lorsque J passe de J; 4 J,. Autrement dit, W,, se déduit de
AP
I
W“ par l’égallté . Wcz = . Wc 1.
AP

On voit que pour accroitre I'énergie cinétique de la maniere
la plus efficace possible, aux instants ou il modifie J, 'enfant a
intérét a choisir ceux-ci de maniére a ce que W, y soit extrémale.

Au moment ou la balangoire est en bas, W, est maximale, il -
faut alors diminuer J; on redonne au moment d’inertie sa valeur
J; aux moments ou 1’énergie cinétique est nulle, c’est-a-dire quand
la balangoire est en haut. C’est donc deux fois par période qu'il
faut procéder aux modifications décrites précédemment.

Suivons un tel enfant «efficace» sur une demi-période
A linstant zéro, supposons qu'il soit en position basse (ge-
noux fléchis), et que sa vitesse soit nulle (fig. 9a).

Prenons comme état de référence de 'énergie potentielle celui
de l'enfant a la position d’équilibre bas (genoux fléchis).

0
G,
,”/ ~Sa v -
L(,‘_
départ fléchi 1'enfant se reléve il fléchit de nouvean
(a) () (e}
Fig. 9

A linstant zéro, toute l'énergie mécanique du systéme est
sous forme potentielle : W; = W,; = Mg-+ [ * (1 —cos).

Au passage 4 la verticale, avant que l'enfant ne se reléve,
toute l'énergie mécanique est cinétique. Le fait de se relever
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Ut

s

accroit celle-ci qui passe de W, = W; a

+ W;, et augmente
J2 ,
aussi I'énergie potentielle qui, de zéro passe a (I;— ) - Mg.

En fin de mouvement, toute l'énergie mécanique du systeme
est sous forme potentielle, mais en se baissant, 'enfant perd :

Mg (I, — L) * cos b,

La nouvelle énergie mécanique au bout d'une demi-période
vaut donc :

J1
W, = Mg(lj—10h)(1—cos ) + —— W,
Iz
Or, la quantité Mgl (1—cos ¥;) est justement égale a

I

I'énergie cinétique *W; qui a été transformée en énergie
2

potentielle dans la deuxieme partie du mouvement.

On a donc :
I Li—10L Jis 4
Wf = - W; <1 + > = *W..
Jz lz Jg'lz

La encore, si les variations de J et de ! ont une amplitude
constante, ot si elles s'effectuent a la fréquence 2 fy, l'énergie

Jio \
—_— si n repré-
Jao ly

sente le nombre de périodes (supposées indépendantes de l'ampli-
tude) ; cette variation est donc exponentielle.

mécanique du systéme varie comme W, * <

3° Expérience de Melde.

Rappels.

Pour obtenir le mode de vibration d'une corde corres-
pondant & un fuseau, on peut exciter celle-ci transversalement

1 T
(fig. 10a) a la fréquence fy = —— ——, ou encore longitu-
2L v

dinalement a la fréquence 2 f, (fig. 10 b).
C’est ce dernier cas qui nous intéresse.

Mentionnons tout d’abord quelques faits expérimentaux qu'il
est facile de mettre en évidence : l'expérience est aisément réa-
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< AW

P=Mg
10 b

lisable a I'aide d’'un vibreur électrodynamique de type haut-parleur
(un haut-parleur convient parfaitement).

10 a

Fig. 10

La masse M dont le poids P tend le fil peut étre prise de
I'ordre de 50 g, et, pour une fréquence de la corde voisine de
50 Hz, sa vitesse est tout a fait négligeable devant celle du point A
du vibreur. On peut donc négliger le mouvement de l'extrémité
liée a M. On peut constater que l'expérience est tres différente
selon que le fil est peu extensible, ou au contraire, qu'il est trés
élastique.

Dans le cas ol le fil est peu extensible (un fil de nylon
entrant encore dans cette catégorie), I'expérience montre qu'une
amplitude de déplacement du point A atteignant 1 mm, suf-
fit amplement, généralement, pour obtenir un fuseau de belle
amplitude.

On peut alors mettre en évidence un effet de seuil (en dimi-
nuant l'excitation du vibreur, la résonance cesse brusquement);
on peut voir que 1'étendue de la plage de résonance varie avec
l'amplitude de lexcitation, et qu’elle est d’autant plus faible,
autour de 2fy, que celleci est proche du seuil; on peut encore
constater que le phénoméne n’est pas linéaire car l'amplitude
du fuseau n’est pas du tout proportionnelle a l'amplitude de
I'excitation.

Bref, cette résonance présente tous les caractéres d'une réso-
nance paramétrique !

Dans le cas ou le fil est trés extensible (fil froncé dit « lastex »,
ou élastique de jokari, etc.), au contraire, on n’arrive pas a éta-
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blir ce type d’oscillations, & moins de disposer d’'un vibreur
capable d'imposer des mouvements de grande amplitude (de
l'ordre du centimeétre). Ce résultat est, & premiére vue, d’autant
plus surprenant que de tels fils trés élastiques se prétent bien
(mieux que les autres, me semble-t-il) a la résonance classique
avec excitation transversale.

Nous allons tenter de montrer que I'hypothése du caractére
paramétrique de la résonance, dans le cas ou l'excitation est
transversale, permet d’expliquer la différence de comportement
entre fils peu extensibles et fils trés élastiques.

Nous commencerons par évoquer un phénomeéne annexe qui
est celui de l'allongement périodique de la corde, a la fré-
quence 2fy, dit au seul fait que celle-ci vibre en fuseau.

Si I'élongation d'un point d’abscisse x de la corde est telle

X
que y = a-*sin <——> * cos (wg * ), il est facile de montrer que
L,

si la longueur de la corde est L, lorsqu’elle est rectiligne, sa
variation en fonction du temps est donnée par l'expression :

mea \2
L=I_0-[1+< >-cos(2wo't)]
2L

Pour une corde de longueur Ly = 60 cm vibrant en un fuseau
de demi-largeur a = 1 cm (fig. 10 ), l'allongement total, obtenu
deux fois par période est ainsi de 0,4 mm (toutes les parties de la
corde ne s’allongent pas, la partie centrale, par exemple, ne contri-
bue a4 I'énergie mécanique de la corde qu'en ce qui concerne
I'énergie cinétique ; les extrémités, au contraire, qui ne peuvent
acquérir que de l'énergie potentielle lorsque la corde s’allonge,
emmagasinent de I'énergie lorsque la partie centrale n'en a pas).

Cet allongement, qui n'a pas d'influence notable sur la ten-
sion de la corde lorsque celleci est élastique (la théorie clas-
sique qui suppose la tension de la corde invariable, suppose donc
implicitement que celle-ci est suffisamment extensible pour que
cette hypotheése soit plausible), doit certainement étre pris en
considération lorsque la corde est peu exténsible; cependant,
comme la phase de cette modulation est liée a celle du résona-
feur, elle ne peut jouer un role fondamental dans la résonance
paramétrique.

Nous négligerons donc cette modulation pour ne nous intéres-
ser qu'a la modulation de longueur imposée par l'excitateur.

Nous supposons donc que la tension F de la corde est par-
tout la méme.
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Cherchons linfluence d'une variation dL de la longueur de

bid
la corde sur la pulsation de résonance wy = —— —— (l'idée
L 1
de cette discussion, plus convaincante que celle que nous avions
proposée initialement, est due a M. BURIE).

Les grandeurs u et F sont liées a la longueur L de la corde :

’

m
w = —, et, si la corde peut étre considérée comme suffisam-
L :

ment élastique, sa longueur au repos étant I, F = k< (L—1).

D’ou la relation :

dog d. 1 dL 1 dL
— e — —— — —
g L 2 L 2 L—1
Ou encore : duy 1 l dL
w 2 (L—=0) L

On voit bien que pour une corde trés élastique, telle par
exemple que sous l'action du poids P, la longueur de travail, L,
soit égale au double de la longueur au repos /, on aurait alors :

dwy 1 dL

Wy 2 L

Si, au contraire, la corde est trés peu extensible, la modula-
tion de la pulsation propre par une méme modulation de la
longueur L, est beaucoup plus importante. Supposons par exemple
que, sous laction du poids P, la corde ne s’allonge que du
centiéme de sa longueur (ce qui, pour une corde de longueur
Lo = 60 cm, correspond a 6 mm). On aurait alors :

L doy dL
1 ~1, L—] ~—, soit — =50" X
100 g L

On voit donc que pour obtenir des oscillations paramétriques
en excitant longitudinalement une corde, il faut, puisque le seul
paramétre a4 prendre en considération, en fin de compte, est wy,
moduler beaucoup plus énergiquement la longueur d'une corde

trés extensible que celle d’'une corde peu extensible.

Terminons ces quelques remarques par une derniére considé-
ration, mi-qualitative, mi-quantitative :

Nous avons vu, dans la discussion de notre expérience de
résonance paramétrique électrique, que l'existence de pertes dans
le circuit, conduisait & un effet de seuil de modulation.
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Plus exactement, si Q est le facteur de qualité du résona-
teur, et si la pulsation propre de celui-ci est de la forme :

w? = w2+ [1+ h*cos(2uwg+ &) *t],

il ne peut y avoir résonance paramétrique que si i est supérieur
8C’ 4
au seuil —. (La relation que nous avions trouvée, soit ——— > ——,
Q Q
est strictement équivalente, bien que dans un circuit oscillant, la
pulsation propre wy et la capacité soient liées par la relation
LCwy? = 1, parce que dans notre expression, d3C' représente
I'excursion totale de capacité, c'est-a-dire le double de l'ampli-
tude de la modulation sinusoidale, alors que h correspond a
I'amplitude relative de la modulation de wg?).

Le facteur de qualité du résonateur constitué par le fil vibrant
en un fuseau peut s’estimer facilement : si v est la durée au bout
de laquelle 'amplitude des oscillations libres est divisée par e
(base des logarithmes népériens), on montre que Q est donné

ot
par la relation Q = ——.
To

Si, par exemple, fp = 50 Hz, et si T = 04 s, le facteur de
qualité Q est de 'ordre de 60. (Cette valeur est tout a fait conve-
nable pour caractériser le facteur de qualité d'un résonateur
mécanique courant).

Dans le cas de l'expérience de MELDE, la condition de réso-

d (»[1)02) 2 dﬂ){) 1
nance paramétrique : —e— > —j soit _—
wp? Q wg Q
devient :
1 1 dL 1

2 L—1 L Q

Avec les valeurs numériques que nous avons déja utilisées
(Q = 60, L = 60 cm), nous voyons que dans le cas d'une corde

IS

peu extensible (L—1) ~ ——, cette relation conduit a4 un seuil
100

d’excitation d’amplitude 0,2 mm, ou encore a une excursion de
04 mm, et, en fait avec un haut-parleur assurant une excur-
sion de 1 mm on obtient une belle résonance sur une plage de
plusieurs hertz autour de 2f,, de valeur voisine de 100 Hz.
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Au contraire, pour une corde trés élastique telle que L = 21,
on voit que le seuil d’excitation correspond a4 une amplitude de
1 cm, et c’est 4 peu prés ce que l'on observe.
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