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Introduction




L'arithmétique autrement : les anneaux

Objectifs de la vidéo

» Comprendre la motivation qui conduit a formaliser la notion d’anneau.

> |dentifier le role des@dans la généralisation des opérations
arithmétiques. h(' J L

> Distinguer les principaux types d’anneaux : commutatifs, intégres, factoriels,

.- — —_— —
e\u_c@ens etlcorp



Pourquoi formaliser les opérations arithmétiques ?

> En arithmétique, on manipule des opérations familiéres : addition, soustraction,
h/ \_/
multiplication, division.
—— ———
> L'objectif est de repérer quelles propriétés sont indispensables pour que ces

opérations soient valides et généralisables.

> Cette démarche conduit a la notion d’anneau, qui capture le comportement
commun des opérations arithmétiques dans des contextes trés différents.



Qu’est-ce que faire de I'arithmétique ?




Qu’est-ce que faire de I'arithmétique ?

Réponse a chaud
|_ Faire de I'arithmétique c’est étudier les relations de divisibilité entre entiers.




C’est quoi la division déja?

Définition (Division sur 7Z)

Un élément b € Z* diviseun entier a € Z s'il existe un entier g € Z tel que
@: On note anrs@




C’est quoi la division déja?

Définition (Division sur 7Z)

Un élément b € Z* divise un entier a € Z s'il existe un entier g € Z tel que
a = bg. On note alors g = 3.

Donc b ne divise pas asi Vg € Z, a # bq.



C’est quoi la division déja?

Définition (Division sur 7Z)

Un élément b € Z* divise un entier a € Z s'il existe un entier g € Z tel que
a = bg. On note alors g = 3.

Donc b ne divise pas asiVg € Z, a ;ébq.
En ce cas, on indroduit la notion de reste et on dit que a = bq@ A

o£r<'°



C’est quoi la division déja?

Définition (Division sur 7Z)

Un élément b € Z* divise un entier a € Z s'il existe un entier g € Z tel que
— __a
a = bg. On note alors g = 3.

Donc b ne divise pas asi Vq € Z, a # aq.
En ce cas, on indroduit la notion de reste et on dit que a = bg + r.

L'intérét (notamment en cryptographie) c'est d'avoir des éléments divisibles et
d’autres non.
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De quoi a-t-on besoin pour parler de divisibilité ?

Etant donné un ensemble A, pour espérer faire de I'arithmétique sur A, il va nous
falloir :



De quoi a-t-on besoin pour parler de divisibilité ?

Etant donné un ensemble A, pour espérer faire de I'arithmétique sur A, il va nous
falloir :

» Une opération + (addition)



De quoi a-t-on besoin pour parler de divisibilité ?
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De quoi a-t-on besoin pour parler de divisibilité ?

Etant donné un ensemble A, pour espérer faire de I'arithmétique sur A, il va nous
falloir :

» Une opération + (addition)
> Une opération - (multiplication)

> Que ces opérations soient compatibles, c’'est a dire : Va, b, c € A,

a-(b+c)=a-b+a-c.



De quoi a-t-on besoin pour parler de divisibilité ?

Etant donné un ensemble A, pour espérer faire de I'arithmétique sur A, il va nous
falloir :

> Une opération@(addition)

> Une opération(-)(multiplication) X

> Que ces opérations soient compatibles, c’'est a dire : Va, b, c € A,

a-(b+c)=a-b+a-c.
—_— ——

Question
|_ Est-ce tout ce qu’il faudrait?




La notion d’anneau




Définition d’un anneau

— Définition (Anneau)

binaires @ c'est a dire deux fonctions
+:AXA—A

qui vérifient les propriétés suivantes :
Pour I'addition :

— L b ~
> Va,b,cc A (a+b)+c=a+(b+c)

> Jd0 € A Vac A, atgza:OJra
> Yac A J(—a)€ A a+(—a)=0

a. On utilisera anneau pour anneau unitaire.

P
Un anneau ? est un triplet (A,(D) oi A est un ensemble et + et - sont deux opérations

TAXA—=A

(associativité de +)
-_—

(existence d'élément neutre pour +)
(existence d'élément opposé pour +)

(commutativité




Définition d’un anneau

— Définition (Anneau)

Un anneau ® est un triplet (A,+,-) ou A est un ensemble et + et - sont deux opérations
binaires internes, c'est a dire deux fonctions

+:AXA—-A TAXA—=A

qui vérifient les propriétés suivantes :
Pour la multiplication :

» Va,b,cc A, (a-b)-c= m (associativité de -)

> Jlc A VacA, a@: a :@a (existence d’élément neutre pour -)

a. On utilisera anneau pour anneau unitaire.




Définition d’un anneau

— Définition (Anneau)

Un anneau ® est un triplet (A,+,-) ou A est un ensemble et + et - sont deux opérations
binaires internes, c'est a dire deux fonctions

+:AXA—-A TAXA—=A

qui vérifient les propriétés suivantes :
Pour la compatibilité :

—
» YVabcceA, a-(b+c)=a-b+a-c (distributivité a droite)
» Va,bcc A (a+b)-c=a-c+b-c (distributivité a gauche)

Il est commutatif si Va, b € A.

a. On utilisera anneau pour anneau unitaire.




Exemples !




Exemples et contre-exemples

N

Premiers exemples d’anneaux X{ o
1. Les ensembles usueIs(C

2 Ee@t fonctions numériques, l

3. Les ensembles de matrlces@
Ay

L



Exemples et contre-exemples

Premiers exemples d'anneaux

1. Les ensembles usuels Z, R, C. AKX N
2. Les suites et fonctions numériques, les polynémes, @ °
3. Les ensembles de matrices M ,(R). d)’_x N }21: W {®
P -
Des choses qui n'en sont pas (pourquoi ?) Q((o ( 39 \ é}
15 " e
' . { V) / \ = Jo @ \
—o (W
1. L'ensemble des entiers naturels N. Q —QQ"\’ 0_‘5 \c& ’)h:)p
2. Les fonctions intégrables sur ]0, 1]. e = Y—}:’

3. L’ensemble des matnce@ﬁ A = 0 Winff
b (R = @
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Anneaux intégres

Définition (Anneau intégre)

Un anneau (A, +, ) est dit intégre s'il est €ommutatif5et si

Vaabec A a-b=0=a=0o0ub=0.
——

——




Anneaux intégres *+ oy

® = SLM@ °\é7/'1§ oty = 2%-\- :‘L(—?LJ
| *k:;’l‘-‘ub +@: oé%} K \}l@

vy LT ety

Dans un anneau A les element@our lesquels il existe b # 0 tels que — O
sont dits étre des diviseurs de 0. Un anneau est donc intégre s'il est commutatlf et
sans diviseurs de 0.

Question
|_ A quelles conditions sun est-ce que Z/nZ est mteire‘?) 22*3 =0 'iv\-ca'(é

(77 *

ﬂ

L =9 = = Q'U—La—}o (ﬁhh\q\fm/(.&/ 1@




Anneaux intégres

— Proposition
Dans un anneau intégre (A, +,-) on a la propriété de simplification, c'est a
. e —
dire : Va,b € A,Vc € A* = A\ {0}
p—

‘a-c:bcja:b.




Anneaux intégres

— Démonstration.

Soient a,b € A, c € A* = A\ {0}. On veut prouver a- c = bc = a = b.

a-c:b~c+(7gvc

I\

D aca(=(b-c))=b-c+(—(b-0)

"L et (—(b-c)) =0

@a~c+(—b)~c::0

Distr.

0

Intégrité

c=0o0ua+(—b)=0

Or, ¢ # 0 donc a+ (—b) =0.

= ="



Anneaux intégres

Mﬂ_: Vm,ué\,:ﬁ), R =N+ (=D Q_s_z%_

— Démonstration. f,’:___'é -
On sait que a+ (—b) = 0. On a alors : -2
(a+(=b)) =022 (a+ (=b))+b=0+b
~——— - —
At a b ((~b)+b)=0+b
Opp. + -
= a+0=0+0b
Newe + 5 — 0+ b
(g
Neutre +
=T a=

:%-\-

=Y
4

A
@ +¢2

=0
O




Ou sont les nombres| premiersy?




Eléments inversibles et irréductibles ~
.5 O-*A\O cX c \)

— Définition

Soit (A, +,-) un anneau.

» Un élément a € A est dit(lnversible§s'il existe b € A tel que

a-b=1=5b-a.

—

On dit alors que b est I'inverse de a, et on note a~! = b. L'ensemble des
éléments inversibles est noté@On I"appelle aussi I'ensemble des




E

é

ments inversibles et irréductible?/\

o= ‘A—'xﬂ = (A-%)C/\-\-fi -%%)
N 2

— Définition

Soit (A, +,-) un anneau.
» Un élément a € A est dit inversible s'il existe b € A tel que

1:b-a.

On dit alors que b est I'inverse de a, et on note a~! = b. L'ensemble des
éléments inversibles est noté A*. On I'appelle aussi I'ensemble des unités.

» Si A est intégre, un élément p € A\ AX est dit irréductibleisi toute écriture
—
de la forme
-\
(p:a-bs (?,LC)AC. =P
implique que a est inversible ou b est inversible. il!




Exemples d’'éléments inversibles

— Exemple

» Dans Z : les seuls inversibles sont +1.




Exemples d’'éléments inversibles

— Exemple

» Dans Z : les seuls inversibles sont +1.
7* ={-1,1}

» Dans Q : tous les éléments sont inversibles donc Q* = Q \ {0}.




Exemples d’'éléments inversibles

— Exemple

» Dans Z : les seuls inversibles sont +1.
Z* ={-1,1}
» Dans Q : tous les éléments sont inversibles donc Q* = Q \ {0}.

» Dans R[X] : les inversibles sont les polyndmes constants non nuls.

R[X]* =R\ {0}.




Exemples d’'éléments inversibles

be IR e (h=Ba+@)dgk<dnt
— Exemple

» Dans 7Z : les seuls inversibles sont +1. )(5= X (KL_ \) RERAN
St =X b 600,

> Dans Q : tous les éléments sont inversibles donc Q% = Q\ {0}.  X- X =TI

» Dans R[X] : les inversibles sont les polyndmes constants non nuls.

s DERE
R[X]* =R\ {0}. = 4 mb o)

» Dans M,(R) : les inversibles sont les matrices de déterminant non nul.

My(R)* = GL(R).
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Les corps : quand tout est inversible

Définition (Corps)

Unst un anneau (A, +,-) dans lequel tout élément non nul est inversible :

Vac A\{0}, Ja €A a-a'l=1=a" a

&-"70 B
a/\ A\a\"\: o *9 =2



Les corps : quand tout est inversible

— Définition (Corps)

Un corps est un anneau (A, +, ) dans lequel tout élément non nul est inversible :

Vac A\{0}, 3a ' €A a-al=1=a""a

— Observation

—

Dans un corps, il n'existe plus d'(rréductibles )i de nombres premiers : tout élément non nul

divise tout autre élément.

L’arithmétique y est donc triviale : aucun phénoméne de factorisation non banal.




Les corps : quand tout est inversible

— Observation

Dans un corps, il n'existe plus d'irréductibles ni de nombres premiers : tout élément non nul
divise tout autre élément.

L’arithmétique y est donc triviale : aucun phénoméne de factorisation non banal.

— Exemple

Des exemples de corps
>

Q, R, ‘f,

F‘;/p;;'[)OLJr un nombre premier p (pourquoi?) L& &%N::) ‘vlckeﬁ'l{* r -




Les anneaux factoriels

— Définition (Anneau factoriel)

Un anneay factorieldest un anneau intégre (A, +, ) tel que :
> tout élément non nul et non inversible de A se décompose en produit fini

d’irréductibles :
a=pL-p2Pri)

» et cette décomposition e permutation des facteurs et

—

multiplication par des unités pres.

C'est I'analogue du Théoréme fondamental de I'arithmétique.



Les anneaux factoriels

— Exemple

L'anneau (Z,+,-) est factoriel : en effet, tout entier se factorise comme produit de
premiers (irréductibles).

Par exemple, 12 = 2-2-3. Cette décomposition est unique & permutation des facteurs
prés (12 = 2-3-2) et a multiplication par des unités prés (12 = (—1)-(—1)-1-2-2-3).
—_—

(\ )



Les anneaux factoriels = AN
/ . ot O \)
7 7 2 7~ —
- Z, 2 (;5 = —5
” 7/9 /c) A
— Exemple S——
L'anneau (Z,+,-) est factoriel : en effet, tout entier se factorise comme produit de

premiers (irréductibles).

Par exemple, 12 = 2-2-3. Cette décomposition est unique & permutation des facteurs
prés (12 = 2-3-2) et a multiplication par des unités prés (12 = (—1)-(—1)-1-2-2-3).

(b )= (ci8) (a=b)
= -

Exemple

L'anneau ? (Z[v/=5], +, -) n'est pas factoriel : en effet, I'élément 6 a deux décomposi-
. ——2
tions différentes® {6 = 2x3%t 6 = (1++/-5)-(1—/-5) = 1-/-5 =1—(-5) = 6.
{ JE (( v %l( Y )j v (—5)
a. Pour rappel, Z[\/—5] = @@ vV—5:a,beZ}
b. On peut prouver que 2, 3, (1 ++/-5) et (1 —+/—5) dont irréductibles.
—

~—

ato3s) Cc 4 §5) = ac -5 bd




On s’y prend comment en
machine ?




Anneaux euclidiens : la division revient

— Définition (Anneau

Un anneau (A, +,-) est dit euclidien s'il est intégre et s'il existe une application

(4]
appelée@euclidien, telle que : (L%

1. Va,b € A", v(a) < v(ab)
\//
2. Yace A, Vbe A", Jq,r € A tels que
— L

avec r =0 ou v(r) < v(b).




Anneaux euclidiens : la division revient

— Définition (Anneau euclidien)

Un anneau (A, +, ) est dit euclidien s'il est intégre et s'il existe une application
v:A" =N
appelée stathme euclidien, telle que :

1. Va,b € A*, v(a) < v(ab)
2. Yae A, Vbe A", Jq,r € A tels que

a=bqg+r, avecr=0ouv(r)<v(b).

— ldée intuitive

Le stathme v joue le role d'ung_taille_ : on peut effectuer une division avec reste, comme

dans Z, et ainsi retrouver une arithmétique algorithmique.
u




Exemples d’anneaux euclidiens

aX

— Exemple

> 7 aveg vga! = |a| : c’est I'exemple canonique.

> K[X]javec v(P) = deg(P) : division euclidienne des polynémes.

» Z[i] (entiers de Gauss) avec v(a + ib) = a® + b : on divise par approximation
complexe.




: -~ -\
Exemples d’anneaux euclidiens Q(,_\y X 3}

A= A@Ex -

— Exemple

» 7 avec v(a) = |a| : c'est I'exemple canonique.

> ] avec v(P) = deg(P) : division euclidienne des polyndémes.
~ 2
>(entiers de Gauss) avec‘ v(ia+ib) =a*+ a on divise par approximation
complexe.

— Théoréme fondamental

Tout anneau euclidien est factoriel.
ikl Pt U




Exemples d’anneaux euclidiens

— Exemple
» Z avec v(a) = |a| : c'est I'exemple canonique.

» K[X] avec v(P) = deg(P) : division euclidienne des polyndmes.
>

Z[i] (entiers de Gauss) avec v(a + ib) = a* + b : on divise par approximation

complexe.

— Théoréme fondamental

Tout anneau euclidien est factoriel.

— Question

> Pourqu@'est—il pas euclidien avec\v(P) = deg(P)? 'Zl,-é'\.'(&1 i Cs(p_‘ (q—\ﬁ

» Que change la présence ou non d'un stathme?
O, AV Y

S 7 50 1\6.% 1@

&




Pour résumer




A retenir

Faire de |'arithmétique, c'est étudier des ensembles ol la divisibilité et la factorisation ont
un sens.



A retenir

Faire de |'arithmétique, c'est étudier des ensembles ol la divisibilité et la factorisation ont
un sens.

» Un anneau permet d’additionner et de multiplier de maniére cohérente.

\{

Un anneal@gre élimine les diviseurs de zéro : la divisibilité devient fiable.

> Un annea@riel rétablit I'unicité de la factorisation.

\{

Un anneal(; euclidien rend la division effective : on peut calculer le pged et appliquer Bézout.

> Uimpliﬁe tout : tout élément non nul est inversible, mais I'arithmétique y devient

triviale.



A retenir

Faire de |'arithmétique, c'est étudier des ensembles ol la divisibilité et la factorisation ont

un sens.
» Un anneau permet d’additionner et de multiplier de maniére cohérente.
> Un anneau intégre élimine les diviseurs de zéro : la divisibilité devient fiable.
» Un anneau factoriel rétablit I'unicité de la factorisation.
» Un anneau euclidien rend la division effective : on peut calculer le pged et appliquer Bézout.
» Un corps simplifie tout : tout élément non nul est inversible, mais I'arithmétique y devient
triviale.
Hiérarchie

Pourquoi ? .- . T
) T D) - ) - D | g



That's All Folks!
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