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Le PRO des applications linéaires

Dans le PRO £L(K) des applications K-linéaires :

» un morphisme ¢ : n — m est une application K-linéaire
¢ : K" — K™, qui correspond a une matrice A : mx n,
c’est-a-dire une matrice & m lignes et n colonnes;

» la composition séquentielle correspond a la multiplication des
matrices : ¢ o ¢ correspond a AB si ¢ (resp. ) correspond a
A (resp. B);
» la composition paralléle correspond a la somme directe des
matrices : ¢ @ y correspond & A @ B si ¢ (resp. ) correspond
a A (resp. B).
A
Rappel (A® B = (0 g)
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Remarques :
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ax—+y

b
bx + z

e

(ac+b)x+cy+z ax+y
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e
X cy+z y

ac +><

(ac+b)x+cy+z x

e
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Diagrammes équivalents

T

X y
T

ax+y X z X cy+z y
b>< - ac+>< ‘
ax+y bx +z X (ac+b)x+cy+z x

(ac+b)x+cy+z ax+y X (ac+b)x+cy+z ax+y X

Autrement dit, ces diagrammes correspondent a la méme matrice
3x3.
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Théoréme (convergence, et complétude)

Ce systeme de réécriture est convergent, c’est a dire qu’il satisfait
les propriétés de confluence et de terminaison.
De plus il est complet pour I'algébre K-linéaire :
» toute application K-linéaire ¢ : K" — K™ correspond a un
diagramme n —» m;
» deux tels diagrammes définissent la méme application
K-linéaire si et seulement s'ils ont la méme forme réduite.
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Forme dégénérée
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L

;o | T

Exemple :
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Exemple de forme canonique

Voici des formes canoniques qui correspondent a la matrice

suivante :
a b c
d e f
g h i

VANV

> p4 [8

N AN
c,f,g,h#0 b,f,d,h+0 c,e+0
i#0,1 g#0,1 f#0,1

cas générique deux cas dégénéreés
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Confluence locale

Stratégie utilisée :

» lemme | : Tout diagramme se réduit en une forme canonique.
En particulier, tout diagramme irréductible est une forme
canonique.

La réciproque est aussi vraie : les formes canoniques sont
irréductibles.

» lemme |l : A chaque matrice correspond un unique
diagramme en forme canonique.
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Lemme Il
Soit M une matrice m x n. Un diagrammes en forme canonique
représentant M est de la forme suivante :

Soit N la matrice M privée de ses lignes nulles.
N correspond a ¢ qui est de la forme suivante :

OnaNi; #0etNgs=0pourk>i
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Lemme Il (suite)
On appelle M’ la matrice N privée de sa premiére colonne.
pour j :

pourj < i:

N,"l =a
M, =0

ax x ax—+y x
On appelle N’ la matrice M’ privée de ces lignes nulles. On
raisonne par induction sur N’ et ¢’

a
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Terminaison(l)

On appel O(N) le monoide libre engendré par 'ensemble N, les
éléments de O(IN) sont O et les sommes formelles suivante :

2 ai{b;}
avec a;, b; # O et sii # jalors b; # b;

On munit O(N) de I'ordre suivant sur les monémes :
alb} <cld}sib<doub=deta<c;

Soit e, f € O(IN) tel que e # f. On appelle g le plus grand monéme
sur lequel e et f different.

» si g appartientaealorse > f
» sigappartienta falorse < f
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Terminaison(ll)

Soit 6 : p — g un diagramme on définit alors les trois fonctions
suivantes :

» 6: NP — N9

» §: N9 > INP

> [6] : NPT — O(N)
de la maniére suivante :

Pou(er0e;) =p(e1) @ u(e)
$U(5195;) = ¢(51) ®Y(52)
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Terminaison(ll)

Soit 6 : p — g un diagramme on définit alors les trois fonctions
suivantes :

» 6: NP - N9

» §: N9 —» NP

» [6] : NPT - O(N)
de la maniére suivante :

_¢®w(§ ® &) = 9(e1) e ¥(2)
_)¢ ®_t)ﬂ(i1)®32 ¢(Sl) ®w(Sz)
[¢ ® lﬂ](el ®e2,51®

)=
)=
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Terminaison(ll)

Soit 6 : p — g un diagramme on définit alors les trois fonctions
suivantes :

» 6: NP — N9

» §: N9 —» NP

» [6] : NPT - O(N)
de la maniére suivante :

¢oy(eroe;) = g(e1) @ y(e)
$0Y(s185;) = ¢(51) @ yY(S3)
[p@y](e1® 85,51 ©35;) = [¢(e1,51) + [V](e2,52)
@) =




Terminaison(lll)

Ya(e1®er) = (2e1+ €2)® e ua(e) = 2e
Xa(s1®52) = (251 + 52) ® 52 Ha(s) = 2s
[val(e1 ® €2,51 ® 52) = {e1} + {s1} [ua](e, s) = {e} + {s}
O'_a(el®82):281+92 ﬁ):]'
oa(s) =2s®s n(s) = ()
[oa](e1® €2, 5) = {e1} + {s) [7](s) = {s}
oi(e)=2e®e n*(e) = ()
O'_Z(Sl®52):261—|—82 T]_*)Zl
[o:] : 1(e,s1® s2) = (€} + {s1) [7](e) = {e}
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Terminaison(1V)

Théoreme (Yves Guiraud) :
le systéme vérifie la propriété de terminaison si :
» les fonctions ¢, ¢, [¢] sont croissantes;

> et pour toutes les régleson a:y > 6,y > 6, [y] > [6] ot y est
le membre gauche et ¢ est le membre droit.



