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Exercice 1

Construire explicitement des fonctions récursives qui correspondent à :

1. le polynôme ppx, yq “ x2 ` 2xy ` y ` 1 ;

2. la fonction signepxq, qui donne 0 si x “ 0 et 1 si x ą 0.

Vous pouvez utiliser les fonctions somme et produit vues en cours ou TD.

— ppx, yq “ ADDpMULT px, xq, ADDpMULT p2,MULT px, yqq, ADDpy, 1qqq, donc, plus explici-
tement :
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´
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`
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˘

¯

— signepxq satisfait les équations récursives

signep0q “ 1

signepx ` 1q “ 0

Soit g “ SUCC ˝ZERO la fonction constante 1 et hpy, zq “ ZERO ˝π2
1 la fonction qui prend

deux entrée et renvoit la constante 0, alors

signep0q “ g

signepx ` 1q “ hpx, signepxqq “ 0,

donc la fonction signepxq est obtenue par récursion primitive à partir de g et h.

Exercice 2

Décrire les ensembles des variables libres et des variables liées des λ-termes suivants :

1. λf.λx.fpfxq ;

2. fpλx.fzzq ;

3. pλf.xqλx.f .

1. libres “ H, liées “ tf, xu,

2. libres “ tf, zu liées “ txu,

3. libres “ tf, xu liées “ tf, xu.

Exercice 3

Calculer les substitutions suivantes :

1. ppλf.λx.fpfxqqλy.fyq rλx.w{f s ;

2. ppλx.fxqfq rλw.wx{f s.
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1. La seule occurrence libre de f est celle toute à droite, il n’y a pas de conflits de variables, donc
on a

ppλf.λx.fpfxqqλy.fyq rλx.w{f s “ ppλf.λx.fpfxqqλy.fyq ă λx.w{f ą“ ppλf.λx.fpfxqqλy.pλx.wqyq.

2. Deux occurrences libres de f à remplacer par λw.wx, la variable x est libre dans λw.wx mais
liée dans le terme de gauche λx.fx, donc il faut la renommer :

ppλx.fxqfq rλw.wx{f s “ ppλy.fyqfq ă λw.wx{f ą“ pλy.pλw.wxqyqλw.wx.
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