
���

En e�et� la fonction ��X� Y � � X� a une d�eriv�ee non nulle en tous les points pour lesquels X �� ���� vu
que dans ce cas� X est une bonne coordonn�ee sur la courbe	 Au voisinage des trois points ��� ��� ���� ���
Y est une bonne coordonn�ee mais alors� il est bien clair que la fonction �X� Y � �� X a une di��erentielle
qui s
anule et donc � est aussi de di��erentielle nulle� Une analyse similaire peut �etre men�ee au voisinage
du point 
a l
in�ni� Ceci montre que les points de rami�cation sont situ�es au dessus de �� � et �� De
plus� l
indice de rami�cation au dessus de � vaut �� L
autre tore complexe avec des automorphismes
analytiques suppl�ementaires a pour param
etre modulaire � � exp �i����� Son �equation est Y � � X�� ��
Une fonction de Belyi pour cette courbe est fournie par�

��X� Y � � X�������

et le dessin d
enfant correspondant est�

Comme pr�ec�edemment� sur la courbe Y � � X� � �� en dehors des points ��� ��� �j� �� et �j�� �� o
u
j � exp ���i���� la coordonn�ee X est une bonne coordonn�ee et donc clairement le seul point o
u la
courbe est rami��ee correspond 
a X � �� et donc 
a un z�ero de la fonction �� Au dessus des trois autres
points� nous pouvons exprimer la fonction � en termes de la bonne coordonn�ee Y � et elle est de la forme
���Y � � � � Y �� En cons�equence elle a une d�eriv�ee nulle et une valeur un� L
indice de rami�cation est
deux� On conclut en analysant le cas du point 
a l
in�ni� � est une fonction de Belyi�

Dans les deux cas� il est amusant de visualiser les triangulations des tores que l
on peut obtenir���

En�n� nous laisserons le lecteur m�editer sur les di��erentes mani
eres de trianguler les tores�

��� R�esolution du mod�ele de WZW jaug�e�

Dans cette section� nous expliquons comment� 
a partir des consid�erations des chapitres �� � et ��
il est possible de donner une �solution� compl
ete et explicite du mod
ele de WZW jaug�e d�e�ni dans

��Dans le second cas� nous n�avons pas colori�e les di��erents triangles pour des raisons de temps�
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cette section� Puis nous �etendons ces consid�erations pour fabriquer 
a partir de toute th�eorie topologique
tridimensionnelle obtenue selon le proc�ed�e du chapitre �� une th�eorie topologique bidimensionnelle d�e�nie
sur une cat�egorie de surfaces �tagg
ees��

����� Mod�ele de WZW jaug�e�

Dans le chapitre �� nous avons vu comment construire des actions e�ectives chirales pour le mod
ele
de WZW� Malheureusement� ces actions chirales n
�etaient pas invariantes de jauge� Nous allons voir
comment d�e�nir deux actions invariantes de jauge 
a partir du mod
ele de WZW� L
une d
elle donne
une th�eorie topologique bidimensionnelle qui s
identi�e avec une r�eduction dimensionnelle de la th�eorie
de Chern�Simons� Puis nous verrons comment d�e�nir des invariants topologiques associ�es aux dessins
d
enfants� En�n nous poserons quelques questions relatives 
a l
approche par les dessins d
enfants de
l
action du groupe de Galois Gal��Q�Q� et sa relation avec l
approche de la section ����

Actions invariantes de jauge�

Il existe deux mani
eres de fabriquer une action invariante de jauge non chirale 
a partir du mod
ele de
WZW� L
une d
elle est d�ecrite dans le livre de Polyakov ����� mais aussi dans ������ Si on additionne les
variations des actions ��A� et ��� �A� �d�e�nies par les �equations ����� et ������ calcul�ees en ����� et �����
et que l
on explicite le r�esultat� on obtient

��hA� � ���h �A� � ��A� � �� �A�� k

��

Z
�
Tr�A���h�h���� k

��

Z
�
Tr���h�h�� �A�� SWZW �h�� SWZW �h

���

������

Mais d
autre part� la formule de Polyakov�Wiegmann�

SWZW �h� � SWZW �h
��� �

k

��

Z
�
Tr�h�����h�h����h��

nous dit queZ
�
Tr�hAh �A� �

Z
�
Tr�A �A� �

Z
�
Tr��A���h�h��� � �A��h�h��� �

Z
�
Tr�h����h�h�����h��������

et donc

S�A� �A� � ��A� � ��� �A� �
k

��

Z
�
Tr�A �A�������

est invariante de jauge� Polyakov sugg
ere que cette action n
est autre que celle d
un mod
ele de WZW
mais avec une constante de couplage renormalis�ee�

Il existe toutefois une autre mani
ere de fabriquer une action invariante de jauge�

S�g� A� �A� � S�g�� k

��

Z
�
Tr�Ag�����g�� �A��g�g��� �

k

��

Z
�
Tr�A �A� gAg�� �A�������

et l
action e�ective ��A� �A� d�eduite de l
action S�g� A� �A� est invariante de jauge� Ce mod
ele est appel�e
le mod
ele de WZW jaug�e �����
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Dans l
article ����� l
auteur montre que l
action e�ective ��A� �A� se met sous la forme �voir formule
�� de la r�ef�erence pr�ec�edente��

e���A�
�A� � e

� k
��

R
�
Tr�A �A	

X
I��I

�I �A���I� �A�h
I��I������

o
u les �I et les ��I sont les blocs fonctionnels introduits en section ��� du chapitre �� La matrice �h
I��I�I��I

commute avec toutes les transformations modulaires� En fait� il s
agit de la matrice du produit scalaire
des �etats de la th�eorie de Chern�Simons� J
ai vu cette remarque pour la premi
ere fois dans ������

Mod�ele de WZW jaug�e et th�eorie de Chern�Simons�

En cons�equence� il est facile de voir que le mod
ele de WZW jaug�e est une th�eorie topologique dont on
sait calculer toutes les observables� Soit OK �A� �A� une observable associ�ee 
a un graphe de Wilson d�ecor�e�
il est �evident que

hOK �A� �A�i �
Z
D�A� �A�e���A� �A�OK �A� �A�

�
X
I��I

Z
D�A� �A�e� k

��

R
�
Tr�A �A	 �I �A���I� �A� h

I��I OK �A� �A�

� TrH�
�dOK�

o
u l
espace H� est l
espace des �etats de la th�eorie de Chern�Simons sur  et o
udOK est l
op�erateur associ�e

a la fonctionnelle des champs OK �A� �A�� En cons�equence� nous interpr�etons cela comme la fonction de
partition de  � S� d�ecor�e par K plong�e dans  � f�g� de la th�eorie de Chern�Simons�

La limite k �� ���

Dans le cas o
u k �� ��� l
action de la th�eorie de Chern�Simons sur  � S� se r�eduit 
a une int�egrale
plus simple� La limite k �� �� correspond pour la th�eorie de Chern�Simons 
a une limite classique�
� En
cons�equence� 
a la limite k � ��� l
int�egrale fonctionnelle de Chern�Simons se r�eduit 
a une int�egrale sur
l
espace des modules des solutions classiques� Dans le cas de Chern�Simons sur  � S�� les �equations du
mouvement s
�ecrivent�

F�� � � F�� � F�� � �

o
u nous notons x� la coordonn�ee le long du cercle S� et x��� les coordonn�ees sur la surface  � Les classes
d
�equivalence de solutions de ces �equations de courbure nulle modulo les transformations de jauge sont
class�ees par les morphismes de ��� g � S�� � Z� ��� g�� 
a valeurs dans G� modulo l
action de G par
automorphisme int�erieur� Un tel morphisme � est enti
erement d�e�ni par un morphisme �g de ��� g�
dans G et un �el�ement h � g de sorte que

�� � ��� g�� �n �Z ��n� �� � hn�����������

Bien entendu� h commute avec tout �el�ement de ������ g��� On introduit

M�g
� fA�z� �z�� FA � �g

��Clairement� j�aurais pu noter k � ������
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qui n
est autre que l
espace sur lequel il faut int�egrer pour calculer la fonction de partition du mod
ele
de Higgs topologique bidimensionnel� Rappelons que celle�ci� pour G � SU���� est bien d�e�nie d
es que
le genre est strictement sup�erieur 
a � et qu
elle s
obtient par la formule

ZH� g� �
��X
n
�

�

�n� ����g��	
������

On s
attend 
a ce que� 
a la limite k � ��� la fonction de partition ZCS�k� g� de la th�eorie de Chern�
Simons au niveau k sur  g diverge� Bien s�ur� il convient dans l
�evaluation de ZCS�k� g� de bien faire
attention aux points suivants�

! A k �ni� on doit prendre en compte les "uctuations autour des con�gurations classiques� Formel�
lement� nous �ecrivons

ZCS�k� g� �
Z

�M�g

D�A� det �
�
ik

��
rA

�����
o
u le d�eterminant doit �etre convenablement d�e�ni� Ce d�eterminant joue un r�ole dans la mani
ere
dont ZCS�k� g� diverge�

! Le calcul de ZCS�k� g� est trivial d
apr
es les consid�erations du chapitre ��

ZCS�k� g� �

�
k � �

�

�g�� k��X
m
�

�
sin

�
�m

k � �

������g	

������

J
aimerais pouvoir donner une interpr�etation claire du facteur divergent ZCS�k� g��ZH� g��

Cette analyse n
a pas �et�e pouss�ee plus loin en ce qui me concerne� En e�et� il m
a sembl�e bien
plus int�eressant de se cantonner au cas k 	 �� pour lequel tout est facilement calculable et o
u toutes
les fonctions de partition sont �nies� En un sens� le mod
ele de WZW jaug�e est une �r�egularisation
rationnelle� de la th�eorie de Higgs �qui est irrationnelle pour SU�N��� Nous allons donc maintenant
abstraire la construction ci�dessus� Cela montrera qu
elle est consid�erablement plus g�en�erale que la
simple �co#$ncidence� que nous venons d
exhiber entre le mod
ele de WZW jaug�e sur une surface  et la
th�eorie de Chern�Simons sur  � S��

����� R�eduction dimensionnelle�

La proc�edure utilis�ee est extr�emement simple� 
a partir des donn�ees g�eom�etriques bidimensionnelles�
on fabrique des donn�ees tridimensionnelles 
a valeurs dans la cat�egorie Ma���� Puis on associe 
a nos
donn�ees bidimensionnelles un invariant tridimensionnel	

Pr�eliminaires g�eom�etriques�

La cat�egorie Ma��� permet de construire tr
es simplement une cat�egorie Ma��� form�ee de surfaces
d�ecor�ees par des tags� au sens du chapitre �� Appendice ��B� Rappelons que l
on proc
ede par analogie
avec la d�e�nition de Ma��� donn�ee au chapitre ��

Objets Les objets deMa��� sont des cercles avec un certain nombre de points marqu�es et colori�es�
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Morphismes Les morphismes de Ma��� sont les surfaces  orient�ees d�ecor�ees par un graphe trivalent
K� Les bords sont param�etr�es de sorte que les orientations induites sur � co#$ncident avec celles
des objets entre lesquels on interpole� et les points de ces objets sont les images des points de
K 	 � par les param�etrisations des bords�

Le graphe est colori�e exactement de la m�eme mani
ere qu
un graphe de la cat�egorie Ma����

Nous envoyons cette cat�egorie dansMa��� de la mani
ere suivante�

! Un cercle avec n points marqu�es est envoy�e sur un tore avec n points marqu�es� L
orientation du
tore est prise directe si et seulement si celle du cercle l
est�

! Soit � � K� un morphisme deMa��� qui interpole entre N� et N� qui� pour �xer les id�ees sont deux
cercles� Nous d�esignons par ���� les param�etrisations des bords entrant �� �� et sortant �� ���
D�e�nissons sur le bord de  � S��

��� � �x� 
� � �� ��� S� �� ����x�� 
� � �S� � S��������

��� � �x� 
� � �� ��� S� �� ����x�� 
� � �S� � S��������

L
orientation est d�e�nie par �� 
 d
 o
u �� est la forme volume d�e�nissant l
orientation de  �
D�e�nissons aussi �K �  � S� � K � f�g dont le framing est pris selon S�� chaque ligne est un
ruban dans la direction des 
 � S� croissants� En cons�equence� �� � S�� ������� �K� interpole entre
N� � S� et N� � S� comme pr�evu�

! Reste 
a r�egler le probl
eme des coloriages� le coloriage de �K � K � f�g n
est autre que celui de K�

Il existe bien d
autres mani
eres de r�ealiser cette op�eration� Nous pouvons choisir fn � M��n pour
chaque n � N et d�ecider que si N� est un cercle avec n points marqu�es� alors

����x� 
� � fn����x�� 
�

Finalement� on d�e�nit une famille I������fn�n� de foncteurs de Ma��� dans Ma���� Ceux�ci v�eri�ent

I������fn�n���� � �������

I������fn�n��S� � ��� ��� � �S� � S��� ��� ��������

I������fn�n��N� 
N�� � I������fn�n��N�� 
 I� �����fn�n��N��������

I������fn�n�� � 
  �� � I������fn�n�� �� 
 I������fn�n�� ��������

I������fn�n��� � � ��I������fn�n�� ��������

I� �����fn�n�� �Na� � ��I������fn�n��N��������

I������fn�n�� �Y �� � �I� �����fn�n�� ���I���� ��fn	n��Y 	�������

Le foncteur d�e�ni plus haut� �fn � � pour tout n� sera not�e I���� dans la suite� Il s
av
ere plus pratique

a manipuler�
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D�e�nition de la th�eorie bidimensionnelle�

D�e�nition �� Si T � �Ma����Sp��� est une th�eorie topologique projective bas�ee sur Ma���� alors on
d�e�nit une th�eorie topologique bidimensionnelle ��a priori projective� sur Ma��� par

��D � � � I������fn�n�������

Cette th�eorie d�epend du foncteur I������fn�n� que l
on a choisi mais�

Th�eor�eme 	� Toutes les th�eories issues d�une m�eme th�eorie tridimensionnelle par le proc�ed�e de la
d�e�nition �	 sont �equivalentes au sens de la d�e�nition 
	 du chapitre 
�

Preuve 
 Comparons les th�eories issues de I� �����fn�n� et I� �����gn�n�� Introduisons l
action �g�n du groupe
modulaire M��g� n� sur Hg�n dans la th�eorie tridimensionnelle� Pour �xer les id�ees� prenons  qui inter�
pole entre �Si� m� et �S�� n��


�I������gn�n�� �� � ���n�gn � f��n � � �
�I� �����fn�n�� ��� � ���n�gn � f��n ���������

et donc� les deux th�eories sont bien reli�ees par une TNLU� �

Bien entendu�

Proposition �� Deux th�eories tridimensionnelles �equivalentes donnent naissance �a des th�eories bidi�
mensionnelles �equivalentes�

Preuve 
 Si �T��n d�esigne l
op�erateur qui agit sur H��n pour r�ealiser la TNLU entre � et ��� alors les
th�eories d�eduites de ces deux th�eories tridimensionnelles par application de I���� sont reli�ees par une
TNLU d�e�nie par les op�erateur �Tn agissant sur HS��n�

�n � N� �Tn � �T��n������

qui v�eri�e trivialement toutes les propri�et�es d
une TNLU� L
extension au cas de I������fn�n� ne pose pas
de probl
eme au vu du th�eor
eme ��� �

Finalement� comme l
�equation ���� le montre� d
une part nous sommes capables d
associer 
a chaque
TNLU entre deux TCT tridimensionnelles une TNLU entre les TCT bidimensionnelles associ�ees et�
d
autre part� la composition des TNLU au niveau tridimensionnel se traduit par la composition des
TNLU associ�ees au niveau bidimensionnel� En cons�equence�

Th�eor�eme 
� Chaque I������fn�n� d�e�nit un foncteur entre les cat�egories �Ma��� �� Sp� et �Ma��� ��
Sp��

Apr
es ces r�esultats g�en�eraux� il est bon de revenir 
a des propri�et�es plus contr
etes�
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Quelques pr�ecisions�

Nous disposons aussi de l
expression explicite du cocycle de la th�eorie bidimensionnelle�

��D���� ��� � ��D�I������fn�n�� ��� I������fn�n�� ���������

Dans le cas des th�eories bidimensionnelles issues d
une solution des �equations de Moore et Seiberg�
l
expression se simpli�e grandement� Nous consid�erons tout d
abord le foncteur I�����

Consid�erons  � � homMa������ N� et  � � homMa����N� ��� Notons � � et � � leurs images respectives
par I����� Supposons pour simpli�er que N soit un cercle��� le cocycle est donn�e par l
�equation ����� Ces

formules font appara�$tre des vari�et�es quadridimensionnelles qui bordent � ���S� � D��� ��S� �D���� � et
� ��� �� Notons Y��� des vari�et�es quadridimensionnelles obtenues 
a partir de pr�esentations par chirurgie

de � ���S��D�� et ��S� �D���� �� On fabrique tr
es simplement une vari�et�e quadridimensionnelle bordant
� ��� � en retirant un D� �D� 
a chacune des vari�et�es Y��� et en recollant le long de D� � S� comme sur
notre sch�ema�

Comme la signature de D� � D� est triviale� on en d�eduit qu
il existe des pr�esentations par chirurgie

�L�� �K��� �L�� �K�� et �L��� �K��� de � ���S� �D��� ��S� �D���� � et � ��� � respectivement telles que

Sign�L�� �K�� � Sign�L�� �K�� � Sign�L��� �K���������

En cons�equence� ceci montre qu
il n
y a pas de projectivit�e�

Proposition �� Si �Ma����Sp��� est obtenue �a partir d�une solution des �equations de Moore et Seiberg�
alors la th�eorie d�eduite par application de I���� n�est pas projective�

����� Formulation �IRF	�

Le plus int�eressant est qu
on dispose l
a aussi d
une formulation de type �IRF� �pour �Interaction
Round the Faces�� voir ������ pour calculer les fonctions de partition de surfaces tagg�ees� Dans le cas
d
invariants de n%uds dans S�� ceci r�esulte de nombreux travaux� mais nous pensons surtout 
a la vision
synth�etique de Witten qui a donn�e l
expression g�en�erale des poids de Boltzmann ������ Notre but est de
montrer que dans le cas bidimensionnel� des formules analogues existent�

Nous allons montrer que les fonctions de partitions se calculent par un mod
ele de type �IRF�� Les
techniques utilis�ees sont tr
es proches de celles employ�ees par Witten dans ����� pour traiter le cas des
invariants de n%uds et d
entrelacs dans S�� Nous commen&cons par examiner le cas d
une sph
ere S�

tagg�ee� puis nous passons au genre plus �elev�e�

��Pour le calcul des cocycles la d�ecoration ne joue aucun r�ole�
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Calcul de fonctions de partitions sur la sph�ere�

Consid�erons donc un graphe trivalent plong�e dans S� � S�� Nous nous int�eressons 
a sa projection
K sur S� � f�g que nous supposerons r�eguli
ere� c
est 
a dire ne pr�esentant que des vertex trivalents ou
des croisements� Nous colorions ce graphe de mani
ere 
a en faire un tag KC � Pour calculer la fonction de
partition Z�S�� KC�� nous choisissons un point de S� nK que nous envoyons 
a l
in�ni� Dans ce cas� nous
arrivons 
a une �gure de ce type�

Exactement comme Witten dans ������ nous utilisons alors une m�ethode de matrice de transfert� Nous
d�ecoupons la sph
ere en anneaux Ci sandwich�es entre deux disques�

�S�� KC� � D��Cn� � � � �C�� �D�������

Ceci revient 
a couper la vari�et�e S� � S� en tranches de topologie �S� � S��� ��� ���
Examinons en d�etail ce qui se passe quand on coupe la sph
ere le long d
un cercle avec n points

marqu�es�

Une base de Hn est fournie� au niveau de la th�eorie tridimensionnelle par

o
u calC d�esigne le coloriage

�i�� � � � � in��' j�� � � � jn' a�� � � � � an�
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du graphe ci�dessus et dont la norme au carr�e est

kjCik� �
vuut nY

k
�

S�
ik

S�
�

������

La fonction de partition cherch�ee se met sous la forme�

Z�D�S�� KC� �
X

C�����Cn


�D� �D� � S��
jC�ih C�j
kjC�ik� 
�D�C�� � � �
�D�Cn�

jCnihCnj
kjCnik� 
�D�D� � S��������

Il nous faut calculer les �el�ements de matrice hCj��j
�D�Cj�jCji dans la th�eorie tridimensionnelle� Avant
ce calcul p�enible� remarquons que les couleurs des lignes du graphe d�e�nissant la base de Hn fournissent
un coloriage des composantes connexes de S� nK�

Chaque ligne du graphe K est bord�ee par deux r�egions qui elles�aussi portent des indices de ligne� Le
choix d
un terme dans la somme ���� correspond au choix d
une couleur de vertex pos�ee sur une ligne
de K� 
a la fronti
ere entre deux r�egions de S� nK� Si j� j� sont les couleurs de ces r�egions et i la couleur
port�ee par la ligne de K� le vertex est de type �j� i� j��� Ceci motive la d�e�nition suivante�

D�e�nition �� Un gra
ti sur  est un tag �K� C� tra�c�e sur  muni d�un coloriage de  nK�

L
ensemble des gra(tis bas�es sur un tag C sera not�e GC� L
ensemble des coloriages de vertex d
un
gra(ti g sera not�e Vg� Comme le montre un calcul explicite� il est clair que le quotient

hCj��j
�Cj�jCji
kjCj��ik � kjCjik

ne d�epend en fait que de l
�ev�enement qui se trouve dans le cylindre Cj� En cons�equence� sa contribution
peut �etre vue comme celle d
une plaquette convenablement colori�ee�

Pour �eclairer notre propos� nous pouvons montrer comment �evaluer ce quotient dans le cas o
u le
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cylindre Cj contient un vertex�

L
�el�ement de matrice qui nous int�eresse est la fonction de partition calcul�ee dans S� � S� du graphe
obtenu en saturant celui ci par des graphes en anneau� Nous notons �p�� � � � � pn� les lignes internes et
�a�� � � � � an� les vertex du graphe 
a une boucle avec comme pattes externes �j�� � � � jn�� De m�eme� nous
notons �p��� � � � � p�k��� p�� p�k��� � � � � p

�
n� les lignes internes et �a��� � � �a�k��� a�� a�k��� � � � � a

�
n� les vertex du

graphe 
a une boucle de lignes externes �j�� � � � � jk��� j� jk��� � � � � jn�� Nous cherchons

Z�D�S� � S��GC�K�G �C� �

que nous calculons en coupant le long d
une sph
ere S� avec quatre points marqu�es comme indiqu�e sur le
dessin�

La partie situ�ee dans la boule d�elimit�ee par la sph
ere S� contribue par la fonction de partition d
un
t�etra
edre dans S� et tous calculs faits� nous obtenons pour notre �el�ement de matrice�Qn

k
� S�
jk

�S	
��n����

Fpk�j

�
a� ��
ak ak��

�Y
l �
k

�al�a�l������

La division par les normes fournit alors�
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qui ne d�epend que des couleurs au voisinage du croisement	 Le lecteur est invit�e 
a analyser par lui�m�eme
les autres cas de �gure� Finalement� chaque voisinage d
une croisement ou d
un vertex constitue une
plaquette et la sph
ere S� est obtenue en recollant de telles plaquettes�

La fonction de partition se calcule donc gr�ace 
a�

Z�S�� KC� �
X
g�GC

X
v�Vg

Y
plaquettes

W �C� g� v�������

o
u dans le produit sur les plaquettes� on fait le produit de tous les poids associ�es aux plaquettes conve�
nablement colori�ees� Il s
agit clairement d
une formulation de type �IRF� de notre th�eorie topologique�
Les poids de Boltzmann obtenus pour cette th�eorie sont�
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Bien entendu� on dispose d
une expression analogue quand le croisement se fait dans l
autre sens� la
matrice B��� est remplac�ee par la matrice B���� Nous n
avons pas indiqu�e le cas ou une ligne se coupe
en deux mais le lecteur retrouvera le r�esultat sans di(cult�es� Deux remarques s
imposent�

! Le lecteur aura remarqu�e que l
expression du poids de Boltzmann associ�e au triangle n
est pas
Z��invariante� en clair elle d�epend de l
orientation du triangle�

! Le calcul de la fonction de partition ne se fait pas en utilisant une triangulation quelconque de la
surface	 Les plaquettes sont associ�ees aux croisements et aux vertex du graphe� Il n
y a pas moyen
de les choisir autrement�

Surfaces de genre plus �elev�ees�

Le cas des surfaces de genre plus �elev�e pose quelques probl
emes 
a cause des amplitudes avec chan�
gement de topologie� Il est facile de reprendre les raisonnements pr�ec�edents pour se convaincre que sur
une surface de topologie non triviale� la fonction de partition doit aussi se calculer par un mod
ele de
type �IRF�� Il su(t pour cela de choisir une fonction de Morse pour notre surface tagg�ee et de d�ecouper
en tranches ne contenant qu
un �ev�enement �croisement� vertex ou changement de topologie�� Pour les
tranches cylindriques� le travail a d�ej
a �et�e e�ectu�e� Mais il appara�$t des tranches ayant la topologie d
une



���

sph
ere avec trois trous qui en plus servent �d
aiguillage� pour les lignes du tag�

Le calcul des �el�ements de matrice de tous ces aiguillages possibles ne me semble pas �evident�

Il serait bien plus satisfaisant de disposer d
une m�ethode de calcul qui utilise une d�ecomposition
simpliciale de la vari�et�e� par exemple une triangulation� Malheureusement� le formalisme employ�e ici
n
est pas adapt�e 
a ce travail� Il semble assez clair que si l
on formule la th�eorie 
a partir de triangulations�
elle doit poss�eder des propri�et�es de localit�e tr
es fortes �au sens de la fonctorialit�e bien �evidemment�� Je
ne veux pas d�etailler ici mes essais infructueux pour contourner la di(cult�e que je viens de mentionner�
Dans une formulation �simpliciale�� les briques de construction du mod
ele sont les op�erateurs associ�es

a des plaquettes �par exemple des triangles�� On peut composer ces di��erents op�erateurs pour fabriquer
l
op�erateur associ�e 
a une surface compliqu�ee� Ceci pr�esuppose que 
a chaque c�ot�e du triangle soit associ�e
un espace des �etats� et que l
op�eration de recollement des triangles par leurs c�ot�es corresponde 
a la
contraction sur les espaces vectoriels correspondants� La localit�e 
a la fronti
ere telle que je l
ai d�e�nie
au chapitre � semble un tremplin bien agr�eable vers ce type de formulation� Je pense depuis longtemps
formuler les th�eories tridimensionnelles que j
ai obtenu au chapitre � en ces termes mais j
ai tout d
abord
tent�e de voir ce qui se passait au niveau de la th�eorie bidimensionnelle�

Malheureusement� il s
av
ere que la th�eorie bidimensionnelle n�est pas locale 
a la fronti
ere� Ceci pro�
vient du fait que nous ne disposons d
aucun moyen d
engendrer les �etats conform�ement 
a l
hypoth
ese de
simplicit�e � du chapitre �� L
id�ee qui appara�$t alors la plus naturelle consiste 
a introduire un espace des
�etats associ�e 
a un segment avec des points marqu�es� On d�e�nit alors des injections

�n�m � HS��n�m �� HI�n �HI�m������

par un proc�ed�e combinatoire qui consiste 
a couper les graphes en anneaux en deux graphes en arbre��	
Une base de HI�n est form�e des graphes multip�eriph�eriques avec n�� pattes externes� En fait� il est bien
clair que �n�m n
est pas surjective� Ceci �evite le ph�enom
ene d�explosion dimensionnelle� remarqu�e par
J�M� Maillet dans son travail ������

��Il pourra sembler �etrange au lecteur que je n�ai pas envisag�e ces d�eveloppements d�es le premier chapitre� Mais je ne

disposais pas d�exemples explicites pour lesquels de tels objets puissent �etre d�e	nis lorsque j�ai mis au point l�axiomatique

du chapitre ��



���

J
ai commenc�e 
a approfondir les quelques indications pr�ec�edentes� Toutefois� ce travail n
est pas
encore assez avanc�e pour en parler ici mais il semble possible de reprendre l
axiomatique du chapitre �
pour inclure le cas o
u les objets sont 
a bords�

Dans le m�eme genre d
id�ees� j
ai amorc�e une r�e"exion sur la notion de �th�eorie des champs relative�
qui devrait permettre de traiter le cas d
une th�eorie des champs d�e�nie sur une cat�egorie de vari�et�es de
dimension D munies de plongements de vari�et�es de dimensions inf�erieures� Les cat�egoriesMa��� etMa���
qui sont apparues dans cette th
ese sont des exemples particuli
erement simples de cette situation car les
sous vari�et�es sont unidimensionnelles et donc sans structure��� Mais si on veut �etudier des th�eories
o
u les insertions sont localis�ees sur des surfaces �par exemple�� il peut �etre utile de s
autoriser des
op�erations g�eom�etriques di��erentes sur la vari�et�e contenante et sur sa �d�ecoration�� par exemple choisir
di��eremment les di��eomorphismes de recollement� En�n� la motivation principale de ces explorations
reste la mise au point d
un dictionnaire commun entre le travail de J�M� Maillet ����� et le mien� En�n
j
ai eu la surprise de constater que des id�ees similaires se trouvaient dans l
Esquisse���

����
 Dessins d�enfants� tags et th�eorie de Galois�

On peut voir l
ensemble de tous les dessins d
enfants comme un mod
ele pour l
espace des modules des
surfaces de Riemann sur �Q� Des r�esultats r�ecents ont d
ailleurs �et�e obtenus dans ce sens ����� Th�eor
eme
������� Le lien avec la notion de d�ecoupe pr�esent�es en section ��� de ce chapitre n
est pas encore clair
pour moi� C
est clairement un passage oblig�e pour aller plus loin� De bons articles de revue sont ����� et
������

Bien entendu� la courbe alg�ebrique associ�ee 
a un dessin ne d�epend que de la classe d
isotopie du plon�
gement de ��complexe qui d�e�nit le dessin� Il serait donc extr�emement int�eressant de disposer d
invariants
topologiques pour di��erencier les dessins�

Comme nous l
avons vu� les th�eories topologiques permettent de d�e�nir des invariants de tags� c
est

a dire de graphes trivalents d�ecor�es� D
autre part� un dessin d�e�nit une triangulation de la surface et
donc par passage au graphe dual� un graphe trivalent sur la surface� Par ce biais� nous d�e�nissons tout
un ensemble d
invariants associ�es aux dessins d
enfants� Reste 
a savoir s
ils sont s�eparants� et dans quel
sens� En�n� un probl
eme important 
a mon avis est le suivant�

Probl�eme ouvert �� Existe t�il un moyen de lire sur les invariants topologiques associ�es �a un dessin
d�enfant l�action du groupe de Galois Gal��Q�Q�� Si oui� est�elle reli�ee �a l�action de ce m�eme groupe sur
les th�eories topologiques tridimensionnelles�

Je n
ai pas encore la r�eponse 
a cette question mais le travail entam�e dans les sections pr�ec�edentes est
clairement orient�e dans ce but�

J
esp
ere que le lecteur pardonnera l
aspect un peu elliptique de cette �conclusion�� Je n
ai malheu�
reusement pas eu le temps de l
expliciter autant que je l
aurais voulu� Bien des points que j
ai soulev�es
sont encore conjecturaux mais seul un travail pr�ecis permettra de lever un coin du voile sur ces questions�
Dans l
introduction de cette th
ese� j
ai insist�e sur la complexit�e des probl
emes touchant 
a la classi�cation
des th�eories invariantes conformes bidimensionnelles et 
a la construction d
une hypoth�etique th�eorie des
cordes quantique� J
esp
ere avoir convaincu le lecteur de la di(cult�e du probl
eme mais aussi de l
amuse�
ment qu
on peut y trouver�

��Compliquer l�axiomatique ne sert donc �a rien



