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4.6 Preuve par les équations de Moore et Seiberg.

Dans cette section, nous donnons une preuve qui utilise les résultats de Moore et Seiberg concernant
I'invariance modulaire des théories rationnelles [132]. En un sens, cette démarche est plus rapide mais
moins élémentaire que ’approche combinatoire. Nous commencons par rappeler le résultat général dont
nous aurons besoin, puis nous 'appliquerons au cas des modeles Z/NZ.

4.6.1 Le “petit” théoreme de naturalité.

Nous allons rappeler les résultats obtenus par Moore et Seiberg [132], et par Verlinde, Verlinde et
Dijkgraaf [44] concernant la forme générique de la fonction de partition sur le tore d’une théorie invariante
conforme rationnelle. Les résultats que nous utilisons ici constituent ce que l'on peut appeler le “petit”
théoréeme de naturalité:

Théoréme 50 (G. Moore, N. Seiberg, R. Dijkgraaf, E. et H. Verlinde) Si A désigne [’algébre
de symétrie mazximale d’une TICR, et (x;); les caractéres de cette algébre chirale sur le tore, alors il

existe un automorphisme o de l'algébre de Verlinde relative a A tel que la fonction de partition de la
TICR soit de la forme

(4.45) le T) Xo (i) (7)

Enfin, ce résultat est complété par la proposition suivante:

Proposition 20 Si o est un automorphmisme de l’algébre de Verlinde de A tel que

V(i,7), howy = hi (mod 1)
So = S/

alors 37, Xi(T) Xo(:) (T) est invariante modulaire.

Ces deux résultats montrent qu’en fait, le contenu en champs de la théorie ne dépend que des données
de Moore et Seiberg une fois que 'on a identifié la symétrie maximale du modele. Pratiquement ceci
revient a identifier tous les opérateurs de dimension (h,0) ou h € N et & considérer cet ensemble comme
P’algebre chirale maximale A du modeéle. Nous allons voir une illustration de cette technologie dans le
cas du modele Gaussien rationnel. Rappelons brievement la preuve de ces deux théoremes.

Preuve du Théoréme 50 : La preuve la plus simple a été donnée par E. et H. Verlinde et R. Dijkgraaf
[44], nous nous contentons de la rappeler sans entrer dans les détails.

En considérant I'algebre de symétrie maximale de la théorie, nous considérons tous les champs pri-
maires dont une des dimensions h ot h est nulle dans ’algebre chirale. Du point de vue des multiplicités
N, ; des champs primaires relativement a cette algebre maximale, cela entraine que N; o = Ny, = 0.
L’invariance selon S s’écrit en divisant par S,°

k
S N, = N, ¢S
So? S
qui, spécialisé a 7 = 0 devient ‘
Sok So?

J—

S0 5
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Comme Sy* > S,° et N;7 € N, cela montre qu’a j fixé un et un seul k n’annule pas N,’. En conséquence
il existe une application i — o(i) telle que N;; = ;.. Elle vérifie de plus S = Sg(i)"(j) et ceci
montre que o est bijective. En remplacant dans la formule de Verlinde S;7 par Sg(i)d(j) nous voyons que
No(iy,o(),0t) = Nijr et en utilisant le fait que les colonnes de S forment une base de C", o (i) = a/(\z').
En termes plus intrinseques: ¢ définit un automorphisme de ’algebre de Verlinde. [J

Preuve de la Proposition 20: La condition hy; = h; (mod 1) assure l'invariance sous la transfor-
mation modulaire T'. L’autre condition assure l'invariance sous S. [

Remarque: Nous n’avons pas cherché a utiliser le théoreme de naturalité proprement dit car cela
nécessiterait de connaitre la forme explicite des matrices F' et B du modele. Nous n’avons pas eu le
temps de les calculer. Toutefois, ceci ne pose aucune difficulté de principe. Par ce biais, nous pourrions
accéder a toutes les algebres de développement des produits d’opérateurs dans les théories Z/NZ. Bien
entendu, un tel résultat n’est intéressant que s’il est explicite.

Dans le cas des théories associées a un produit de groupes cycliques, il est vraisemblable que vont
apparaitre des algebres de développement en produit d’opérateurs qui ne sont pas obtenues comme
produit tensoriel d’algebres relatives aux différents facteurs du produit. Ceci prolonge les remarques
faites dans I’Appendice 3.B du chapitre 3. [

4.6.2 Cas d’un groupe abélien quelconque.

Dans notre cas, comme les regles de fusion définissent ’algebre de groupe de G abélien, il est aisé
de caractériser les extensions de 'algebre chirale de départ Ay. Nous pouvons voir les représentations
de Ay comme indexées par les éléments de GG. Les extensions de Ay correspondent aux sous-groupes
de G formés d’éléments dont les champs primaires associés ont des dimensions entieres. Soit H un tel
sous-groupe, 'extension de ’algebre chirale A, est définie par

AH: @Vh

heH

Les représentations irréductibles de cette algebre sont des représentations réductibles de A, et sont de
la forme
Ve = Z Votn
heH

ol g € G. Nous imposons que le développement du produit de ¢, et des (¢;)nen soit monovalué car
dans la nouvelle théorie, les (¢p,)neny comme ¢, font partie du contenu en champs du modele et donc le
développement a courte distance de deux tels champs ne doit faire apparaitre que des puissances entieres
de la différence entre les positions (dans le plan complexe) des points d’insertion. Nous avons alors des
relations de commutation entre les modes et cela définit les représentations de Ay. Le champ primaire
¢, relativement a Ay est un champ primaire relativement a Ay. L’ensemble des g € G vérifiant cette
propriété de localité est un sous-groupe de G contenant bien sir H. En effet, nous avons vu comment
la dimension du champ ¢, s’exprimait en fonction de g dans la section 4.2: h, = K(g,¢9)/2 (mod 1) ou
K est bilinéaire symétrique. Comme pour tout h € H, K(h,h)/2 est entier, la condition de localité est
Vh € H, K(g,h) € Z qui définit un groupe Ly (G) contenant H. Les représentations irréductibles de Ay
sont indexées par les éléments du groupe quotient Gy = Ly (G)/H. Ce groupe décrit les regles de fusion
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relatives a Ag. Finalement, si Ay est algebre de symétrie maximale du modele considéré, il existe o
automorphisme de Gy tel que hyg) = h, (mod 1) et la fonction de partition sur le tore est donnée par

Z= 3 Q xa™)( > (™).

geGn heg keo(g)

Ceci classe les fonctions de partition invariantes modulaires de ces modeles.

4.6.3 Classification des invariants Z/NZ.

Dans le cas de G = Z/NZ, nous pouvons ainsi redémontrer le théoreme 49. Considérons une théorie
Z/NZ de parametre a; les dimensions des opérateurs sont données en 4.2 Nous allons d’abord examiner
les différentes extensions possibles de I’algebre chirale A, puis classer les fonctions de partition invariantes
modulaires.

Structure du modéle.

Pour tout diviseur a de N, il existe un et un seul sous groupe H, de Z/NZ d’ordre «, c¢’est le groupe
cyclique engendré par N/«a. Les dimensions (hy)rem sont entiéres si et seulement si

aN

EEZ.

Comme «|N est que N est premier avec a, cela donne en prenant en compte les conditions de parité sur
a:

(4.46) a?n
Supposons cette condition réalisée. L’algebre chirale Ay existe et nous pouvons faire la théorie de ses

représentations. La condition de localité pour un champ ¢,, est

an
— €cZ
o

et donc a|n. Finalement,

7 7 Ly, (%) A

~——— ¢t ~

Lu.(§7) (N/a)Z H, (N/a?)Z

(4.47)

La dimension d’un champ primaire ¢, = ¢, par rapport a Ay, est modulo 1:

2
aq
hy, = ——n>.
2N
La matrice S est donnée par:

a ac’nm
S,™" = —exp (2mi————
Wii P ( N )

ce qui montre que nous disposons d’'une théorie Z/(N/a?)Z de parametre a.
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Invariants modulaires.

L’algebre de symétrie maximale de notre modele est une extension de Ay, que, pour fixer les idées,
nous supposerons étre Ay construite dans la section précédente. Les invariants modulaires sont alors

classés par les automorphismes o de Z/(N/a?)Z qui vérifient'®
Vne—L  h.—h 0 (mod1)
NE ———, hy — hon) = mod 1).
(N/o?)Z’ "

Un automorphisme de Z/(N/a?)Z est défini par un inversible de 'anneau Z/(N/a?)Z, id est un nombre
w premier avec N/a?. La condition d’invariance par T implique que a(w? — 1) = 0 (mod i—]g) Compte
tenu des conditions de parité sur a, cela donne:

N .
w?~1 = 0 (mod 5) Si N =1 (mod 2)
2N
2 _ e
wi—1 = O(modg)SlNZO(mod%

ce qui signifie w € G, avec les notations de 4.5. Enfin, le Lemme 13 montre que la fonction de partition
est de la forme Z; avec a(d) = o et w(d) = w. Le théoreme 49 est donc prouvé.

Remarque : Une telle preuve ne marche que parce que l’on travaille avec des groupes abéliens qui, pour
parler tres grossierement, jouissent d’une stabilité par quotient de leur algebre de groupe. Dans le cas
des TICR générales ou plus simplement des TICR associées & un groupe non abélien, cette propriété est

perdue comme par exemple dans la classification ADFE des modeles Agl) de Cappelli, Itzykson et Zuber.
O

4.7 Exemples.

Nous allons voir quelles fonctions de partition peuvent étre réalisées par des modeles physiques. Ainsi,
dans la classification ADFE des modeles Agl) de Capelli, Itzykson et Zuber, les théories A (invariants
diagonaux) correspondent au modele de Wess, Zumino et Witten basé sur le groupe SU(2) et la série
D correspond aux modeles de WZW sur le groupe SO(3), c’est a dire & un orbifold Z, du modele de
WZW SU(2) de départ. Nous allons examiner ce probleme pour les théories Z/NZ en considérant le cas
du modele gaussien rationnel puis celui des théories AS) de niveau 1.

4.7.1 Modele gaussien.

Nous avons calculé la fonction de partition du boson libre compactifié sur un cercle de rayon R =
V/2p/q en 3.4.3. Nous savons que pour cette valeur du rayon, le théorie est rationnelle et que 'on peut
exprimer sa fonction de partition comme combinaison sesquilinéaire des caracteres de 1’algebre étendue
Ax avec N = 2pq. Les regles de fusion sont de type Z/2pqZ. Plus précisément, la fonction de partition

est
1 Z (pnzqmﬂ <pnzqm>2
q Prq q Prq
noE 2

-

p.q

qui se met sous la forme:
Zpq = Z Xk Xwk

kEZ/2pqZ

18Crest la condition d’invariance par 7.
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avec 0 = p, et w défini comme précédemment. En conséquence, Z, , est un des Z;. Ici a(p) = 1, et nous
voyons que A, est bien I'algebre de symétrie maximale de ce modele.

Pour avoir d’autres fonctions de partition, il nous faut restreindre notre algebre de symétrie, c’est
a dire prendre une sous- algebre par rapport a laquelle la théorie est encore rationnelle. Dans notre
exemple, As,2 est une sous- algebre de A,,, engendrée par les opérateurs de vertex

Qu(2) = exp (ikby/Zpg X (2)).

La théorie est rationnelle relativement a cette algébre avec des reégles de fusion Z/2pgb*Z. Soit n un
entier modulo 2pgb?, le caractére de la représentation n de Ag,qp2 est

(n+2b2pql)?

v —L T 4b2pq
xn—n(T)Zq

IEZ

et la fonction de partition du modele gaussien s’exprime en fonction de ces caracteres

Zp,q = E Xkb)zwkb+2pqlb

ke€Z/2pqb2Z
IEZ/bT

qui est un Zs avec 6 = pb. Le modele gaussien le plus simple ne réalise donc pas toutes les fonctions de
partition que nous avons obtenues.

4.7.2 Modeles Ag\l,) de niveau 1.

Les modeles rationnels relativement a ’algebre de Kac-Moody AS&) au niveau 1 ont des regles de
fusion de type Z/NZ. Gepner [85] a montré que le modele de WZW associé au groupe SU(N + 1)
correspondait a 'invariant diagonal § = n. Nous cherchons si les autres invariants peuvent étre réalisés
physiquement. A titre d’information:

— L’invariant correspondant a 6 = 3 pour l'algebre SU(9) au niveau 1 est la racine cubique de la
fonction modulaire j(7).

— En prenant l’aglebre SU(25) au niveau 1, nous obtenons un invariant qui est le carré du module
de Y pec155 Xsk(T). Cette théorie a pour charge centrale 24 et donc cette somme est affine en la
fonction modulaire j(7). En utilisant la dimension de I’algebre SU(25) et 'unicité du vide, nous
identifions

ZX5k(T) =j(r) — 120

4.7.3 Modeles orbifold a la Dijkgraaf-Vafa-Verlinde-Verlinde.

Pour conclure, il nous a paru utile de faire le lien avec les travaux existants, notamment ceux de
Dijkgraaf, Vafa, Verlinde et Verlinde (denotés par DVVV dans la suite) [45]. Notre but est de montrer
que les résultats obtenus par ces auteurs sont parfaitement compatibles avec les notres dans le cas ou ils
se recoupent; c’est a dire quand les regles de fusion sont de type Z/NZ.

Dans sa these [42], R. Dijkgraaf montre que les régles de fusion d’un orbifold Z/NZ sont de type
groupe. Les orbifolds Z/NZ d’une théorie holomorphe sont indexés par un entier @ modulo N2, pair dans
le cas ou NN est également pair. L’algebre de fusion est alors donnée par le groupe

Z " Z
N7 " (N Aa)Z

NAa
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Ce groupe est cyclique si et seulement si N?/(N A a) et N A a sont premiers entre eux, ce qui est le cas
pour a A N = 1. Dans ce cas, le groupe est Z/N?Z. Notons que N est impair car dans le cas N pair,
nécessairement 2|(N A a).

Choix de jauge et équivalence des théories.

Le travail de DVVV montre que, pour un modele orbifold Z/NZ, les champs primaires relativement a
la nouvelle algebre chirale sont indexés par un double indice (A, &) ot A indexe une classe de conjugaison
dans Z/NZ (c’est a dire un élément du groupe), et « indexe une représentation de Z/NZ (qui est le
stabilisateur de chacun de ses éléments).

Dans ce cas, la loi de transformation des différents secteurs de la théorie est donnée par une phase
o:(Z/NZ)* — U(1):

S: m — o(n,m) p

dont I'expression est donnée par:
(4.48) o(n,m) = exp (2miamn/N?)

ol a est premier avec N. Bien entendu, nous devons pour chaque n € Z/NZ faire un choix de représentant
modulo N2. Le lecteur vérifiera que changer de représentant: n +— n + Np,, revient a faire ce que DVVV
appellent une transformation de jauge sur o, c’est a dire

TEL ). ()
(4.49) Epn(n) = exp (27T2'ap]7\lfm)

Clairement une transformation de jauge au sens de DVVV est équivalente & un nouveau choix de repré-
sentants de chaque élément de Z/NZ.

Pour faire des calculs explicites, nous fixons dés maintenant une indexation commode des représen-
tations et une forme canonique pour o: pout tout A € Z/NZ, nous notons A I'unique représentant de A
dans Z qui est compris entre 0 et N — 1. Avec cette notation:

(4.50) o(A,B) = exp <2ma£§ )
(4.51) ea(A) = exp (27”'%)

ol a € Z/NZ indexe les différentes représentations du groupe cyclique d’ordre N.
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Calcul des matrices S et T.

Nous partons de la forme canonique pour o et I'indexation 4.49 pour les représentations de Z/NZ.
Dans ce cas, la matrice S se met sous la forme'?

1 , )
(4.52) Siam PP = Neﬂma(AfNa)(BfNﬁ)/N

Ceci nous ameéne & introduire 'indexation suivante pour les éléments de Z/N?Z:

Z Z
U N-—-1 —
<ON-l>xyz 7 =z
(A,a) — A— Na
Nous introduisons alors «(A4, B) = A+ B — A — B et clairement
W(A,0) + (B, B) = U(~a(4, B),a + )

En substituant dans la formule de Verlinde 3.223 I'expression 4.52 de la matrice S, nous obtenons une
algebre de fusion dont les constantes de structure valent 1 si et seulement si

A+ B+C=0 (mod N)
(A+ B+C)/N =a+ 3+ (mod N)

et sont nulles dans le cas contraire. En traduisant cette condition dans Z/N?Z via ¥, nous obtenons
V(A @) +¥(B,B)+¥(C,y) =0 (mod N?)

Ainsi, le dictionnaire recherché entre ’approche DVV'V et la notre n’est autre que W! Pour étre sur de
cette affirmation, nous devons également obtenir les matrices 7. Comme 'ont montré DVVYV, il existe
P :<0,N —1>— Z/2Z telle que

(453) 627”‘}1(1&,&) — QZ}A e?ﬂia(ZaAN7A2)/2N2
La condition (ST)* =1 entraine que

(4.54) Yats = Yarp pimaa(A,B)/N

Pour achever 'identification avec nos travaux sur les théories Z/NZ, nous devons distinguer entre le cas
a impair et le cas a pair.

a pair: La phase 15 disparait puisqu’elle définit un morphisme de Z/NZ dans Z /27 qui est trivial par
imparité de N. Clairement

hiae) = ———F5—— (mod1)

Ceci n’est autre que la formule 4.15.

“Nous utilisons dans ce chapitre la convention (ST)® = 1, pour se ramener & équation (ST)® = C, il suffit de changer
S en CS = S* ce qui explique la différence entre I’expression 4.52 et celle apparaissant par exemple dans la theése de
R. Dijkgraaf. Le lecteur aura compris qu’il s’agit d’un point de détail.
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a impair: Nous nous ramenons au cas précédent en décalant a de N2. Notons h{®) = am?/2N? la
dimension modulo 1 dans une théorie Z/N?Z donnée par la formule 4.15. Le décalage de a se
traduit par 'identité

am
RN = plo) 4 > (mod 1)
En conséquence,

(a+N?2) CL(‘I’(AQ))Q G(A -«

U(A,«) 2N2 2

Dans le cas ou a est impair, cette dimension coincide avec celle obtenue par DVVV modulo 1 si et

seulement si

(4.56) ha=(-1)"

Mais nous savons que la seule contrainte sur v est donnée par
Vadp = Yoyp (1) TP

avec 1y = 1. L'expression (—1)4 vérifie clairement cette identité. En considérant A — (—1)44,
nous construisons une application de < 0, N —1 > dans {—1, 1} qui définit un morphisme de Z/NZ
dans {—1,1}. En conséquence, ceci prouve l'unicité de 1 ;. Finalement la dimension calculée par
DVVYV coincide avec celle d'une théorie Z/N?Z de paramétre N? — a. Finalement,

a(¥(4,0))* _ W(A,a)

(457) h(gﬂ) = — ON?2 + 9 (mod ].)

(4.55) ) (mod 1)

Il ne reste plus qu’a évaluer la charge centrale de ces modeles. Pour cela, nous fixons a modulo N2

pair, alors: ,

, 1 ak
2mic/8 __ ; —
emie/8 — — E exp(27m2N2)—SN2(a/2)
kEZ/N2Z,

Cette somme de Gauss se calcule facilement en décomposant N en produit de facteurs premiers

N=]]»py"
j=1

tous impairs. Alors, la somme de Gauss devient par application du théoréeme 53 (voir page 267):

b 2
et nous obtenons finalement
(4.58) exp (2772'%) =1

La charge centrale est donc un multiple de 8 comme nous I'avons vu au chapitre 3. Notre travail est donc
parfaitement compatible avec les travaux de DVVV, et au niveau des matrices S et T, le “dictionnaire”
entre ces deux approches est donné par:

Proposition 21 Un orbifold Z/N7Z d’une théorie holomorphe, de paramétre a premier avec N est une
théorie Z/N?Z de paramétre —a quand a est pair et N* —a quand a est impair. La “charge” modulo N*
d’un champs indexé par A et o avec les notations employées ci-dessus est A — Na.



