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Résumé. On définit une mesure d’encombrement conjoint de la transformée en ondelettes
continue d’un signal analytique et on montre que les signaux minimisant cette
mesure sont des « ondelettes d’Altes », c’est-a-dire des versions anamorphosées (par
transformation logarithmique) de Gaussiennes. © 1999 Académie des Sciences/Editions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

An uncertainty relation for continuous wavelet transforms

Abstract.  We introduce a joint spread measure for the continuous wavelet transform of an analytic
signal and we show that this measure is lower bounded. For a given wavelet, minimizers
are given by “Altes wavelets”, i.e., logarithmically warped versions of Gaussians.
© 1999 Académie des Sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

On connaft les relations d’incertitude qui lient le temps et la fréquence [9], ainsi que diverses
fagons de les exprimer de manitre conjointe au moyen de représentations définies dans le plan
temps-fréquence (voir, par exemple, [S], [7], [8]). Dans les cas temps-échclle ou échelle-fréquence,
I’impossibilité d’une localisation parfaite en un point du plan est aussi un fait bien connu mais, a
de rares exceptions prés (voir, par exemple, {3], [4], [11]), la notion d’incertitude mise en jeu a
essentiellement été abordée sous ’angle de la localisation des objets analysants (typiquement, les
ondelettes) plutdt que de celle des transformées qui en découlent. On se propose de donner ici un
résultat complémentaire a ce point de vue, établi de fagon explicitement conjointe dans le plan des
transformées. (On se reportera a [8] pour la démonstration compléte des résuitats présentés, ainsi que
pour un certain nombre d’extensions et d’interprétations qui peuvent en €tre données.)

Le cadre de travail considéré est celui des signaux analytiques X (f) € L2(R,,df), pour lesquels
on considérera les transformées en ondelettes continues données sous la forme temps-fréquence :

P
f 0 < f 0 i2mEL
I Jo I
Note présentée par Yves MEYER.
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expression dans laquelle fp sert de fréquence de référence & une ondelette (supposée admissible) de
spectre U(f). Une reparamétrisation utile de cette quantité consiste a écrire T (¢, f) := Tx (tf. f),
de facon a pouvoir faire usage de la variable a-dimensionnée s = tf, interprétable comme une échelle
au sens de la transformée de Mellin [2] :

“+oc

X(s):= X(f) fi7ms=3 af. )

J0

Les relations d’incertitude entre les représentations temporelle, fréquentielle et d’échelle se traduisent
alors par I’existence de bornes inférieures lorsque I’on s’intéresse au produit de deux « mesures
d’encombrement » relatives aux densités |z(#)|?, | X(f)|* et | X(s)|?. On adoptera pour définir de
telles mesures les définitions suivantes :

DEFINITION 1. — Soit p(v) > 0 une densité sur R, d’intégrale E(p). Sa moyenne arithmétique m,(p)
et sa variance arithmétique V,(p) sont définies respectivement par :

|
m,(p) == m /_oc v p(v) du, (3)
o 5
Valp) = ﬁ /—Oo (v —ma(p))” p(v)dv. | 4)

DEFINITION 2. — Soit p(v) > 0 une densité sur R, d’intégrale F_(p). Sa moyenne géométrique
P + g + ) 8 q
mg(p) et sa variance géometriqgue V.(p) sont définies respectivement par :

1 +eo )
my(p):=exp | —— log» p(v) dw, 5)

= “’—1 - 2 v 1IN auvu
Vilo) = E+(P)/0 log (nlg(ﬂ))/(u) tv- ©

Ceci étant posé, il est aisé d’établir [8] le résultat suivant, qui n’est en fait qu’'une version
anamorphosée de I'inégalité classique d’Heisenberg—Gabor :

LeEMME 1. — Un signal analytigue X (f) et sa transformée de Mellin X (s) ont des variances,
respectivement géométrique et arithmétique, telles que

1
2 2
>
Ve(IXP) V(1 X) > 153, Q)
légalité étant atteinte si et seulement si X(f) est une « ondelette d’Altes » de la forme
1 .
X(f) = Kexp (=5 log [ = alog? (£/8) + (108 £ +)) iocy(1). ®

avec a,b € Ry et ¢,d, K € R.

Dans le cadre des densités définies sur R, les moyennes arithmétique (3) et géométrique (5) ne
sont en fait que deux cas particuliers de la classe plus générale définie par :
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DEFINITION 3. — Soit p(v) > 0 une densité sur R, d’intégrale F,(p). Sa moyenne d’ordre k, notée
my(p), est définie par :

my(p) = (ﬁ /0 g p(v)dv)i. ©)

(On vérifie en effet que m, = m; et (par continuité) m, = mg.) Munis de cette généralisation,
q p g g
on peut alors montrer [8] que :

LeMME 2. — Un signal analytique X (f) et sa transformée de Fourier x(t) ont des variances,
respectivement géométrique et arithmétique, telles que
1

V(XP)Va(l2]?) > ————
(I XF)Vallal’) 2 1672m? (| X]?)’

(10)

sous I'hypothese que m,(|z|*) = 0, et que |X(f)|? et |X(f)|? log f tendent toutes deux vers zéro
lorsque f tend vers zéro et linfini.

Procédant par extension, il devient naturel — dés lors que I’on considére des distributions échelle-
fréquence conjointes en lieu et place des densités individuelles sur chacune des variables — de recourir
a la mesure d’encombrement conjointe définie selon :

DEFINITION 4. — Soit R(s, f) > 0 une distribution échelle-fréquence sur R x R, d’intégrale E(R)
relativement a la mesure dsdf/f. Sa variance arithmétique-géométrique V,,(R) est définie par :

Vog(R) := E(ER_)/_:O '/Om l:(s = ma(R<S>))2+1og2(ﬁ)]ms,nds% (1)

avec
) —+o0 df 1 S e e}
) (g) = a7 A= L .
RY¥(s) .—/0 R(s, f) 7 et RVY(f):= 7 /_Oo R(s, f)d

Sur la base de cette définition, il est alors possible d’énoncer le résultat principal suivant :

THEOREME. — Soit X (f) un signal analytique de retard de groupe nul, et tel que f|X(f)* tende
vers zéro lorsque | tend vers zéro et l'infini. Soit V(f) une ondelette de fréquence de référence
fo = my(|Wo[?), avec Wo(f) = f~Y2U(f). Sous I'hypothése que V(f) € L2(Ry., f~"* df) pour
n =0, 1 et 2, la transformée en ondelettes correspondante Tx (s, f) est telle que

Vae(|Tx|?) > DQ(;P), (12)
avec , 1 1
DU =m0 { Sy * gy ) 2 2 1

Pour une ondelette fixée, 1'égalité est de plus atteinte dans (12) pour les ondelettes d’Altes de la
forme (8), avec ¢ = 0.

Principe de la démonstration. — On décompose la variance conjointe (11) en ses deux termes.
Utilisant I’hypothése d’extinction asymptotique de f|X (f)|? en zéro et I'infini, on obtient dans un
premier temps que

+oo +oc
mw&m:@/~ ) / £ f2|Tx(t, P dtdf + V(1 XP) + Ve (1%f2). (4
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L’évaluation de 1’intégrale est facilitée si I’on considere le scalogramme |Tx (¢, f)|> comme une
régularisée affine de la distribution unitaire de Bertrand [1]. Utilisant les propriétés de cette derniére
et la notation Wo(f) := f~Y/2W(f), on obtient apreés quelques calculs que

f2

ey VoK) + VAIXP) + V() + Vi) 19
mZy\ %o

Vag(lf\’IQ) =

d’ot I'on déduit — sachant que fy = m,(|¥o|?) - que

Vag(ITxP)zz[m 2|‘1’0| W (1X12) VoI X P+ ;—%ﬁ—'?—)wna(mot?)va<|wo|2)vg(|w?)

11 suffit alors d’utiliser les résultats des lemmes 1 et 2 pour borner inférieurement par 1/4x
chacune des racines carrées intervenant dans l'expression ci-dessus et arriver au résultat énoncé
en (12). La borne inférieure donnée en (13) suit des inégalités classiques entre moyennes géométrique,
harmonique et inverse quadratique [10]. Enfin, si ’on considére 1’ondelette ¥( f) comme fixée a priori,
on peut considérer 'inégalité ci-dessus comme une fonction affine (a poids positifs) de la mesure

d’encombrement \/ Va(]X]?) V(] X |?) . On sait alors, d’apres le lemme 1, que la borne inférieure de
cette quantité est atteinte pour les signaux de la forme (8) (pour lesquels 1’hypothese de retard de
groupe nul impose ¢ = 0), ce qui s’applique de la méme facon a la mesure conjointe Vag(IT\| )

acheve la démonstration. O
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