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R&urn& 

Abstract. 

On d&nit une mesure d’encombrement conjoint de la transformke en ondelettes 
continue d’un signal analytique et on montre que les signaux minimisant cette 
mesure sont des << ondelettes d’Altes >x, c’est-&dire des versions anamorphoskes (par 
transformation logarithmique) de Gaussiennes. 0 1999 AcadCmie des Sciences&ditions 
scientifiques et mkdicales Elsevier SAS 

An uncertainty relation for continuous wavelet transforms 

We introduce a joint spread measure for the continuous wavelet transform of an analytic 
signal and we show that this measure is lower bounded. For a given wavelet, minimizers 
are given by “A&es wavelets”, i.e., logarithmically warped versions of Gaussians. 
0 1999 AcadCmie des Science&ditions scientifiques et mkdicales Elsevier SAS 

On connait les relations d’incertitude qui lient le temps et la frkquence [9], ainsi que diverses 
fasons de les exprimer de mani&re conjointe au moyen de reprksentations dtfinies dans le plan 
temps-frkquence (voir, par exemple, [S], [7], [8]). Dans les cas temps-Cchclle ou tchelle-frkquence, 
I’impossibilitC d’une localisation parfaite en un point du plan est aussi un fait bien connu mais, & 
de rares exceptions p&s (voir, par exemple, [3], [4], [ 1 l]), la notion d’incertitude mise en jeu a 
essentiellement CtC abordke sous l’angle de la localisation des objets analysants (typiquement, les 
ondelettes) plut6t que de celle des tran~form&es qui en dtkoulent. On se propose de donner ici un 
rksultat complkmentaire B ce point de vue, Ctabli de fagon explicitement conjointe dans le plan des 
transformkes. (On se reportera ti [8] pour la dkmonstration complkte des rkultats pr&entCs, ainsi que 
pour un certain nombre d’extensions et d’interprktations qui peuvent en &tre donnkes.) 

Le cadre de travail consid& est celui des signaux analytiques X(f) E L2( R+, df), pour lesquels 
on considtkera les transformkes en ondelettes continues don&es sous la forme temps-frkquence : 

Note prCsentCe par Yves MEYEK. 

076&P&42/99/03290485 0 1999 AcadCmie des Scienceshditions scientifiques et medicales Elsevier SAS. 
Tous droits r&crv@s. 
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expression dans laquelle f0 sert de frequence de reference a une ondelette (supposee admissible) de 
spectre Q(f). Une reparametrisation utile de cette quantite consiste a Ccrire T.v((t, ,f) := ?*y(tf, f), 
de faGon a pouvoir faire usage de la variable a-dimensionnee s = tf, interpretable comme une e’chelle 
au sens de la transformee de Mellin [2] : 

I 

+C= 
x’(s) := X(f) fi274 df. 

. 0 
(2) 

Les relations d’incertitude entre les representations temporelle, frequentielle et d’echelle se traduisent 
alors par l’existence de bornes inferieures lorsque l’on s’interesse au produit de deux N mesures 
d’encombrement B relatives aux densites Izr;( t) 1’) 1 X ( f ) 1’ et Ix(s) 1’. On adoptera pour definir de 
telles mesures les definitions suivantes : 

DT~FINITION 1. - Soit p(w) 2 0 une densite sur R, d’intkgrale E(p). Sa moyenne arithme’tique “l,(p) 
et sa variance arithme’tique V,(p) sont definies respectivement par : 

1 .+m 
‘Ilab) := E(p). 

! 
II p(w) dT/, (3) --x 

1 
‘+Oc V,(P) := E(l,) 

I 
(w - m,(p))2 p(v) dv. (4) --oo 

DEFINITION 2. - Soit p(v) 2 0 une densit sur R,, d’integrale E+(p). Sa moyerme gkome’trique 
m,(p) et sa variance gkometrique V,(p) sont definies respectivement par : 

(5) 

(6) 

Ceci Ctant pose, il est aise d’etablir [8] le resultat suivant, qui n’est en fait qu’une version 
anamorphosee de I’inCgalitC classique d’Heisenberg-Gabor : 

LEMME 1. - Un signal analytique X(f) et sa transform&e de Mellin x(s) ont des vuriunces, 
respectivement gkome’trique et arithme’tique, telles que 

Yz(lX12)qX12) 2 & 

l’kgalite’ &ant utteinte si et seulement si X(f) est une CC ondelette d’illtes N de In forme 

(7) 

X(f) = Kexp - ; l%f - ~l%2(flb) + i(c1og.f + 4 q”,++(f): (8) 

avec a, b E R+ et c, d, K E R. 

Dans le cadre des densites definies sur W+, les moyennes arithmetique (3) et geometrique (5) ne 
sont en fait que deux cas particuliers de la classe plus g&r&ale definie par : 
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Incertitude et ondelettes 

DEFINITION 3. - Soit p(v) > 0 une densite sur R+, d’integrale E+(p). Sa moyenne d’ordre k, notee 
mk(p), est definie par : 

(9) 

(On verifie en effet que m, = ml et (par continuite) mg = mc.) Munis de cette gentralisation, 
on peut alors montrer [S] que : 

LEMME 2. - Un signal analytique X(f) et sa transformee de Fourier x(t) ont des variances, 
respectivement geome’trique et arithmetique, telles que 

%(Ix1*)v&1*) 2 lGK”m; (/XI”) ’ 
-1 

(10) 

sous l’hypothdse que ma(1x12) = 0, et que lX(f)l* et IX(f) 1’ log f tendent toutes deux vers zero 
lorsque f tend vers zero et 1 ‘infini. 

Procedant par extension, il devient nature1 - d&s lors que l’on considere des distributions Cchelle- 
frequence conjointes en lieu et place des densites individuelles sur chacune des variables - de recourir 
a la mesure d’encombrement conjointe definie selon : 

DEFINITION 4. - Soit R(s, f) > 0 une distribution Cchelle-frequence sur Iw x R+, d’integrale E(R) 
relativement a la mesure ds df/f. Sa variance arithme’tique-geometrique Vap(R) est definie par : 

avec 

%(R) := E(R) --oo . ” L/is /‘a [(~--m.(R(sJ))2+log2 (m,(‘&Cf,,)] B(s,f)ds$!, (11) 

R(“)(s) := J”x R(S, f) $f et R(f)(f) := i /I+w R(s, f) ds. 
0 CT, 

Sur la base de cette definition, il est alors possible d’enoncer le resultat principal suivant : 

TH~OR~ME. - Soit X(f) un signal analytique de retard de groupe nul, et tel que f I X(f) I2 tende 
vers zero lorsque f tend vers zero et 1 ‘infini. Soit Q(f) une ondelette de frequence de reference 

f0 := m,(lQ01*)~ avec Q,(f) := f-‘/*Q(f). S ous l’hypothhse que S(f) E L2(W+, f-cn+')df) pour 

n = 0, 1 et 2, la transformee en ondelettes correspondante ~~~(s, f) est telle que 

(12) 

avec 

(13) 

Pour une ondelette j?xee, l’egalite est de plus atteinte duns (12) pour les ondelettes d’Altes de la 
forme (S), avec c = 0. 

Principe de la demonstration. - On decompose la variance conjointe (11) en ses deux termes. 
Utilisant l’hypothese d’extinction asymptotique de f IX(f) I* en zero et l’infini, on obtient dans un 
premier temps que 

t2 f* ITx(t, f)l”dtdf +V,(IX12) +v,(l~‘oi*). (14) 
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L’evaluation de l’integrale est facilitee si l’on considere le scalogramme ]Tx(~, f)l” comme une 
r6gularisCe affine de la distribution unitaire de Bertrand [l]. Utilisant les proprietts de cette demiere 
et la notation qe(f) := f-‘/2Q(f), on obtient apres quelques calculs que 

Kg( ITY I”) = 
mT2$012) Va(lX12) + V,(IX12) + f02Va(lhl12) + V,(lQ”12)> (15) 

d’oii l’on dtduit - sachant que fa := ma( ]Qa I”) - que 

11 suffit alors d’utiliser les resultats des lemmes 1 et 2 pour borner inferieurement par 1/47r 
chacune des racines carrees intervenant dans l’expression ci-dessus et arriver au resultat &once 
en (12). La borne inferieure donnee en (13) suit des inegalites classiques entre moyennes geometrique, 
harmonique et inverse quadratique [lo]. Enfin, si l’on considere l’ondelette Q(f) comme fixee a priori, 
on peut considerer l’inegalite ci-dessus comme une fonction affine (a poids positifs) de la mesure 

d’encombrement dm. On sait alors, d’apres le lemme 1, que la borne inferieure de 

cette quantite est atteinte pour les signaux de la forme (8) (pour lesquels l’hypothese de retard de 
groupe nul impose c = 0), ce qui s’applique de la m&me facon a la mesure conjointe Vag(lpdyl’) et 
acheve la demonstration. 0 
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