UNE APPROCHE STOCHASTIQUE
DE L'INVARIANCE D’ECHELLE DISCRETE

Pierre BORGNAT!, Patrick FLANDRIN!, Pierre-Olivier AMBLARD?
) b

Laboratoire de Physique (UMR CNRS 5672), Ecole Normale Supérieure de Lyon
46, allée d’'Ttalie 69364 Lyon Cedex 07, France

2 Laboratoire des Images et des Signaux (LIS-UMR CNRS 5083)
ENSIEG-BP 46 38402 Saint Martin d’Héres Cedex, France

pborgnat@ens-lyon.fr, flandrin@ens-lyon.fr, Bidou.Amblard@lis.inpg.fr

Résumé — Nous étudions les processus a invariance d’échelle discréte (“discrete scale invariance” — DSI), propriété qui suppose
une invariance par les dilatations d’un rapport d’échelle privilégié seulement. Nous montrons comment la transformée de Lamperti
permet d’étudier des processus avec cette propriété, en particulier en les reliant & la cyclostationnarité. En plus de donner quelques
propriétés générales de la DSI, on s’attache a la synthése de séquences aléatoires & DSI. Enfin le probléme d’analyse est étudié
d’abord a ’aide de la transformée de Lamperti inverse couplée & des méthodes cyclostationnaires, ensuite dans un formalisme de
Mellin explicite.

Abstract — We define and study stochastic discrete scale invariance (DSI), a property which requires invariance by dilation
for certain preferred scaling factors only. We prove that the Lamperti transformation, known to map self-similar processes to
stationary processes, is an important tool to study these processes and gives a more general connection: in particular between
DSI and cyclostationarity. Some general properties of DSI processes are given. Examples of random sequences with DSI are
then constructed and illustrated. We address finally the problem of analysis of DSI processes, first using the inverse Lamperti
transformation to analyse DSI processes by means of cyclostationary methods. Second we propose to re-write these tools directly

in a Mellin formalism.

1 L’invariance d’échelle discréte

Un cadre d’interprétation riche est fondé sur 'idée d’in-
variance d’échelle, qui consiste & supposer qu’un phéno-
méne étudié reste identique & lui-méme quand on le sou-
met & une dilatation, aprés une éventuelle renormalisa-
tion de I’amplitude. L’invariance d’échelle a été mise &
profit dans des situations aussi variées que la turbulence,
P’analyse du trafic dans des réseaux, I’étude de textures ou
de reliefs géographiques, les phénoménes critiques et bien
d’autres [2]. Cette notion, aussi appellée auto-similarité, se
définit précisément pour une fonction X (¢) comme 1’éga-
lité, pour tout facteur de dilatation £ € R, et & chaque

instant ¢ :
X (kt) = EF X (1).

H, exposant d’auto-similitude, décrit le changement d’am-
plitude nécessaire. H-ss sera ’abréviation utilisée pour
cette propriété.

La propriété est naturellement étendue, au-dela d’un
contexte déterministe, aux processus stochatisques en im-
posant que I’égalité précédente représente 1’'égalité de tou-
tes les distributions de probabilité de dimension finie du
processus [1]. Nous noterons dans le suite £ yne telle éga-
lité probabiliste.

L’invariance supposée pour n’importe quel facteur d’éch-
elle k£ est cependant une affirmation forte qui peut étre
trop stricte. Le seul exemple de I’ensemble de Cantor tria-
dique qui n’est réellement invariant que pour des dilata-

tions d’un facteur 3=™ ol n est un entier, suggére d’affai-
blir parfois la proposition. Différents travaux [2] ont ainsi
introduit des versions affaiblies de I'invariance d’échelle,
par exemple en ne supposant celle-ci que sur un intervalle
borné. Une autre variation, & 1’image de ’ensemble de
Cantor, nous occupe plus particuliérement : ’invariance
d’échelle discréte (en abrégé DSI pour discrete scale in-
variance) qui propose qu’une fonction soit invariante par
dilatation pour certains rapports d’échelle privilégiés uni-
quement.

Sornette et al. [3, 4] ont montré, par des arguments
théoriques généraux et dans certaines situations précises,
la pertinence de cette propriété. Leur étude a porté sur
diverses situations physiques (fracture, tremblements de
terre, agrégats limités par diffusion, phénomeénes critiques)
en supposant la propriété d’invariance d’échelle discréte
pour des fonctions déterministes. La signature intrinséque
de la DSI est la présence de lois de puissance avec un
exposant complexe, ce qui entraine des oscillations log-
périodiques d’une observable (périodicité en fonction de
Int). En plus de proposer des arguments pour 'existence
de DSI dans ces systémes [4], ils ont mis & profit ces oscil-
lations pour chercher la trace expérimentale de la DSI en
utilisant des méthodes classiques d’analyse (régression ou
périodogramme de Lomb).

Nous proposons d’élargir le champ de recherche en re-
gardant 'invariance d’échelle discréte pour les processus
stochastiques. La définition en est donnée ici.



Un processus {X(t), t € R} est a invariance
d’échelle discréte d’exposant d’auto-similitude H
et de rapport d’échelle fixé )\ si:

X)L AEX (1), te RT. (1)

Nous noterons (H, A)-DSI cette propriété. L’égalité est
I’égalité pour les probabilités que nous avons mention-
née. Dans la suite nous explorerons un cadre plus res-
treint en ne regardant que les propriétés au second ordre
des processus. Tant la DSI que la stationnarité ou toute
propriété sera ainsi entendue pour les fonctions de proba-
bilité d’ordre 2. Les mémes résultats peuvent étre écrits
sans grand changement si les propriétés sont pour les lois
strictement.

2 DSI et cyclostationarité

2.1 Transformation de Lamperti

Une approche riche de l'invariance a été proposée par
J. Lamperti [5] qui a introduit une transformation inver-
sible mettant en regard les processus auto-similaires, que
lon note {X(t), t € Rt} et les processus stationnaires,
notés {Y'(t), t € R}. Nous l'appellerons transformation de
Lamperti £ et elle se définit ainsi :

X(t)=(LY)(t) = t"Y(nt), teRF; (2
Y(t)=(L'X)®) = e X(eh), teR  (3)

Le théoréme montré par Lamperti [5] dit alors qu’un
processus Y (t) est stationnaire si et seulement si sa trans-
formée de Lamperti X = LY est auto-similaire. L’ar-
gument central est que la transformation d’un processus
translaté en temps est en fait la dilatation du processus
image. Ainsi £ permet de relier I’opérateur de translation
et Popérateur de dilatation et, par conséquent, les proprié-
tés construites sur ces opérations (stationnarité et inva-
riance d’échelle). Soit (DY X) (t)=X~H X (\t) Popération
de dilatation et (S;Y) (t)=Y (¢t + 7) celle de translation,
alors on a :

(L DFLY) () 2 (SmaY) (0)- )

Cette correspondance permet alors de connecter des
propriétés définies & partir de D et S entre elles plus large-
ment que dans le théoréme donné. En relachant partielle-
ment I’hypothése stricte de stationnarité, on obtient par £
des processus présentant une invariance d’échelle affaiblie.
Cette idée est plus développée dans [6] et nous regarde-
rons ici uniquement la, DSI. Une propriété utile donne la
fonction de corrélation aprés transformation :

E{X(#)X(s)} = Rx(t,s) = (st)!Ry(Int,Ins). (5)

Notons briévement que plusieurs résultats ont été obte-
nus récemment 3 l'aide de £ pour des processus stricte-
ment auto-similaires. Yazici et Kashyap [7] ont donné un
modéle général de signaux de ce type. Nuzman et Poor [8]
ont obtenus des résultats importants sur la prédiction, le
filtrage et I'interpolation d’un mouvement Brownien frac-
tionnaire tandis que Vidacs et Virtamo [9] se sont posés la
question de l’estimation de son paramétre H. Enfin Bur-
necki et collaborateurs [10] ont abordé le cas des processus

H-ss et a-stables. Tous ces travaux ont eu recours de fagon
essentielle & la transformée de Lamperti pour transformer
la question posée en un probléme équivalent pour un pro-
cessus stationnaire. Nous proposons de montrer que l'on
peut aussi envisager d’utiliser des méthodes non station-
naires afin d’étudier une propriété comme la DSI.

2.2 DSI

Rappelons qu’un processus est cyclostationnaire [11] ou
périodiquement corrélé [12, 13] si sa fonction de corréla-
tion est périodique en temps. Soit T" la période, le proces-
sus vérifie & tous les instants ¢t et s :

EY(t+T) EY(t),
E{Y(t+T)Y(s+T)} = E{Y{#)Y(s)}, (6)

Une décomposition en série de Fourier est alors possible
et donne :

: image de la cyclostationnarité

“+oo
z Cn( )ei27mt/T. (7)

n=—0oo

Ry(t,t+7) =

Le résultat, sur lequel la suite s’appuie, est une exten-
sion du théoréme de Lamperti qui se base sur les défini-
tions données pour la DSI et la cyclostationnarité, ainsi
que la propriété (4).

Un processus est cyclostationnaire de période T
si et seulement si sa transformée de Lamperti de
paramétre H, {X(t) = t#Y (Int), t € Rt }, est (H,e?)-
DSI.

La correspondance (5), permet de donner la forme gé-
nérale de la fonction de corrélation d’un processus & DSI.
Elle s’exprime naturellement sur une base de fonctions de
Mellin.

+oo
Rx(t,kt) = k"7 " Cu(k

n=—oo

)ti27rn/ ln)\‘ (8)

Les fonctions de Mellin ¢7+i27n/InX gont centrales a
I’étude de 1a DSI. Elles sont elles-mémes & invariance d’éch-
elle discréte déterministe au sens de Sornette, et sont in-
variante & une phase prés par dilatation comme le sont
les fonctions de Fourier. Elles sont d’ailleurs images par
L de la base de Fourier. De plus leur structure de base et
la possibilité de calculer une transformation associée [14]
rend leur emploi possible.

3 Générer des processus a DSI

Appliquant £ & un modéle ARMA(p,q) on obtient un
systéme H-ss & temps continu [7] qui est une généralisation
du modéle d’Euler-Cauchy (EC). 1l est attaqué par un
bruit Gaussien 7(t) de corrélation E {n(t)n(s)}= to?5(t —
s). Le processus résultant X (¢) vérifie :

Z dpt™HH ((;tm (t). (9)

n

L d
thdt”

A Tl'image de la construction de modéles ARMA cyclo-
stationnaires [15], on a un modéle & DSI en prenant dans
EC des coefficients a,, et b, variant dans le temps de fagcon



log-périodique. Nous ne détaillerons pas plus les modéles
4 DSI ainsi obtenus.

La synthése de séquences numériques peut s’envisager
en adaptant des modéles & temps discret qui sont ana-
logues & EC (donc H-ss d’une certaine maniére) en in-
troduisant la log-périodicité. Une premiére possibilité est
d’intégrer directement EC entre deux instants et de dis-
crétiser ainsi le systéme. Pour le premier ordre (p=1) le
calcul proposé dans [16] conduit au modéle non station-
naire Xy = a[k]Xy—_1 + eg, o e est un bruit Gaussien
blanc tel que Ee? oc k2 ~1 aux longs temps k > 1. La gé-
néralisation & un ordre p quelconque donne une structure
de la forme :

(1-B)"Xp +ark ' (1-B)" ' Xy

= k ?AR(n—1)Xj_1 +ex +O(k?) (10)

ol B est I'opérateur de décalage d’un échantillon en temps,
et AR signifie un modéle auto-régressif (dont les coeffi-
cients peuvent étre calculés explicitement en fonction des
by)-

Ce méme systéme, pris avec des coefficients dépendant
du temps et périodiques en Int, est & DSI. De la méme
facon, si ce systéme est mis en cascade avec un filtre AR
de coefficients log-périodiques, la méme propriété est ob-
tenue. Par exemple nous montrons en figure 1 une trace
d’un processus contruit par un EC d’ordre 2 & la suite
d’'un AR(1) log-périodique dont le coefficient est donné
ci-dessous en (12).

Une autre classe de modéle est proposée & partir de
I’opérateur de dérivée fractionnaire exprimé & temps dis-
cret. Elle conduit aussi & des comportements auto-similaires
approchés (modéles de type FARIMA). Au lieu d’utiliser
I’écriture classique par développement binomial, nous pré-
férons construire sa discrétisation en suivant [17]. On défi-
nit un opérateur de dilatation & temps discret en utilisant
une généralisation de la transformée bilinéaire qui permet
de passer du monde des processus & temps continu (ou la
dilatation s’exprime sans peine) & celui des séquences a
temps discrets. Le filtre I3 [n] qui représente l'opérateur de
différence fractionnaire s’écrit alors :

—D)FT(r + k)T (=r +n — k)
I‘k—i—l (n—k+1)I(r)T(-r)"

(11)

En le faisant suivre par un AR non stationnaire log-
périodique, de la DSI est obtenue. Nous nous limitons dans
les exemples & un AR(1) qui a pour coefficient :

Iy = (P + By cos & lnt> e

12
) (12)
Nous prenons bien soin que le filtre reste stable & chaque
instant. La figure 1 (& droite) montre un exemple de réali-
sation de ce processus, que nous analyserons dans la suite.

4 Analyse par « délampertisation »

Cette classe générale de processus (ou de séquences aléa-
toires pour le traitement numeérique) non stationnaires,
mais d’une structure spécifique, nécessite des outils gé-
néraux d’analyse propres. Pour la cas d’une séquence X;

FIG. 1 — Des réalisations typiques de séquences & DSI. A
gauche le modéle est un systéme d’Euler-Cauchy discrétisé
d’ordre 2, suivi d’un AR(1) log-périodique. A c6té, le processus
est construit avec 'opérateur de différence fractionnaire (voir le
texte). Les signaux comportent 5000 points, H = 0.1, A = 1.1.
On a représenté au-dessus les oscillations log-périodiques de
PAR. fo =1/8, p=0.6, B, = 0.25 et 85 = 0.

suspectée de DSI, la voie la plus simple est d’appliquer
L7 et d’analyser alors le processus obtenu qui est sup-
posé cyclostationnaire.

De maniére générale, les méthodes stationnaires clas-
siques permettent de s’attaquer ainsi & de nombreux pro-
blémes concernant l’auto-similarité par « délampertisa-
tion » du signal. Ce fut mis en ceuvre dans [7, 8, 10].
Les méthodes qui traitent des situations non stationnaires
correspondent elles & 1’étude de signaux qui ne sont pas
auto-similaires mais possédent une sorte de non station-
narité en échelle, vis-a-vis de ’opération de dilatation.

Avant de montrer 'utilisation effective de méthodes cy-
clostationnaires pour la DSI, une question se pose : com-
ment calculer & temps discret la transformation de Lam-
perti inverse? Il faut d’abord soit recourir & un échan-
tillonnage géométrique, t = ¢™ (ce qui est rarement le cas
dans des données expérimentales), soit passer par une in-
terpolation. Connaissant une séquence X; échantillonnée
usuellement, on connait alors sa transformée inverse Y;
pour t = Inn pour n € N et il faut reconstruire celle-ci
pour t = m, m € Z. Le premier graphe de la figure 2
montre un exemple de reconstruction de Y & partir du
processus présenté a la gauche de la figure 1.

Ensuite H intervient explicitement dans £ alors qu’il
est a priori inconnu. L’utiliser avant d’analyser le signal
semble audacieux. En fait les outils cyclostationnaires uti-
lisés ensuite se révélent peu sensibles & l'effet d’amplitude
de H et on peut utiliser un exposant factice H = 0 ou
H = 0.5 en général pour calculer la transformée et la
non stationnarité en amplitude n’affectera pas sensible-
ment ’analyse.

Un exemple d’analyse est proposé ici sur les modéles de
synthése de la partie précédente. La méthode d’estimation
d’un périodogramme cyclique lissé proposée dans [18] a
été testée sur les séquences & DSI. Sans entrer dans les
détails, la méthode consiste d’abord & découper le signal
en N segments de longueur L afin de pouvoir moyenner sur
ceux-ci. Une fenétre de pondération h permet de calculer
un spectre filtré :

N/2

> r)Y(

I=—N/2

)efiZWf(nfl)Te

n—1 (13)

Les composantes spectrales sont ensuite corrélées aux
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FIG. 2 — La séquence cyclostationnaire obtenue avec £™! &
partir du signal tracé & droite de la figure 1 est représenté. A
droite, la distribution marginale en fréquence cyclique montre
un pic central (énergie totale du signal) et deux pics symé-
triques. Ceux-ci, pointés par des fleches, sont l'indication de la
cyclostationnarité et sont situés aux fréquences £27/1In .

fréquences f —v./2 et f 4 v./2 par un simple multiplieur
suivi d’un filtre passe-bas g :

Sy, ) = Y Virln, f = Vi (n, f + F)g(w—n).

n

La quantité Sy¢ (v, f) est une estimation du spectre de
corrélation cyclique. Le spectre usuel est obtenu sur la
diagonale principale en v, = 0. Si le processus est cyclo-
stationnaire, les diagonales en v, = +1/T (et d’éventuelles
harmoniques) ont une contribution en C,,(f) tandis que le
spectre est nul en dehors de la diagonale si le processus
est stationnaire. On a représenté la distribution marginale
en fréquence cyclique sur la figure 2. Celle-ci présente des
pics fins en 1/T o1 A = €T, ce qui est une signature expé-
rimentale de la DSI et permet une estimation de .

5 Vers des outils « a la Mellin »

Une deuxiéme voie d’approche du probléme d’analyse
est prometteuse. Il s’agit de réécrire les méthodes directe-
ment dans le formalisme de Mellin, sans rééchantillonnage
géométrique. En quelque sorte on « lampertise » les outils
alors qu’on a « délampertisé » les signaux jusqu’ici.

L’interpolation directe perd de I’information en ne per-
mettant de reconstruire que peu de points & court temps
(en fait les points & m < 0 ne sont pas accessibles) et
ignorant beaucoup de détails aux temps longs (un point
sur beaucoup seulement est effectivement utilisé). Pour
conserver une fiabilité statistique des outils, il faut dispo-
ser au départ d’un grand nombre de points. Un avantage,
remarqué dans [9, 10], est tout de méme que le nombre
plus faible dans X (et donc V') aprés un rééchantillonnage
géométrique aide & réduire le cotit de calcul assez impor-
tant des algorithmes non stationnaires employés.

Quand on ne peut disposer d’un grand nombre de points,
le rééchantilloninage entraine une perte non négligeable
d’information exploitée. Dans beaucoup de méthodes cy-
clostationnaires, il suffit de remplacer la transformée de
Fourier par son équivalent transformé par £, c’est-a-dire la
transformée de Mellin. Des outils directement utilisables
sur un processus & DSI peuvent alors étre écrits. Pour
des processus auto-similaires avec H = 0, des estimateurs
construits ainsi furent donnés dans [19] et peuvent étre
adaptés pour tenir compte de H et de la DSI.
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