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Les séquents

En déduction naturelle , on raisonne avec des hypothéses.
Au lieu du séquent - ¢, on utilise le séquent I' - ¢ ou

» [ estun ensemble de propositions  appelés l'antécédent , qui

sont les hypothéses
» Onécritl, ¢ -WYaulieudeTU{¢p} F Y
et - ¢ gquand 'ensemble des hypothéses est vide.
» [F¢selit
» «de [ on déduit ¢»

» ou «[ infere ¢» ou «I induit ¢»
> ou «sous les hypothéses I" on a ¢».



Les théoremes

Les théoréemes sont les séquents de la forme - ¢
qui peuvent étre déduits des axiomes et des regles.
On les trouve donc a la racine d’'un arbre de preuve .
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L'axiome

Il 'y a qu'un seul axiome :

Axiome

ro-oé



Les régles

Il'y a deux régles : introduction et élimination :

ro-uw

—_— =
rNé=u

Fr-¢o=y r-¢
M-y

=E




Preuve de Hilbert_K

MUY
bFY=19
—_—=

Fo=y=10¢

= |



Preuve deHilbert_S

G=v=Xx),0=0.0F¢==X @=0=X).0=0).0F¢ (G=>0=X.0=0).0F¢=0 G=0=X).0=¥).0 ¢

(0=0=X).(0=v).0Fb=X (O=v=X).(0=v).0ry

O=v=X)(0=>v).0FX

G=u=x.0=>0rd=X

G=v=XF0¢=0=0=X

b=v=x)=@@=v)=0=X



Preuve de B

¢=9), Xx=0).x-¢o=¢ D
@=v), X=0).x-y
@=y), X=0)Fx=u
G=PFX=90)=Xx=U
Fo=9) =X=9)=x=>V

=E

ou D est

=), x=0),xFx=¢ (@=uv), X=9¢),xFX
(b=1), x=0),x-d

=E
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La présentation a la Prawitz  1/3

Prawitz donne une autre vision de la déduction naturelle.
Dans son approche, on dispose les hypothéses aux feuilles en méme
temps que les axiomes.

hy ¢ axiom; axiom,
(fooy) = (bar)
... hy : ¢2
(foo,)
(fooy)

¢



La présentation a la Prawitz 2/3

A certains moments dans une preuve, on supprime une ou des
hypothéses au moment d'utiliser une regle.

Par exemple dans =1 on remplace une proposition ) par ¢ = | et on
coche I'hypothese h : ¢ comme ayant été utilisée.
On dit que I'on a déchargé I'hypothése h.

Cela donne 7 ¢.



La présentation a la Prawitz 2/3

A certains moments dans une preuve, on supprime une ou des
hypothéses au moment d'utiliser une regle.

Par exemple dans =1 on remplace une proposition ) par ¢ = | et on
coche I'hypothese h : ¢ comme ayant été utilisée.
On dit que I'on a déchargé I'hypothése h.

Cela donne 7 ¢.

Une preuve est compléte quand toutes les hypotheses ont été
déchargées.



La présentation a la Prawitz 3/3

Lhypothese h; est barrée parce qu’elle est déchargee .

ooy axiom; axioms,
(fooy) — (bar)
hy
(foo,) —
~ (fooy)




La preuve de B dans la présentation a la Prawitz

h:x=¢ h":x
hi¢p=y ¢
W
h//
X=y
X=0¢)=x=0

b=PY)=xX=0¢)=x=y

J'ai noté ainsi les hypothéses quand elles sont créées et ainsi quand
elles ont été déchargées.



La preuve de B dans la présentation a la Prawitz

Wix=6¢ Kw:x
W= ¢
1]
h//
X=y
X=9¢)=x=y

b=PY)=xX=0¢)=x=y

On coche les hypothéses pour s'assurer qu’elles ont bien toutes été
déchargées.
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Pour passer d'une preuve a la Hilbert a une preuve en déduction
naturelle .

On remplace les invocations de Hilbert_K et Hilbert_S par leurs
preuves.

Les preuves sont plus longues.



Preuvedap=¢=¢ 1/3

La preuve en déduction naturelle de ) = ¢ = ¢ est

V.00
Yo =0
Fo=0¢=1¢




Preuvedap=¢=¢ 2/3

Alors que la preuve déduite de la preuve a la Hilbert est

(0=0).p,0¢
G=rv=0=10¢ D Fo=0¢=0
Fo=0¢)=y=0=0 Fo=9¢
Fo=0¢=1¢
ol D est
b, (d=0)F0d
' bEd=0)=9¢

Fbd=(0=0)=0)=09=0=0)=0=19¢ Fo=(d=¢)=0
Fo=0=¢)=0=0




Preuvedap=¢=¢ 3/3

et 7' est l'arbre de la preuve de Hilbert_S ol I'on a substitué les
variables de la fagcon suivante:

¢ = ¢
g = ¢=9¢
X = ¢



Preuvedap=¢=¢ 3/3

et 7' est l'arbre de la preuve de Hilbert_S ol I'on a substitué les
variables de la fagcon suivante:

b = ¢
g = o=9¢
X = ¢
Exercice

1. Dessiner I'arbre complet en déduction naturelle de la
démonstration de Y = ¢ = ¢ déduite de la preuve a la Hilbert.

2. Comparer cette preuve avec la preuve «naturelley.
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Les regles

Les régles sont deux types :

» regles d’introduction  : un connecteur qui n’était pas présent
apparait dans la proposition conséquente sous la barre
d’inférence.

» regles d’élimination  : la proposition conséquente sous la barre
d’inférence est construite en enlevant le connecteur principal d’'un
des connecteurs conséquents d’'un séquent au dessus de la
barre.



La syntaxe

Il y a trois nouveaux connecteurs 1, A et V.

» | est nullaire et représente I'absurde,

» A etV sont bien connus et représentent la conjonction et la
disjonction.



L’axiome pourL

Il n'y a qu'une regle et c’est une regle d’élimination :

M1
— 1 E
()



Les regles du\

Il'y a une régle d’'introduction et deux régles d’élimination .



Les regles du\

Il'y a une régle d’'introduction et deux régles d’élimination .
r=o¢ M=y
Fr-oAw

Al

Fr=onyg Fr=oAy
r=¢é M=



Les regles dw

Il'y a deux régles d'introduction et une régle d’élimination.



Les regles dw

Il'y a deux régles d'introduction et une régle d’élimination.

Med ’ Mey ’
FrEovy - r-ovy

r=ovey  roF-x TUykEx
V
M=x

E




Un exemple

ovu.ore ovhUHY
OVUFOVY  OVUOFYVE ¢v%¢%wv¢v;
OV PV
=

FoVe=uve



Les hypotheses déchargées dais

Dans la régle
r-ovy Mhy:dkx Mhy:Pkx
M=x

VE

Les hypothéses h; : ¢ et h, : { sont déchargées.



V a la Prawitz

Lutilisation de VE et des décharges apparaissent mieux sur un
exemple.

e
Vig

ER) VA s X
Vig Vig Vg

oV dV(PVX) oV (WvX) A

VE,hsz ethy Vg
P (dV)vx oV (WvX) oV (WvX)
VE,hy ethg
oV (WvX)
=1lethy

vy)vx=9oVvWvx)



V a la Prawitz

Lutilisation de VE et des décharges apparaissent mieux sur un
exemple.

e
Vig
o Pvx s o X
— Vg —— Vg Vig
rovy  ov(Wvyx) oV (PVvX) A
VE,hs ethy —— Vlgq
M (dv) vy oV (WVvx) oV (Wvx)
VE,hy ethg
oV (Wwvx)
=1lethy
vy vx=9oVvWVvyx)

Exercice
Faire la méme démonstration en utilisant des séquents.
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