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Exercice 1

Il faut calculer Jλx.xxKDA = G(λλdF(d)(d)). Tout d’abord on note que

F(d)(d) = {b | (∃β ⊆ d) (β,b) ∈ d}

donc

Jλx.xxKDA = G(λλd.F(d)(d))

= {(γ,c) | c ∈ {b | (∃β ⊆ γ) (β,b) ∈ γ}}
= {(γ,c) | (∃β ⊆ γ) (β,c) ∈ γ}

Finalement on a

F(Jλx.xxKDA )(Jλx.xxKDA ) = {d | (∃δ ⊆ Jλx.xxKDA ) (δ,d) ∈ Jλx.xxKDA}

= {d | (∃δ ⊆ Jλx.xxKDA ) (∃β ⊆ δ) (β,d) ∈ δ}
= {d | (∃δ ⊆ B)(∃β ⊆ d) (β,d) ∈ δ∧ (d fini)

∧ [(γ,c) ∈ δ ⇒ (∃ζ ⊆ γ) (ζ,c) ∈ γ]}.

Exercice 2

1. Le programme qui calcule le cube est P2.

2. Une postcondition est p = n3. Pour l’écrire dans le langage Aexp des expressions
arithmétiques de IMP, on peut considérer n×n×n au lieu n3.

3. Un invariant de la boucle est

p = (i× i× i) ∧ q = (3× i× i)+(3× i) ∧ i ≤ n.

Les étapes de la figure 1 permettent de prouver
Pre : p = (i× i× i) ∧ q = (3× i× i)+(3× i) ∧ i ≤ n ∧ i〈n

p := p+q+1;
i := i+1;
q := q+(6× i)

Post : p = (i× i× i) ∧ q = (3× i× i)+(3× i) ∧ i ≤ n

On voit que Pre ⇒ Pre0, que Pre0 ⇒ Pre1, que Post1 ⇒ Pre2 et que Post2 ⇒ Pre3,
ce qui permet d’appliquer trois fois la règle de conséquence. De plus Post3 ≡ Post.
Les conditions Prei et Posti sont chaque fois des applications de la règle d’affecta-
tion.
En application de la règle de la boucle, on a

p = (i× i× i) ∧ q = (3× i× i)+(3× i) ∧ i ≤ n ∧ ¬(i〈n).



Pre : p = (i× i× i) ∧ q = (3× i× i)+(3× i) ∧ i ≤ n ∧ i〈n

Pre1 : p+q+1 = (i× i× i)+(3× i× i)+(3× i)+1 ∧ q = (3× i× i)+(3× i) ∧ i〈n
p := p+q+1;

Post1 : p = (i× i× i)+(3× i× i)+(3× i)+1 ∧ q = (3× i× i)+(3× i) ∧ i〈n

Pre2 : p = (i+1)× (i+1)× (i+1) ∧ q = (3× (i+1)× (i+1))− (3× (i+1))
∧ i+1≤ n

i := i+1;
Post2 : p = (i× i× i) ∧ q = (3× i× i)− (3× i) ∧ i ≤ n

Pre3 : p = (i× i× i) ∧ q+(6× i) = (3× i× i)+(3× i) ∧ i ≤ n

q := q+(6× i)
Post3 : p = (i× i× i) ∧ q = (3× i× i)+(3× i) ∧ i ≤ n

FIG. 1 – Les trois affectations de la boucle

ce qui implique clairement
q = n×n×n.

Reste à prouver que l’invariant est une postcondition des trois premières instructions
(voir figure 2). La précondition de ces trois affectations qui correspond à p = (i× i×
i) ∧ q = (3× i× i)+(3× i) ∧ i ≤ n est 0 = (0×0×0) ∧ 0 = (3×0×
0)+(3×0) ∧ 0 ≤ n qui est clairement vraie.

true
p := 0;
q := 0;
i := 0;

Init : p = (i× i× i) ∧ q = (3× i× i)+(3× i) ∧ i ≤ n

FIG. 2 – Les trois premières affectations

Exercice 3

Pour la question 1, un système possible est :

SERVEUR = Rien | A | B | C

Rien = requete(x).x̄〈rapide1, libere1〉.R1

R1 = requete(x).x̄〈rapide2, libere2〉.Tout | rapide1.libere1.Rien

R2 = requete(x).x̄〈rapide1, libere1〉.Tout | rapide2.libere2.Rien

Tout = rapide1.libere1.R1 | rapide2.libere2.R2

A = requete〈a〉.a(y,z).y.z

B = requete〈b〉.b(y,z).y.z

C = requete〈c〉.c(y,z).y.z
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Pour la question 2,

SERVEUR → ā〈rapide1, libere1〉.R1 | a(y,z).y.z | B | C

→ R1 | rapide1.libere1 | B | C

→ b̄〈rapide2, libere2〉.Tout | rapide1.libere1 | b(y,z).y.z | C

→ Tout | rapide1.libere1 | rapide2.libere2 | C

= rapide1.libere1.R1 | rapide2.libere2.R2 | rapide1.libere1 | rapide2.libere2 | C

→ rapide1.libere1.R1 | libere2.R2 | rapide1.libere1 | libere2 | C

→ rapide1.libere1.R1 | R2 | rapide1.libere1 | C
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