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Les substitutions
explicites

Cours de sémantiqgue — automne 2004



The synthetic theory of combinators “gives the ultimate
analysis of substitutions in terms of a system of extreme
simplicity.

The theory of lambda-conversion is intermediate in
character between synthetic theories and ordinary logic ...
and it has the advantage of departing less radically from our
Intuition.”

Curry and Feys,

in the introduction of
Combinatory Logic, (1958) p. 6
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Qu’est-ce que la contraction (3 ?

La définition habituelle de la contraction 5 en A-calcul est

C[(\z.M) P] — C[M[P/]].
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Qu’est-ce qu’une substitution ?

La substitution |_/_| est une opération atomique

qui consiste a remplacer une variable par un terme.
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Qu’est-ce gu’une substitution ?

La substitution |_/_| est une opération atomique

qui consiste a remplacer une variable par un terme.

La substitution est une opération complexe
— dans son calcul
la méme notation peut évoquer une opération colteuse
Oou une opération bon marché,
ca n’est pas realiste,
— et dans son implantation,

les captures sont difficiles a prendre en compte.
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Qu’est-ce qu’une substitution ?

Traditionnellement, la substitution n’est pas définie dans la theorie,

mais dans l'épithéorie.
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Qu’est-ce qu’une substitution ?

Traditionnellement, la substitution n’est pas définie dans la theorie,

mais dans l'épithéorie.

Pourquoi ne pas en faire un citoyen de premiere classe ?
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Qu’est-ce qu’une substitution ?

Traditionnellement, la substitution n’est pas définie dans la theorie,

mais dans l'épithéorie.

Pourguoi ne pas ne faire un citoyen de premiere classe ?

Pourguoi ne pas l'internaliser ?
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Le calcul AX
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On fait un usage intensif de la convention de Barendregt sur les

variables.

Dans un méme contexte, une méme variable n’est jamais

a la fois libre et liée.
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La syntaxe de AX ;.

La syntaxe

M,N = x|XxM|MN|M(x=N)

Un terme de la forme M (x = N ) s’appelle une cléture.

Dans M (x = N) la variable x est liée dans un M.
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La disponibilité

La notion de variable libre doit étre généralisée avec precaution.

On parle de «variable disponible».
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La disponibilité

La notion de variable libre doit étre généralisée avec precaution.

On parle de «variable disponible».

Une variable est non disponible si elle apparait dans une cloture

destinée a disparaitre.
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La disponibilité

Sidans M (x = N)
— la variable y «apparait» dans /N
— mais si x n'«apparait» pas dans M

alors y n'est pas disponible dans M (x = N).
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La disponibilité

Plus formellement

([ AV (x)
AV (Ax. M)
{ AV(M N)
AV (M{x = N))
\ AV(M(z=N)) =
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{z}

AV (M)\{z}

AV (M) U AV (N)
(AV(M)\{z}) UAV(N)
AV (M)

ifx e AV(M)
ifx & AV (M)
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Les regles de AX ;.

B) (A
App) (MN)
Abs) (Ay. M)
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Les régles de AX

(B) (Ax
(App) (MN)(
(Abs) (Ay.M){x
(Varl) x{x
(VarK) y(x
(gc) M

l

Ll

—

17

M {x = P)

M{x =A) N(x = A)
Ay.(M(x = A))

A

Y

M itz g AV(M)

Noter 'importance de la convention de Barendregt dans la regle

(Abs).
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La regle (gc)

Larégle (V ar K) est un cas particulier de la régle (gc).

(gc) a un effet global sur un terme qui rappelle le glanage de cellule
(garbarge collection) dans les langages de programmation

(notamment les langages de programmation fonctionnelle).
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Les indices de de Bruijn

Cours de sémantique — automne 2004
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Notations Standard

A X.X

AXAY.X

AXAY.y

M. Ax f(FX)

AX.X (AY.XY)
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Notations de Bourbaki

A X.X A [
L
AXAY.X AU
AXAy.y AN O
|
A AXF(EX) "‘ y O o U
A LA O
AX.X (AY.XY) ‘|_| L
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Les indices de de Bruijn

A X.X )I\—ID A O
AXAY.X A AU AAL
AXAy.y AN O AAO
L
A AXF(FX) "‘ y O o U AN (10)
A LDa 0 O
AX.X (AY.XY) ‘|_| L AOA10
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Les indices de de Bruijn

Dans chague terme, chaque variable est remplacée par sa profondeur

de lien (son indice de de Bruijn).

En d’autres mots.

I = ~~—  \(0)

K = Xedxr.c = Adex.c ~~—=  A(A1))
two = AfAv.f(fx) = Mz f(fz) -~ AAL(L0)))

Cours de sémantiqgue — automne 2004



Présentation de \v

Un peu d’'anglais ne fait pas de mal.
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Regle Beta

(B) (AM)P — M|P/|
(B) introduit deux nouveaux opérateurs.

La syntaxe est étendue.

/ : Av — Substitution
]+ Av x Substitution — Av

/ et _[ ] introduisent une nouvelle sorte Substitution.
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Clbtures

_[ ] doit étre défini par deux regles nouvelles, a savoir.,

— une distribution a travers les applications les abstractions,

— une distribution sur les variables (indices de de Bruijn).

Cours de sémantiqgue — automne 2004
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Clbtures

_[ ] doit étre défini par deux regles nouvelles, a savoir.,

— une distribution a travers les applications les abstractions,

— une distribution sur les variables (indices de de Bruijn).

Les termes de la forme M |s| sont appelés des clotures.

lls forment véritablement le calcul de substitution explicites.

Les termes sans clotures sont appelés des termes purs.
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Distribution des substitutions

(A travers les applications]

(App) (M P)ls]
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Distribution des substitutions

(A travers les applicationsj

(App) (M P)|s] — M|s] Pls]

(A travers les abstractions)

(Lambda) (AM)[s] —  XMI[{(s)])

(Lambda) introduit un nouvel opérateur

f(s) : Substitution — Substitution.

Cours de sémantique — automne 2004
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Définir / et |}

(FVar)
(RVar)
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Définir / et 1|
(F'Var) oM/] — M
(RVar) n+1M/] — n
(F'VarLift) Ot (s)] — 0
(RVarLift) n+1f(s)] — nls|[]]

(RVarLift) introduit une nouvelle constante | : Substitution
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Définir |

(VarShift)

Cours de sémantique — automne 2004
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AU

(B) (AM) P
(App) (M P)|s]
(Lambda) (AM)[s
(FVar) 0[M/]
(RVar) n+ 1M/
(FVarLift) Ol (s)
(RVarLift) n+ 11 (s)
(VarShift) n[7)
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Calculs dans \v
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Calculs dans \v

Cours de sémantiqgue — automne 2004
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Calculs dans \v

twol =

Lol
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Calculs dans \v

two I
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Calculs dans \v

)) (A0)

))[A0/]

]

(AAL (1

two I
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(AL(1
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Calculs dans \v

)) (A0)

Al

(AAL (L

two I
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Un calcul qui ne termine pas

Exercice : Montrer que (A00) (A00) —= (A00) (A0O).

AU
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Propriétés de A\v

Cours de sémantique — automne 2004
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Faits

- v =(B)®w.
— v est orthogonal
l.e., linéaire a gauche et sans paires critiques.

— U termine
l.e., fortement normalisable.
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Questions

Est-ce que ce calcul représente le A-calcul classique ?

Cours de sémantique — automne 2004
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Questions

Est-ce que ce calcul représente le A-calcul classique ?

Oui
M e PestM —= NetN —» v(N).

ot v (V) représente la forme normale par v de IV,
guon note aussi N —= Pou P =v(N).
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Questions

Est-ce que la spécification est complete ?

Cours de sémantique — automne 2004
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Questions

Est-ce que la spécification est complete ?

Que penser d’'une regle

MIs|[t] — M[...s...t...

ol |...s5...t...]est|sot|parexemple?

Cours de sémantiqgue — automne 2004
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Questions

Est-ce que la spécification est complete ?

Que penser d’'une regle
MJs][t] — M[sot

par exemple ?

En fait, on n'en a a pas besoin,

puisgue que chaqgue cloture disparait dans les termes clos.

Cours de sémantiqgue — automne 2004
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Le lemme de substitution

Av admet une paire critique

(MIn(s)][Plsl/], MIP/]]s])

Cours de sémantique — automne 2004
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Le lemme de substitution

Av admet une paire critique

(MIn(s)][Plsl/], MIP/]]s])

En général, I'identité

est appelée le lemme de substitution.

Cours de sémantiqgue — automne 2004
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a4

Le lemme de substitution

(A M)[s] Pls] M[P/]s]
Lambda

A(Mf(s)]) Pls]

B

M[f(s)][P[s]/]
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Le lemme de substitution

Le lemme de substitution est un théoréme inductive dans A\v.
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le Lemme de projection

SiM — P alors v(M) = v(P).

Ml

v v

Y Y
v(M) > v(P)

Le lemme de projection est une conséquence

du lemme de substitution.

Cours de sémantiqgue — automne 2004
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Confluence de \v

AU est confluent sur les termes clos.

La confluence est consequence du lemme de projection.

M
N M’ P
)
Y K ALY
N’ P’
B 8
N ¥
Q
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AU préserve la normalisation forte

Si un terme M est fortement (3 normalisable,

alors M est fortement A\v normalisable.

La preuve est par contradiction, fondée sur I'existence d’'un plus petit

contre-exemple.

Cours de sémantiqgue — automne 2004
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Présentation de \o faible
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Le but est d'implanter la normalisation faible de téte :
— on ne réduit que le redex de téte,

— on ne réduit pas sous les .

Cours de sémantiqgue — automne 2004
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Les opérateurs

UV == UV |M|s]| (Environnement d’évaluation)
M, N = n|AM|MN (Code)
s, t = id|U-s (Substitutions)
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Les regles

Cours de sémantique — automne 2004
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Les regles

(B,) (AM)[s|]U — M]JU - 5]
(Appo) (M N)ls] — M][s] N[s
(Fvar,) oU -s] — U
(RVar,) n+1U-s] — nls]

Le formes normales sont (AM)|s], on les appelle aussi les valeurs.

Cours de sémantiqgue — automne 2004
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Comment coder \o,, dans \v ?

On voit que tout environnement d’évaluation de Ao, s’écrit
—soit MUy -...-U, -id],
ou M est un terme pur

— Soit c’est combinaison par applications de tels environnements

d’évaluation.

Cours de sémantiqgue — automne 2004
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Définissons 7 : Aoy, — Avpar7(U) =T7'(U,0) ou
- T UV,n)=T"(U,n)T'(V,n)

- T'(Mlid],n) = M,

- T'(M[U - s|,n) = T"(M[s},n + 1)1 (T(U))/]

Autrement dit :

T(M[Us ... U, -id]) = M{?(T(U,))/]...

M est un terme pur donc il est laissé intact par 7"

Cours de sémantiqgue — automne 2004
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Montrons quesi! —= Valors7(U) —= - — T(V).

B, Lambda.,, B,
On peut supposer que cette reduction a lieu a la racine.
onalU = (AM)[Uy ... U, -id] Uy
etVEM[UO'Ul UpZd]

On a donc
T(U) = AM)P=HT(Up/))] .- [T(U1))] T (Uo)
Lo MR TU,)))]. - T (0)))) T (o)
- M) )] INTWU))IT (Uo)/]
- T(V)
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Les machines abstraites

Cours de sémantiqgue — automne 2004
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La machine de Krivine

Cours de sémantique — automne 2004
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Les états

Une machine abstraite comporte des états et des transitions.

Létat c, e, s dela machine de Krivine comporte trois

composantes :
— le code c,
— I'environnement e,

— la pile s.
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Les états

Une machine abstraite comporte des états et des transitions.

Létat c, e, s dela machine de Krivine comporte trois
composantes :
— le code c,

— I'environnement e,

— la pile s.
M,N == M |MN |n (Code)
e == (M,e)-e|nil (Environnement)
s u= (M,e)::s||] (Pile)

Cours de sémantiqgue — automne 2004
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| es transitions

On peut voir la machine de Krivine comme un moyen de décrire la

réduction la plus a gauche et la plus externe dans le systéme Ao .

On a quatre transitions gui correspondent aux quatre instructions

de \o,.

AM e, (N, fyu:s — M, (N,f)-e, s
MN,e, s — M,e, (Nye):s
0, (N,f)-e,s — N, f,s
n+1, (N,f)-e,s — n,e,s
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Un exemple

(A0) (AQ) , nil, []

Cours de sémantiqgue — automne 2004

Lol

(AO) , nil, [{AO, nil}]
0, (A0, nil) - nil, []
AO, nil, []
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La sémantigue

La machine de Krivine implante I'appel par nom.

La partie du corps de la fonction est évaluée avant les arguments.

L'état de départ est M |, nil , [].

Les états irreductibles sont
— AM ;e . [] lecode estune abstraction, mais il n’y a rien sur la pile,

— n ., nil ;s le code est une variable mais I'environnement est vide.
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Lien avec Ao,

Exercice : Montrer la correspondance entre les réductions de la
machine de Krivine et les réductions les plus a gauche et les plus

externes dans le systéme Ao .

Cours de sémantiqgue — automne 2004
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Une machine pour I'appel par
nécessité

Cours de sémantique — automne 2004
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Comment cela fonctionne

On utilise des places en mémoire reperees par des adresses pour

stocker des clotures.

On ajoute donc un état mémoire le tas («heap» en anglais) i qui fait

correspondre a chaque adresse une cloture.

Lorsqu’on réduit une cloture, il faut I'isoler dans son contexte.
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Les états

Les états sontde laforme M ., e, s, u, h.

M,N == MM|MN |n
e == a-e|nil
s u= a:=:s||]
= (s,a) u||]
hou= {}]h{a— (M,e)}
a les adresses de clotures.

Cours de sémantiqgue — automne 2004
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| es transitions

MN,e,s,u,h — M,e,a-s,u, hia— (N,e)} (App)

a fraiche
M, e,a-s,u,h — M,a-e,s,u,h (Lam)
n+1l,a-e,s,u,h — n,e,s,u,h (Skip)
0,a-e,s,u,h — N,€e [], (s,a):u,h (Access)
ot ha = (N,ée)
AM e, ], (s,a) mu, h — XM, ,e,s,u, h{fa— (AM,e)} (Update)
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Théoreme

Cette machine reduit les termes clos jusqu’a leur forme normale de

téte.

Cours de sémantiqgue — automne 2004
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Sémantiques
a grandes étapes

Cours de sémantiqgue — automne 2004
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La sémantiqgue a grandes etapes

Un systeme de réécriture donne typiguement une semantique par
petites étapes de calcul small steps.
C’est-a-dire qu’on décrit les étapes eélementaires du calcul.

Une sémantique qui décrit une relation donnée—résultat est dite
sémantique a grandes étapes (big steps).
La notation habituelle est M | V.

On parle aussi de sémantique opéerationnelle structurée
(en abrégeé et en anglais comme en francais : SOS)
(due a Plotkin)

ou de semantique naturelle (due a Kahn).

Cours de sémantiqgue — automne 2004
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L'appel par nom en sémantique a grandes étapes

On se fonde sur le calcul de substitution explicite Ao, .

On verra que dans les applications
on réduit d’abord le corps (partie gauche)

avant le parametre (partie droite).

Cours de sémantiqgue — automne 2004
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L'appel par nom en sémantique a grandes étapes

MU -s| |,V
(AM)[s|U |,V
Mi[s] |,V V Msls] |, W
(M Mz)|s] ln W
Ul U nfs] |, U’
OU -8 1, U n+1[U-s] U
(AM)[s] Ln (AM)][s]

Cours de sémantiqgue — automne 2004
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L'appel par nom en sémantique a grandes étapes

(A1)[((A00) (A00))[id] - id] Ln (AL)[((AO0) (A00))[id] - id]

AD[id] Ln OAD[id]  (AAD)[id] ((A0O) (A00Y)[id] Ln (A1)[((A00) (X00))[id] - id]

(AA1) ((A00) (X00))[id] | (A1)[(AOO) (A0O)[id] - id]
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L’appel par valeur en sémantigue a grandes etapes

Dans la suite une valeur est une cloture contenant une abstraction

dans sa partie terme,
c'est-a-dire de la forme (A\z.M)|[s].

On reduit d'abord le parametre (partie droite),

avant le corps (partie gauche).

Cours de sémantiqgue — automne 2004
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L’appel par valeur en sémantigue a grandes etapes

M[U . S] lfu V
(AM)[s] U |, V
Mss| 1, V. Myls|]V |, W  Ms|s] nest pas une valeur

(M M2)[s] o W
Mils| oV V Msls] |, W Ms|s] estune valeur
(My M3)[s] o W
Ul, U’ nls] Ly U’
OU 5] o U" n+1[U-s] |, U
(AM)]s] Lo (AM)[s]

Cours de sémantiqgue — automne 2004
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L’appel par valeur en sémantigue a grandes etapes

(A00)[id] | (AOO)[id]

0[(A00)[id].id] |, (AOO)[id] (A1) [(A00)[id] - id] | (A1)[(A00)[id] - id]

((A0) (NOON)[id] Lo (AOO)[id]  (AAL)[id] (AOO)[id] Lo (A1)[(N00)[id] - id]

(AAL) ((A0) (A00))[id] Lov (A1)[(A00)[ed] - id]
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L’appel par valeur en sémantigue a grandes etapes

Exercice :

1. Dans quel ordre réduit-on les arguments dans cette définition de

I'appel par valeur ?

2. Comment changer les regles pour obtenir un autre ordre

d’évaluation des arguments ?
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La sémantique par
continuation

Cours de sémantiqgue — automne 2004
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Les origines et les motivations

Cours de sémantique — automne 2004
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Les origines

La méthode des continuations a été introduite par Strachey et
Wadsworth comme un outil pour formaliser la notion de flot de

controle dans les langages de programmation.

Dans cette méthode un terme est évalué dans un contexte qui

représente le «reste du calcul».

Les termes, sont a proprement parler évalués de gauche a droite,

mais surtout en manipulant ce contexte.
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Les origines

Il s’agit d’'une technique fondée sur les fonctions d’ordre supérieur, qui
peut-étre utilisée

— directement par le programmeur,

— dans la transformation de programme,

— ou dans l'optimisation de compilateur.

Cours de sémantiqgue — automne 2004
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Les origines

Si le terme implique I'évaluation d’un sous-terme,
alors ce sous-terme est évalué dans un nouveau contexte qui
évalue le reste du terme
et alors il prend en compte I'ancien contexte.

Si le terme peut étre évalué immédiatement alors sa valeur est

passée au contexte.

Un tel contexte est appelé une continuation.

Cours de sémantiqgue — automne 2004

82



83

Un exemple

Soit la fonction OCAML
let f(x,y) =y + 3. *. x +. (2. + 1./.x)/.(1. +. 2./.X%)

On peut considérer le calcul qui se fait aprés la division 1. / . X

et qui est donné par

| et continue quotient =
avant +. (2. +. quotient)/.(1. +. 2./.X)
ou avant estdonné par
let avant =y +. 3. *. X
et ol qUOL | ent est le résultat d’une division qui peut conduire a
une erreur.
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Un exemple

On souhaite «naturellement» que dans le cas ou X est égal a zéro, la
fonction f ( X, y) rendelerésultaty +. 3. *. X +. 0.5:

let f(x,y) =
| et divide(nunerateur, denom nateur, continuation, autre valeur) =
| f denom nateur > 0.00001
then conti nuati on(nunerateur /. denom nateur)
el se autre_val eur
inlet avant =y +. 3. *. X
in et continue quotient =
avant +. (2. +. quotient) /. (1. + 2. /. X)
in divide(l., x, continue, y +. 3. *. x +. 0.5)
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IMP revisité

Si on reprend la semantique de IMP avec continuation, il faut ajouter

une structure de données Réponses.

C'lc] : (¥ — Réponses) — 3 — Réponses

On a une nouvelle définition de C'[| | sur la composition séquentielle.

C'lco;er] = C'ep] o C'eq]

C'[c1] transforme la continuation, puis c’est au tour de C’[[co].
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Les continuations et la sémantique

La semantique par continuation expligue des phénomenes que la

sémantique directe ne peut pas expliquer,
comme les sauts dans les langages impératifs.

Elle rend compte et permet de définir des implantations efficaces et

souples.
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Les continuations et la sémantique

La seémantique par continuation est aussi appelee style de passage
de continuations, en anglais continuation passing style, ou pour faire
court CPS.

En lambda-calcul
Elle fait une traduction du lambda-calcul vers lui-méme.

C’est méme une véritable compilation du lambda-calcul dans le

lambda-calcul.
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Un résultat d’eéquivalence
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Objectifs

Dans ce qui suit
— on va définir la sémantique par continuations,

— on va montrer I'équivalence de la semantique par continuation avec

la sémantique directe.
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La source d’inspiration

Notre inspiration vient d’un article d’Albert Meyer et Mitchell Wand,
intitulé, Continuation Semantics in Typed Lambda-Calculi
In Logic of Programs, LNCS 193, Springer (1985), pp :219-224.
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La transformation
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Le langage

Le lambda calcul est simplement type.

Les types sont alors

— destypes de base 01,09, ...

— ou des types fonctionnels o« — [3.

Il y a un type particulier o (pas nécessairement de base)

qui est le type des réponses.

Ce sont les seuls types.
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Interpretation des types

La sémantique par continuation manipule des représentations

d’objets qui apparaissent dans la sémantique directe.

On assigne a chaque type « un type &’ des représentations des

objets de type «.

Les types de base sont représentés par eux mémes.
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Interpretation des types

A une fonction de type o« — [3, nous faisons correspondre dans la
sémantique par continuation une fonction qui prend deux arguments :
— une représentation de «,

— et une continuation qui attend une représentation de (3.

Munie de cette information la fonction calcule une reponse.

AINsi nous avons :

/ A
O j—

(Og%ﬂ)/ £ o/—>(ﬂ/—>0)—>0
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La transformation

Pour chaque terme M de type v, nous construisons un terme M de

type (o’ — 0) — o comme suit :

[I>

AR.KT
.M = As.x(AaxM)
Me. M (Am.N(An.mnk))

]

2
=
>

Exercice : J'ai enlevé les annotations de types pour la clarte.

Rétablissez les.
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La transformation

Montrons que si M : cvalors M : (o' — 0) — o
c’est-a-dire :
r:a = T:(ad —o0)—o
e M:a— 3 = \.M:((a—B) —o0)—o0
MN:3 avecM:a— BetN:a = MN: (8 —o0)—o
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La transformation

En bref,
— Sion aune variable, on envoie le résultat a la continuation ~.
ko — oet Ak.kx (@' — 0) — 0
— Sion a une abstraction, on fournit a la continuation une fonction
appropriée.
—e.M:a— [,
- M [,
- Xx.M:o — (f —0) —o=(a— B),
- k:(a—B) —o,
- k(Az. M) : o,
- XAz M): ((av — 3) — 0) — o,
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— Sion a une application, on évalue I'opérateur dans une
continuation qui consiste a evaluer I'operande dans une

continuation qui elle-méme consiste a appliquer la valeur de

I'opérateur a la valeur de I'opérande et a la continuation courante.

cela s’accorde joliment avec la définition de (_)’ : Si M est
de type o« — 3, alors
x m doit étre de type (v — 3) = o/ — (3 — 0) — o,
* m doit étre de type o,

% K doit étre de type 3’ — o.
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M :
- N :a,
M:((a—B) —o0)—o0
= (& = (' —0)—=0)—0)—o0
- N:(a/ — 0) — o,
- mnkK:o,
- nmnk:a — o,
- NAn.mnk):o,
- dm.Ndnmnk): (a— 3) — o
=(a/ > ( —0)—0) —o0
- M(Am.N(An.mnk)):o,
- A MOm.NAMnmnk)): (3 — o) — o
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La transformation

Une propriété intéressante de M est qu’elle est récursive terminale

(tail-recursive).

Les sous-termes de la forme M qui apparaissent dans un terme P ()

apparaissent toujours dans P.
Cette propriété se préserve par -réduction.
Il y a au plus un redex sous chaque lambda.

Ainsi (sur M) la réduction par appel par valeur coincide avec la

reduction par appel par nom.

Les implantations sur les machines standards sont plus faciles.
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La transformation

Exercice :

Montrer que Ax.M = |x|M ou [x| M est I'«abstraction-crochet»
définie sur les combinateurs (voir mon cours de logique sur la logique

combinatoire).
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| a transformation

L'évaluation d’un terme se fait en I'appliquant a la continuation identitée.

C’est-a-dire en I'appliguant a la continuation qui rend comme réponse

la valeur qu’on lui a donnée.
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La correction
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Question

Comment définir la transformation inverse ?

M — M
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Rétraction

On dit que « est un retract de (3 et on écrit v <1 3
s’il existe des applications lambda-définissables
1ia— Pet) i [ — «

telles que 7 o 7 soit I'identité sur .

Le couple (¢, j) forme la rétraction.
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Théoreme

Si o < o pour chaque type de base o, alors o < (a — 0) — 0.
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Théoreme

Si o < o pour chaque type de base o, alors o < (a — 0) — 0.
Démonstration
Définissons I, : & — (v — 0) — opar [, = \xk.K.

Pour définir I'application inverse, observons que « doit étre de la forme

a1 — Qi — ... — 7y OU 7y est un type de base.

Soit 7 : v — o l'injection de la retraction de -y vers o avec comme inverse a

gauche [.

Alors nous définissons

Jo Z X (o — 0) — 0.Ax1 1. ATy : apn.l(u(Aa : ar(azi...zn))).
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On voit que J, o I, = d,.

En effet

Jo(Io(d)) —  Axq... I, (a"(Na.r(azy...zy)))

I

I A\zk.cz)(d ) Nar(azy...xp)))
[(A&.ka")(Aa.r(azy...zp)))
I((

AT, .
ATy, .

—  Ax1

— Az Az, d((Aar(axy...x,)) ad)
— Az Az, d(r(adzy..xy))

= \r1..\T,.a' x1...T,

7
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Pseudo-application

Notons que [, n’est pas le combinateur habituel Ax : «a.x.

Notons aussi qu’on peut «appliguer»
— un élément m de type (@ — ()’
— aun élément n de type o’

— et obtenir un élément de type (3’

— en écrivant Jg/ (m n).

Nous utiliserons la notation m e n pour Jg (m n)

et nous parlerons de pseudo-application.
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Théoreme

Pour tout type o, ov <1 o’
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Théoreme

Pour tout type o, ov <1 o’

Démonstration

Pour les types de base la rétraction est l'identite,

c'est-a-dire i, = id, et j, = id,.

Pour les types fonctionnels, on définit

4

bo— 3 A ra— Bdg oigo foj,
ja—>ﬁ = >\f/ . (Ck — ﬂ)/.jg o Jg/ O f/ Oia.
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On a bien

tamp (@ = 0) = (a—pP)
Ja—p + (@—=B) = (a—F)
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Théoreme principal

Soit M un terme clos de type «.

Alors M = jo(Jor M).
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Théoreme principal

Soit M un terme clos de type «.

Alors M = jo(Jo M).

Sa preuve nécessite d’introduire quelques concepts.
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Vérifions cependant que les types fonctionnent.

M Qo
M o —o0— o
J o o —o0—o0)—a
(8
Ja/M Oé,
T o — o
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Preuve du théoreme principal
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Interprétation d’un terme dans une valuation

Pour démontrer le théoreme on a besoin de considérer aussi les

termes avec des variables libres.

Si on dit comment instancier les variables, on sait interpréter les

termes ouverts par des termes clos
On a besoin de «valuations».

Dans la suite, p est une valuation
c’est-a-dire une fonction qui associe des termes clos a des

variables.
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Interprétation d’un terme dans une valuation

On suppose que les termes ont éte traduits sous forme de

combinateurs en utilisant I'abstraction-crochet.

M [M],

x p(z)
K

S S

PQ [P], *1Q],

|l
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Invariants concrets et prédicats acceptables

Pour pouvoir démontrer le théoreme on a besoin de caractériser quels

éléments de o’ sont des représentants «légaux» d’éléments de ..

C’est-a-dire qu’on doit trouver un invariant concret (i. e., expressible)

approprié pour ce schéma de représentation.
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Prédicats acceptables

P est un prédicat acceptable si

1. Pour tous types « et (3, ainsi que pour tout « : «
— P, (iqx),
~ Pa—>(ﬁ—>a)(J(a—>(B—>a))’F)’ B
= Pla— )= (B—7)—(a—7) (Jamsom =3 —(amm)S):

2. Si Py_3(m) et Py(n),alors
— Pﬁ(mon),
= (Ja—p m)(Ja n) = js(m en),
-mn = Ig(men).
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Prédicats acceptables

La propriété 1. dit que les représentations canoniques et les images

de combinateurs sont «légales».

La propriétée 2. dit

— le prédicat est clos par pseudo-application,

— les applications conventionnelles sont des images homomorphes
de pseudo-applications,

— I'application de représentation se comporte bien, elle envoie une

valeur a sa continuation.
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Théoreme

Soit P un prédicat acceptable.

Pour tout M et toute valuation p tel que pour tout x, P(p(x)),

on a

[M];0, = J(J([M],))
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Théoreme

Soit P un prédicat acceptable.

Pour tout M et toute valuation p tel que pour tout , P(p(x)),

on a
[[M]]jOp — ](J([[M]]p))
Démonstration

D’apres I'exercice ci-dessus, on peut supposer gue le terme est une

composition des combinateurs S et /.
Et alors, il suffit d’utiliser la définition et une hypothese d’induction.

A faire completement comme exercice.
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Commentaires sur le théoreme

Que dit le théoreme ?

Il dit que si M est un terme clos,

M., = SC(ML,)
ordans ce cas [M|,,, = Met[M], = M
L'énoncé du théoreme repose sur I'existence d’'un prédicat acceptable.

Existe-t-il un prédicat acceptable ?
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Théoreme

Il existe un prédicat acceptable.
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Théoreme

Il existe un prédicat acceptable.

Esquisse de la démonstration
Le prédicat R

— qui contient ¢ & pour tout x
— qui contient JS et JK

— et qui est clos par e

est acceptable.
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Les réseaux de Lamping
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L’optimalité de la reduction
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Le probleme de I'optimalité

On revient au probleme de la normalisation forte dans le

lambda-calcul.

Comment réduire un terme a sa forme normale en effectuant le moins

possible de réductions ?

En effet, si une contraction duplique un redex,

il faut d’abord reduire ce redex avant que la contraction ne le duplique.

Si une réduction fait disparaitre le résidu de la contaction d’'un redex

Il n'aurait pas fallu contracter ce redex.
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Le probleme de I'optimalité

Considérons le terme (Ay.(yy)) ([z) ou I = Ax.z.

(My-(yy)) (Uz) —  (Iz)
(Ay-(yy) (Iz) —  (I2)
(My-(yy)) (Iz) — (Ay.(yy)z —  z=z

On peut faire du partage.

(Iz) — z{z) — =zz
(

Iz) — (Iz)z — zz

(Ay.(yy)) (I2) ——> o0 ——— oo

Sy

(I2) 2
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Le probleme de I'optimalité

Réduire les redex internes n’est pas la solution.

Mais le partage associé a une reduction du redex le plus a gauche ne

suffit pas.

Considérons N = N1 N5 avec
N1 = dz.(zw (x2))
No = M\y.(1y).
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Le probleme de I'optimalité

N — (ow)(ez) = ([w)(ez) = w(ez) = w([z) = wz

0o

Ay-(1y) Ay-(1y) Y.y

N — (ow)(ez) = (ow)(ez) = w(ez) = wz

o0

Ny.(1y) Y.y Y.y
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| es réseaux d’'interaction
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| es réseaux d’interaction

Les réseaux d’interaction sont des manieres graphiques de

représenter les termes.

Sur les entiers

/\ e
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| es réseaux d’interaction

Un réseau est un graphe (cycligue) non orienté dont les noeuds sont

étiguetes.

Un ensemble fini et fixé de ports est attribué a chaque etiquette.
L'un des ports est appelé port principal.

Les noeuds sont connecteés les uns aux autres par leurs ports.

Chaque port est connecté a un et un seul autre port.

Si deux noeuds sont connectés par leur port principal, ils forment une

paire active ©_> <_©.
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| es réseaux d’interaction
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| es réseaux d’interaction

Cours de sémantique — automne 2004



138

| es réseaux d’interaction

Une regle d’interaction est un couple de paires actives qui satisfont

les conditions 1, 2 et 3.

Proprieté 1, Linéarité : Dans chaque regle, chague variable (associee
a un port) a exactement deux occurrences : I'un dans le membre

gauche et I'autre dans le membre droit.

Proprieté 2, Non ambiguité : Il y a au plus une regle pour chaque

paire active.

Propriéte 3, Optimisation : Les membres droits ne contiennent pas de

paires actives.
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| es réseaux d’interaction

Due a la localité des interactions et a leur non interférence avec une

guelconque autre interaction, on voit que :

les réductions sont confluentes.
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| es réseaux d’interaction

Exercice : Réduire le réseau.

a
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Les interblocages

Il faut éviter les situations d’interblocage.

L

—O——0O—
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| e réseau d’interaction
universel
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Universalité des réseaux d’interaction

On peut coder par des réseaux d’'interaction :
— les machines de Turing,
— les automates cellulaires,

— et, nous allons le voir, le \-calcul.
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Universalité des réseaux d’interaction

On peut coder par des réseaux d’'interaction :
— les machines de Turing,
— les automates cellulaires,

— et, nous allons le voir, le \-calcul.

Nous allons maintenant définir un réseau universel.
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Les noeuds
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Les regles
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Les regles
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Les regles
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Les regles
Y
Y
—
Y
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Les regles
5
56
—
5
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Les regles

©

ee

©
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Le résultat

Yves Lafont a montré que ce réseau (tres simple!) est universel,

en ce sens que I'on peut y coder n'‘importe quel autre réseau.
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Le réseau d’interaction
pour le lambda calcul
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Les noeuds

/N /N

A S
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L’élimination de 3-redex

/\
/\ /~
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@ contre fans
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)\ contre fans

a b
| i
AT AT
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Fans contre fans (mMéme noms)

Les fans de méme nom s’annihilent.

a
X
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Fans contre fans (noms differents)

Les fans de noms différents se dupliquent.

b a

a b
P i i

AN,
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Les noms des fans

Préserver correctement les noms des fans est un probleme difficile

qui n’est pas abordé dans ce cours.
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Effaceur contre @
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Effaceur contre )\
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Effaceur contre fan
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Effaceur contre effaceur

O
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Un exemple
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Le terme \z.(Ax.x x) (Ay.2)
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A
A2
X

4
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A

A2
X

4
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Ce qui est une des représentations possibles de \z.z.

Le z n'est partagé avec rien.
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Notons qu’a partir du réseau de la page 167

\
//
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on obtient aussi le réseau
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et on retrouve par contraction de la paire active le réseau de la page 169.

y

Mettant en évidence la confluence!

/
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La philosophie

Les réseaux d’interaction font du partage de code et du partage des

parametres.

Partage le code suppose de savoir «départager» quand on fait des

calculs.
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La philosophie

Dans un cadre theorique qui sait identifier les «clones» de fans, on
peut montrer que les reseaux implantent une reduction optimale du

lambda calcul, c’est-a-dire,
— guils minimisent le nombre de réductions de 3-redex,

— mais en revanche ils augmentent considerablement la bureaucratie.

C’est-a-dire les reductions qui concernent les fans.
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La déecompilation

A la fin du processus, il faut décompiler le réseau en un terme du
lambda-calcul.

On s’apercoit que plusieurs réseaux peuvent correspondre a un
méme terme.

: |l
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Ainsi

et A\

! 9

\

X — @
NS/

correspondent au méme terme A\z.z.
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