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Dans ce document, les remarques seront notées a ’aide d’un trait vertical noir, les propriétés im-
portantes a ’aide d’un trait vertical rouge, et les exemples a ’aide d’un trait vertical vert. De plus,
les vecteurs seront notés en gras.

Les Réf. [1-4] sont les incontournables pour compléter ce cours et approfondir la mécanique quan-
tique. Ce document a été essentiellement réalisé a partir des Réf. [1, 5, 6].
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1 Programmes et annales

1.1 Mécanique quantique dans les programmes du secondaire et du

supérieur

1.1.1 Premiére générale (spécialité)

Notions et contenus

Capacités exigibles

Modeles ondulatoire et particulaire de la lumiére

Le photon. Energie d’un photon.
Description qualitative de l'interaction lumiére-
matiére : absorption et émission.
Quantification des niveaux d’énergie des atomes.

Utiliser ’expression donnant 1’énergie d’'un pho-
ton.

Exploiter un diagramme de niveaux d’énergie en
utilisant les relations A = ¢/v et AE = hv.
Obtenir le spectre d’une source spectrale et I'inter-
préter a partir du diagramme de niveaux d’énergie
des entités qui la constituent.

1.1.2 Premiére STL

Notions et contenus

Capacités exigibles

Photon, énergie d’un photon.

Interpréter les échanges d’énergie entre lumiere et
matiere a ’aide du modele corpusculaire de la lu-
miere.

Citer et exploiter la relation entre I’énergie d’un
photon et la fréquence de 'onde.

Classer les ondes électromagnétiques selon 1’éner-
gie du photon.

Interpréter et exploiter la présence de raies dans
un spectre a 'aide de données tabulées.

1.1.3 Terminale STL (spécialité)

Notions et contenus

Capacités exigibles

Spectroscopies UV-visible, IR et RMN.

Interpréter l'interaction entre lumiere et matiere
en exploitant la relation entre 1’énergie d’un pho-
ton et la longueur d’onde associée.

1.1.4 PCSI

Notions et contenus

Capacités exigibles

Introduction a la physique quantique

Dualité onde-particule pour la lumieére et la
matiére
Photon : énergie et impulsion.

Décrire un exemple d’expérience mettant en évi-
dence la nécessité de la notion de photon .
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Onde de matiere associée a une particule.
Relation de de Broglie.

Décrire un exemple d’expérience mettant en évi-
dence le comportement ondulatoire de la matiere.
Evaluer des ordres de grandeurs typiques interve-
nant dans des phénomenes quantiques.

Introduction au formalisme quantique
Fonction d’onde : introduction qualitative, inter-
prétation probabiliste.

Inégalité de Heisenberg spatiale.

Interpréter une expérience d’interférences (ma-
tiere ou lumiere) « particule par particule » en
termes probabilistes.

Etablir par analogie avec la diffraction des ondes
lumineuses, l'inégalité en ordre de grandeur :
ApAx > h.

Quantification de 1’énergie
Modeéle planétaire de Bohr. Limites.

Modele du puits de potentiel unidimensionnel de
profondeur infinie.

Exploiter I'hypothése de quantification du mo-
ment cinétique orbital pour obtenir ’expression
des niveaux d’énergie électronique de l’atome
d’hydrogene.

Exploiter 'inégalité de Heisenberg spatiale pour
mettre en évidence 'existence d’une énergie mini-
male de confinement.

Obtenir les niveaux d’énergie par analogie avec les
modes propres d’une corde vibrante.

Etablir le lien qualitatif entre confinement spatial
et quantification.

1.1.5 PC

Notions et contenus

Capacités exigibles

Introduction a la physique du laser

Milieu amplificateur de lumiére
Absorption, émission stimulée, émission sponta-

Coefficients d’Einstein.

Amplificateur d’ondes lumineuses.

Distinguer les propriétés d’'un photon émis par
émission spontanée ou stimulée.

Associer ’émission spontanée a la durée de vie
d’un niveau excité. Utiliser les coefficients d’Ein-
stein dans le seul cas d’un systéeme a deux niveaux
non dégénérés.

Justifier la nécessité d’une inversion de popula-
tion.

Approche ondulatoire de la mécanique quantique

Amplitude de probabilité

Fonction d’onde 1 (z,t) associée a une particule
dans un probléme unidimensionnel.

Densité linéique de probabilité.

Principe de superposition. Interférences.

Normaliser une fonction d’onde.
Faire le lien qualitatif avec la notion d’orbitale en
chimie.

Relier la superposition de fonctions d’ondes a la
description d’une expérience d’interférences entre
particules.

Equation de Schrédinger pour une particule
libre
Equation de Schrodinger.

Utiliser ’équation de Schrodinger fournie.
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Etats stationnaires.

Paquet d’ondes associé a une particule libre.
Relation Ak;Az > 1/2.

Courant de probabilité associé a une particule
libre.

Identifier les états stationnaires aux états d’éner-
gie fixée.

Etablir et utiliser la relation P(x,t)
o(z)exp(—iFEt/h) et l'associer a la relation de
Planck-Einstein.

Distinguer 'onde associée a un état stationnaire
en mécanique quantique d’'une onde stationnaire
au sens usuel de la physique des ondes.

Utiliser 1’équation de Schrédinger pour la partie
spatiale ¢(x).

En exploitant I’expression classique de ’énergie de
la particule libre, associer la relation de dispersion
obtenue et la relation de de Broglie.

Identifier vitesse de groupe et vitesse de la parti-
cule.
Faire le lien avec I'inégalité de Heisenberg spatiale.

hk
Utiliser I'expression admise J = |[¢|>— et I'inter-
m

préter comme produit densité*vitesse.

Equation de Schrédinger dans un potentiel
V(z) uniforme par morceaux

Quantification de I’énergie dans un puits de po-
tentiel rectangulaire de profondeur infinie.

Quantification de I’énergie des états liés dans un
puits de profondeur finie.

Elargissement effectif du puits par les ondes éva-
nescentes.

Etablir les expressions des énergies des états sta-
tionnaires.

Faire ’analogie avec la recherche des pulsations
propres d’une corde vibrante fixée en ses deux ex-
trémités.

Retrouver qualitativement 1’énergie minimale a
partir de I'inégalité de Heisenberg spatiale.
Associer le confinement d’une particule quantique
a une augmentation de I’énergie cinétique.

Mettre en place les éléments du modele : forme
des fonctions d’onde dans les différents domaines.
Utiliser les conditions aux limites admises : conti-
nuité de ¢ et dp/dx.

Associer la quantification de I’énergie au caractere
lié de la particule.

Mener une discussion graphique.

Interpréter qualitativement, a partir de I'inégalité
de Heisenberg spatiale, I’abaissement des niveaux
d’énergie par rapport au puits de profondeur infi-
nie.

Effet tunnel
Notions sur 'effet tunnel.

Coefficient de transmission associé a une particule
libre incidente sur une barriére de potentiel.

Associer 'existence d’une probabilité de traverser
une barriere de potentiel et 'existence de deux
ondes évanescentes dans la zone classiquement in-
terdite.

Exprimer le coefficient de transmission comme un
rapport de courants de probabilités.
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Approche documentaire de la radioactivité
Q@

» utiliser une expression fournie du coefficient de
transmission pour analyser des documents scien-
tifiques;

» expliquer le role de 'effet tunnel dans la radio-
activité alpha.

Approche documentaire de la microscopie a
effet tunnel :

» utiliser une expression fournie du coefficient de
transmission pour analyser des documents scien-
tifiques;

» expliquer la sensibilité a la distance de cette
méthode d’observation des surfaces.

Approche descriptive : Double puits symé-

trique.

Etude des deux premiers états stationnaires : sy-

métrique et antisymétrique.
] Sur I'exemple de la molécule d’ammoniac, uti- |
Evolution temporelle d’une superposition de ces | liser le principe de superposition pour relier la
deux états. fréquence des oscillations d’une particule initiale-
ment confinée dans un des puits a la différence des

énergies.

Exploiter les diagrammes d’énergie et faire le lien
avec la chimie.

1.2 Mécanique quantique dans les épreuves des années précédentes

Ce cours est essentiellement destiné a la préparation des épreuves écrites, ainsi qu’a vous donner
un ensemble de connaissances qui peut vous étre demandé durant les questions a 1’oral. La mécanique
quantique est tombé a I’écrit ces dernieres années aux épreuves de 2016, 2019 et 2021. Cela vous donne
des bases d’entrainement.



2 Aspect ondulatoire de la matiere

2.1 Quelques expériences qui montrent le caractere ondulatoire de la
matiére

2.1.1 L’expérience de Davisson et Germer (1927)

L’expérience de Davisson et Germer [1] consiste a irradier un cristal de nickel avec un faisceau
d’électrons monocinétiques et a récolter en sortie les électrons diffusés sur une plaque fluorescente.
Cette expérience peut étre reproduite en laboratoire d’enseignement a 1’aide d’un tube électronique
spécifique (P93.1 4 P93.6). Un canon a électrons alimenté & une tension U = 10kV accélére un faisceau
d’électrons focalisé qui vient irradier une poudre de cristal de graphite dont les parameétres de maille
sont de 'ordre de 100 pm. Les électrons arrivent donc sur le cristal de graphite avec une impulsion p
qu’on peut exprimer en fonction de la tension U dans la phase d’accélération en appliquant le théoréme
de I’énergie mécanique a un électron accéléré par la différence de potentiel U dans le référentiel du
laboratoire supposé galiléen, en supposant que I’électron est initialement au repos et en négligeant
I’influence des forces de gravitation et la pesanteur :

2

P =0 <~ p=+/2meelU, (2.1)

2me

ol e = 1,6 x 107 C désigne la charge électrique élémentaire et m, = 9,1 x 1073 kg la masse de
I’électron.

Pour se convaincre qu’il s’agit d’un faisceau d’électrons, on peut approcher un aimant. On constate alors
une déviation de la figure de diffraction sur I’écran fluorescent.

En aval est placé un écran fluorescent qui permet d’observer I'impact des électrons diffusés par le
graphite. On fait les observation suivantes sur I’écran fluorescent :

» la figure de diffraction obtenue est constituée d’anneaux concentriques centrés sur la direction
géométrique du faisceau;

» lorsqu’on fait varier la tension d’alimentation du canon a électrons, la figure de diffraction se
contracte ou se dilate.

On peut réaliser la méme expérience avec cette fois-ci un rayonnement incident constitué d’une
onde plane dans le domaine des rayons X', dont la longueur d’onde X est de l'ordre des paramétres
de maille du graphite. On fait alors les observations suivantes :

» la figure de diffraction obtenue par les rayons X est alors en tout point analogue a celle obtenue
avec les électrons;

» en réglant la longueur d’onde du rayonnement incident, ou en faisant varier la tension d’alimen-
tation du canon a électrons, les deux figures peuvent se superposer exactement ;

» la longueur d’onde des rayons X pour obtenir la méme figure de diffraction qu’avec le faisceau
d’électrons est inversement proportionnelle a p.

Cela suggere que le faisceau d’électrons se comporte comme une onde plane dont la
longueur d’onde \ x 1/p dépend de la quantité de mouvement p (ou vitesse) des électrons
en amont du polycristal. Cela est tres surprenant au premier abord dans la mesure ou ’électron
est a priori un corpuscule bien défini, alors qu’une onde a tendance a remplir tout ’espace.

1. En effet, on rappelle que la taille de la tache centrale de diffraction est proportionnelle a la longueur d’onde A.
L’utilisation de la lumiere visible conduit alors a une figure de diffraction trop grande pour étre observée simplement.
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FIGURE 2.1 — Expérience de Shimizu et al. d’interférences d’atomes froids par un systéme de fentes
d’Young. Le dispositif expérimental est schématisé a gauche, tandis que les impacts des
atomes sur la plaque détectrice (points noirs) sont représentés a droite. La largeur des
fentes est de 2 um, tandis que ’espacement entre les deux fentes est de a = 6 um. La
distance fentes-écran est de D = 85 cm. Figure issue de Réf. [1].

L’allure de la figure de diffraction obtenue ici découle du fait qu’on a utilisé une poudre de graphite. Cela
revient a considérer qu’on a une assemblée de cristaux de graphites qui ont des directions aléatoires entre-
eux. Néanmoins, I'explication rigoureuse de la figure de diffraction est complexe et repose sur des concepts
de matiére condensée, voir Réf. [7, 8].

Avant d’expliquer ce phénomeéne, on peut déja en citer une application, concernant la microscopie.
En effet, on peut utiliser des faisceaux de particules pour venir sonder la structure de la matiere, avec
une longueur d’onde facilement ajustable en fonction de la vitesse incidente des particules (microscopie
a électrons ou a neutrons).

2.1.2 L’expérience de Shimizu, Shimizu et Takuma (1992)

L’expérience de Shimizu et al. [1, 9] consiste & préparer un nuage d’atomes froids de Néon & une
température de I'ordre de 1 mK piégé par des lasers, de sorte que les atomes soient quasiment au repos.
Le nuage est alors laché au-dessus de deux fentes S et So, comme representé sur la Fig. 2.1. On place
en dessous une plaque détectrice des électrons (chaque électron correspondant & un petit point noir).

On observe alors :

» qu’on peut localiser chaque atome sur la plaque a la fin de sa chute, et chacun a une trajectoire
différente des autres;

» un systeme de franges d’interférences analogue a celui observé en optique ondulatoire quand
on éclaire un dispositif de fentes d’Young par une radiation monochromatique (un laser par
exemple).

On retrouve la méme phénoménologie que dans I'expérience de Davisson et Germer, a savoir que les
corpuscules de Néon se comportent comme une onde. Il s’agit de la dualité onde-corpuscule.

On peut réitérer I'expérience en faisant tomber les atomes un par un cette fois-ci, et on obtient la
méme figure d’interférences quand on accumule plein d’atomes, ou quand on répete un grand nombre
de fois ’expérience avec un seul atome. Cela suggere que la position finale de 'atome est probabiliste,
et de cet aspect probabiliste émerge la nature ondulatoire de la matiére quand on répete un grand
nombre de fois une expérience. Par ailleurs, on peut directement « lire » sur I’écran la distribution de
probabilité P(z) qu'un atome soit a la position & (coordonnée transverse aux franges), qui correspond
au niveau de gris de la Fig. 2.1.

En outre, au-dela de I'aspect ondulatoire, ’existence de franges d’interférences empéche de
définir une trajectoire pour les atomes de Néon, autrement dit on ne peut pas les penser
comme des particules classiques. En effet, si ¢’était le cas, alors on pourrait séparer les atomes en
deux groupes indépendants : ceux qui sont passés par S7 et ceux qui sont passés par So. La probabilité

10
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FI1GURE 2.2 — Illustration du dispositif de Franck et Hertz. Un filament chauffe une cathode, qui émet
alors des électrons. Ces électrons sont accélérés jusqu’a 'anode a la tension U = Vj et
traverse la vapeur de mercure jusqu’a atteindre I’électrode de sortie (ou captage). Sur le
schéma U = 50V tandis que 6U = 1,4V. A droite est représentée I'évolution du courant
I en fonction de la tension U.

P(x) pourrait alors étre calculée simplement par :

Pl) = D@ = Pal). (2.2)

2
ot Py 2(x) désignent les probabilités d’étre en un point = de I’écran sachant que I’atome est passé par la
fente S7 ou So respectivement, et ot le facteur 1/2 vient du fait qu'un atome a la méme probabilité de
passer par I'une des deux fentes. Les distributions P; 2(z) peuvent étre aisément mesurées en bouchant
la fente complémentaire, et aboutit & une tache unique centrée sur le centre de la fente 2. Il est clair

que PEq. (2.2) n’est pas vérifiée.

2.1.3 L’expérience de Franck et Hertz (1914)

L’expérience [1, 2] consiste a accélérer un faisceau d’électrons sous une tension U variable de 'ordre
de la dizaine de volts puis a focaliser ce faisceau sur une vapeur de mercure, et enfin a mesurer le
courant I récupéré en sortie sur une plaque & une tension U’ = U — §U, ot U < U, voir Fig. 2.2.

On observe alors que :

» quand U est inférieure & une certaine valeur seuil Uy = 4,9V, le courant I en sortie est non nul ;

» quand U atteint Uy, le courant chute, et les atomes de mercure émettent un rayonnement de
longueur d’onde A = 253,7 nm.

Cela est la manifestation de l'interaction entre les électrons et les atomes de mercure. Quand U < Uy,
les électrons ont des collisions élastiques avec les atomes de mercure et ne perdent pas d’énergie. Par
contre quand U > Up, les électrons ont des collisions inélastiques avec les atomes de mercure, les
électrons cédant une partie de leur énergie aux atomes, et certains n’ont plus ’énergie nécessaire
pour atteindre 1’électrode de sortie. Cela suggere que les niveaux d’énergie dans la matiére sont
quantifiés, en particulier les électrons des atomes de mercure ne peuvent absorber qu'un quantum
d’énergie de 4,9¢eV. Cette énergie est alors réémise par ’atome de mercure sous forme d’un rayon-
nement électromagnétique. De facon générale, les spectres d’émission des lampes spectrales sont une
manifestation de la quantification de I’énergie dans la matiere.

A la fin de la phase d’accélération, en appliquant 1a encore le théoréme de 1’énergie mécanique a un électron,
on obtient, en supposant 1’électron initialement au repos :

EC71 —eU = 0. (23)

2. En réalité, on observe un systéme de taches de diffraction associé a la diffraction par une ouverture rectangulaire.
Ce systéme de franges est également observé dans le cas ou il y a deux fentes, et les franges d’interférences modulent
alors la figure de diffraction d’une unique fente.

11



Agrégation de Chimie : Mécanique Quantique 2021-2022

Apres le passage dans la vapeur de mercure, au niveau de la plaque de sortie, on obtient :

qu —eU 4+ edU = —FEabs,

(2.4)
Eer=eU — E,ps — edU,

ou FE,ps désigne ’énergie absorbée par la vapeur de mercure. Pour que ’électron atteigne 1’électrode de
sortie, il faut que Ec¢ > 0. Si U < Uy, Faps = 0 et I’électron arrive toujours sur 1’électrode de sortie. Par
contre, si Uy < U, alors il faut que U > Uy + U pour que 'électron atteigne 1’électrode de sortie car
E.ps = eUy. Le courant est donc minimal (théoriquement nul) pour Uy < U < Uy + 6U.

2.2 Le formalisme de Schrodinger

2.2.1 Le postulat de la fonction d’onde
Définition de la fonction d’onde

On peut faire plusieurs remarques a partir des expériences précédentes.

» Les expériences précédentes indiquent que la description quantique de la matiere, nécessaire pour
comprendre certains phénomenes, repose sur l'analogie avec les ondes. Cela suggére d’introduire
une onde qui permet de décrire une particule quantique.

» Par ailleurs, nous avons vu qu’en mécanique quantique, on ne peut plus décrire la particule par
une trajectoire, c’est-a-dire par la donnée & chaque instant de sa position r et de son impulsion
p. En effet, il faut maintenant avoir recours & un formalisme probabiliste.

» Enfin, nous avons vu de nombreuses analogies entre les particules quantiques et I'optique ondu-
latoire, dont ’objet de base est 'amplitude de vibration de la radiation lumineuse.

L’ensemble de ces constats ameéne au premier postulat de la mécanique quantique, qui
concerne la description d’une particule en termes de fonction d’onde.

Premier postulat

La description compléete de 1’état d’une particule de masse m dans l’espace a l'instant ¢ se
fait au moyen d’un champ scalaire complexe ¢ (r,t), appelé fonction d’onde et qui correspond a
I'amplitude de probabilité de la particule a la position r a 'instant ¢.

La probabilité élémentaire de trouver la particule a l'instant ¢t dans un volume dr entourant le
point 7 est :

dP(r,t) = p(r,t)dr = [¢(r,t)[>dr, (2.5)

ou p(r,t) désigne la densité volumique de probabilité de présence.

On notera de fagon importante que la particule n’est plus comme en mécanique classique définie par
sa trajectoire, c’est-a-dire par une fonction ¢t € R — r(t) € R%, ou encore par la donnée de d fonctions
du temps. Ici, elle est caractérisée par un champ complexe, c’est-a-dire par (r,t) € R xR — (r,t) €
C. Autrement dit, a ¢ fixé, la particule quantique est décrite par un nombre infini de complexes, alors
qu’en mécanique classique, un nombre fini de nombres réels suffit.

Propriétés de la fonction d’onde

La condition de normalisation de la distribution de probabilité P(r,t) s’écrit alors :

///rev dr|y(r, t)|> = 1, (2.6)

ou V désigne le volume accessible a la particule.
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On verra par la suite que la fonction d’onde vérifie une équation aux dérivées partielles, I’équation de
Schrodinger. Sa solution est alors le plus souvent définie & une constante multiplicative pres, qui est fixée
par la condition de normalisation.

Par ailleurs, il découle de I’équation précédente une autre propriété de la fonction d’onde. En effet,
’équation précédente indique que la fonction d’onde est un champ homogéne a L~%2 ou L
désigne la dimension d’une longueur, et d le nombre de dimensions d’espace (usuellement d = 1 dans
les problémes rencontrés).

Une autre propriété importante de la fonction d’onde est d’étre déterminée a une phase globale prés.
Autrement dit, si ¢ (r, t) décrit une particule alors e (7, t) avec a une constante réelle, décrit la méme
particule. Cela vient du fait que la seule grandeur physique qui ait un sens et qui soit mesurable est
la distribution de probabilité donnée par 'Eq. (2.5).

On pourrait penser qu’on peut prendre a(r, t) comme étant un champ scalaire réel quelconque, cela laissant
toujours invariant la probabilité de présence de la particule. Cependant, si ¢ (7, t) est solution de I’équation
de Schrodinger, alors il n’y a aucune raison que e“"("’t)w(r, t) le soit si a(r,t) n’est pas un champ constant.

2.2.2 Mesures et observables
Définition probabiliste

Comme rappelé précédemment, en mécanique quantique, on doit abandonner la notion de trajec-
toire, car la position de la particule ne peut pas étre connue exactement. Autrement dit, il
existe une indétermination fondamentale quant a la position d’une particule.

En mécanique quantique, on ne peut donc raisonner qu’en termes de probabilité si on effectue une
seule expérience, ou en termes statistiques si on effectue un grand nombre de fois I’expérience. Pour
simplifier, on se place a une seule dimension x d’espace dans un domaine D. On peut alors s’intéresser
a la valeur moyenne de la position = de la particule

(2)(t) = / _ daalia P (2.7)

ou encore a son écart-type Ax, qui traduit I'incertitude typique sur sa position

(Az)* (t) = () (t) — (2)2(1) =/ dea?[y(z, t)* — (2)*(t). (2.8)
€D

Attention, cette incertitude est différente de celle d’'un appareil de mesure qu’on rencontre en phy-
sique classique. Il s’agit davantage d’une indétermination fondamentale quant & la possibilité de loca-
liser une particule dans ’espace.

D’un point de vue probabiliste, les Eq. (2.7) et (2.8) indiquent qu’a un instant ¢ donné, la particule
se trouve typiquement autour de la position (x)(¢) avec une incertitude typique Az(¢). D’un point de
vue statistique, elles indiquent que si on réalise un grand nombre de fois ’expérience, on trouvera les
particules positionnées autour de (z)(t) avec une dispersion typique des points de mesure de lordre
de Ax(t).

Lien entre la fonction d’onde et les orbitales en chimie

Cette vision probabiliste en mécanique quantique associée aux fonctions d’onde est quelque chose
qu’on retrouve également en chimie quantique, ol on définit les orbitales atomiques. On représente
alors dans l’espace les surfaces ou la probabilité de présence d’un électron est égale a un certain
seuil, conventionnellement fixé & 90 % [10], voir Fig. 2.3. Les domaines délimités par ces surfaces
correspondent alors a une forte probabilité de présence de 1’électron autour du noyau.
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Nodal
plane ‘

3dxz‘yz

FIGURE 2.3 — Représentation des premieres orbitales réelles pour un atome hydrogénoide. La couleur
indique le signe de la fonction d’onde. Les nceuds correspondent a une annulation de la
probabilité de présence de 1’électron.

Parfois, on ne tient compte dans la représentation que de leur variation angulaire, sans tenir compte de
I’évolution de la probabilité de présence avec la distance au noyau. On parle alors d’harmoniques sphériques.

Modéle de Bohr et ses limites (TD)

Le modele de Bohr a été introduit en 1913 afin de proposer un modele de 'atome ad hoc cohérent
avec 'observation des spectres de raies d’émission des étoiles et lampes spectrales. Dans le cas de
latome d’hydrogene, il fait les hypotheses suivantes [6] :

» ’électron a une trajectoire circulaire autour du noyau sur laquelle il ne rayonne pas d’énergie;

» l'électron échange de I’énergie avec 'extérieur sous forme de lumiere quand il change de trajec-
toire circulaire ;

» le moment cinétique orbital de I’électron est quantifié, et ne peut prendre que des valeurs discretes
|Lon|| =nh (neN¥). (2.9)
1. Rappeler pourquoi on peut considérer que 1’électron a une trajectoire circulaire autour du noyau,

de rayon 7, et de vitesse (en norme) wv,.

2. Calculer 7, et v, en fonction n, i, e (charge électrique élémentaire), g, et me (masse de I’élec-
tron). Montrer que 7, = n2ag ou ag désigne le rayon de Bohr qu’on exprimera en fonction des
données du probleme et qu’on évaluera numériquement.
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3. Calculer I’énergie mécanique FE, de I’électron sur 'orbite n et montrer qu’elle se met sous la
forme

E,=——2 (2.10)

ou Ry est le Rydberg qu’on exprimera numériquement et qu’on évaluera numériquement.

4. Expliquer la série de raies de ’atome d’hydrogene, ou les longueurs d’onde vérifient

1 ( 1 1 )
- x| —-—], (2.11)
A n?  n3

ou ni et ny sont des entiers naturels.

5. Quelles sont les longueurs d’onde dans le visible pour les séries de Lyman (n; = 1) et de Balmer
(n1 = 2) ?

1. En mécanique classique, on peut considérer que dans le référentiel du proton, ’électron subit uni-
quement la force électrostatique exercée par le noyau qui est une force centrale. On en déduit alors
que le mouvement est plan, et que le moment cinétique est conservé. Par ailleurs, parmi les solu-
tions du mouvement d’une particule dans un champ de forces central, il existe bien une solution qui
correspond a une trajectoire circulaire.

2. Pour une trajectoire circulaire, 'accélération radiale est connue et vaut —v2 /r,,. En appliquant la
deuxiéme loi de Newton a l’électron, on obtient :

v2 e?
e, T dmegr2’
n 0 n
5 (2.12)
9 e
TRl = ————.
T Aregme
Par ailleurs, le moment cinétique s’exprime sous la forme
nh
Lo vl = mernvn = nh <= rpv, = —. (2.13)
Me
En combinant les deux équations précédentes, on aboutit alors a :
2 2
e dmegh
rp = n? = n?a. (2.14)

" dweghn’ mee?

L’équation précédente définit le rayon de Bohr ag = 0,53 A.

3. On calcule alors I’énergie mécanique de 1’électron qui est elle aussi conservée car la force d’interaction
électrostatique est conservative. On obtient alors

1 e? m e? 2
E, = —mev? — =—— . 2.15
gMeln dregry 2n? (47rsoh) (2.15)

L’équation précédente définit alors le Rydberg qui vaut Ry = 13,6 eV. Pour rappel, 1eV = 1,6 x 10719 J
est I’énergie d’un électron sous une tension de 1V.

4. Dans I'hypotheése de Bohr, il y a émission d’une radiation lumineuse quand il y a un transfert
d’orbitales (d’indices n; et ny) de I’électron. Cela correspond alors & une variation d’énergie :

1 1

Cette énergie est alors émise sous la forme d’une onde électromagnétique, ou encore sous la forme
d’un photon d’énergie AE = hv = hc/A, ol v et A représentent respectivement la fréquence et la
longueur d’onde de 'onde électromagnétique correspondante, soit finalement :

1 Ry/1 1
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5. Pour la série de Lyman (n; = 1), toutes les radiations sont dans le domaine de 'UV. Par contre,
pour la série de Balmer (ny = 2), on a une raie & A = 659nm (ny = 3), une & A = 488 nm (ny = 4),
une autre a A = 436 nm (ng = 5), et une derniere & A = 412nm (ny = 6). Les autres seront également
dans I'UV.

Cependant, la description de ’atome par Bohr est classique et repose sur le concept de trajectoire qui
disparait en mécanique quantique. La description de 1’électron reviendrait donc a résoudre 1’équation
de Schrédinger, ce qui est un probleme difficile [4].

Par ailleurs une critique majeure qu’on peut faire a ce modele concerne '’hypothese de trajectoire cir-
culaire. En effet, ’électron ayant une trajectoire circulaire, son accélération est non nulle, et il rayonne.
Autrement dit, il perd de I’énergie et devrait alors s’écraser sur le noyau, impliquant I'impossibilité de
I’existence de la matiere telle qu’on la connait. En fait, on peut expliquer pourquoi I’électron ne tombe
pas sur le noyau a partir d’'un argument simple de la mécanique quantique, comme nous le verrons
plus loin.

2.2.3 L’équation de Schrodinger dépendant du temps
Enoncé

Une fois qu’on a introduit I'objet de base qui décrit une particule de masse m, a savoir la fonction
d’onde ¢ (r,t), il faut maintenant se donner sa loi d’évolution. Cela constitue le second postulat
de la mécanique quantique, qui concerne 1’évolution dans ’espace et dans le temps de la fonction
d’onde.

Second postulat

Pour une particule de masse m évoluant dans un champ d’énergie potentielle V(r,t) (couram-
ment appelé potentiel), la fonction d’onde ¥ (r, t) vérifie I’équation de Schrodinger dépendant du
temps

9 2
maif(r,t) = o AG(r, 1)+ V() ), (2.18)

ou A désigne le laplacien, et ol & est une constante fondamentale de la physique appelée constante
de Planck réduite.

Par analyse dimensionnelle, on observe que la constante i est homogéne a un moment cinétique
et s’exprime donc en kg-m?-s~! dans les unités du systéme international, ou encore en J-s (et non pas
J-s71). On introduit également la constante de Planck h = 27h, et qui est fixée par convention afin
de définir le kilogramme :

h =6,62607015 x 10734 J-s. (2.19)

Cela donne alors une estimation de la constante de Planck réduite : i ~ 1,054 x 10734 J-s. Il est utile
de retenir une valeur approchée de ces deux constantes.

On rappelle I'expression du laplacien en coordonnées cartésiennes (z,y, z) :

0% 0% 0%
A¢($7y’3,t) - w(x7yazvt) =+ aiyg('rayvzat) + @(x,y,z,t). (220)

On notera 14 encore de facon importante que I'Eq. (2.18) est ’analogue de la seconde loi de Newton.

Propriétés

On énonce dans ce paragraphe plusieurs propriétés de I’équation de Schrodinger.

En premier lieu, on remarque que ’équation de Schrodinger est une équation aux dérivées partielles
faisant intervenir une dérivée premiére par rapport au temps (avec un préfacteur imaginaire pur), et
des dérivées secondes par rapport a I’espace. Cela indique que si la fonction d’onde est connue a ¢ = 0,
alors on pourra en déduire I’état de la particule a un instant ¢t > 0 quelconque.
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FEn second lieu, on notera que I’équation de Schrodinger est linéaire, et vérifie donc le principe
de superposition. En d’autres termes, si ¢1(r,t) et ¥o(r,t) sont des solutions de I'Eq. (2.18),
alors la fonction d’onde (7, t) = a191 (7, t) + aha(r, t) sera également solution de 1’équation de
Schrodinger.

En troisiéme lieu, on voit que I'Eq. (2.18) fait intervenir I’énergie potentielle V (7, t) qui est a priori
définie a une constante additive pres. En réalité, on peut montrer que l’ajout d’une constante au
potentiel ne fait que multiplier la fonction d’onde par un facteur de phase global qui dépend du temps,
et qui donc ne change pas lexpression de la densité de probabilité de 1'Eq. (2.5), qui est la grandeur
physique mesurable.

On note ¢ (r, t) une solution de ’équation de Schrédinger. On remplace maintenant dans I'Eq. (2.18) V (r, t)
par V/(r,t) = V(r,t) + V (ou Vp est une constante réelle) et on en cherche une solution ¢’ (r,t) :

. a/lpl 52 / ! !/

ith——(r,t) = ——AY'(r,t) + V(r,t) (v, t) + Vo' (r, t). (2.21)

ot 2m

Voulant montrer que la distribution de probabilité est inchangée, cela suggere de chercher la solution sous
la forme v/ (r,t) = e**®y)(r,t), ot a(t) ne dépend que du temps. Cela est naturel dans la mesure ot on
ajoute une quantité uniforme dans I’espace a I’énergie potentielle. En insérant cette forme dans I’équation
précédente, et en simplifiant par e?“®) | on obtient

2
i %Tf(r’t) + Z-%‘;‘(W(r,t) = —Q%Aw(r,t) + V(r, t)p(r,t) + Vo (r,t). (2.22)

On utilise alors I'Eq. (2.18) et on aboutit &, en simplifiant par ¥ (r,t),

da
— h—(t) = Vp, 2.23
(1) = Vo (2:23)
ou encore en intégrant a(t) = —(Vy/h)t & une constante additive prés, qu’on peut prendre nulle en transla-

tant I’origine des temps. Finalement, cela prouve que lorsqu’on translate ’origine des énergies potentielles,
cela multiplie la fonction d’onde par un facteur de phase global : ¢/ (r,t) = (r, t)e~*Vot/?  Cela laisse donc
inchangée la distribution de probabilité de présence : |1 (7, t)|> = [¢' (v, t)|2.

En dernier lieu, on peut montrer que I’équation de Schrodinger est bien compatible avec la norma-
lisation de la fonction d’onde, voir Eq. (2.6). Plus précisément, la quantité Z(t) = MJ.cy drlao(r, t)|?
est une constante au cours du temps. Ainsi si la fonction d’onde est normalisée a t = 0, elle le sera
a tout temps. Nous faisons la preuve, car elle nous servira par la suite a définir un champ vectoriel,
appelé le courant de probabilité. On peut faire la preuve dans le cas général, mais il est plus commode
de procéder avec une seule dimension d’espace x dans un domaine D. On calcule la dérivée temporelle
de Z (en notant avec une étoile le complexe conjugué) :

= 4 ( / . daly (.0

. d .
—ih </z€D dap(a, t)) (x,t)) , (2.24)
B /xep i (10,0 (2.0 + o 00 (,0)]

On utilise alors I’équation de Schrodinger sous sa forme originale, et en la passant au complexe conju-
gué :

h2 82¢*
T 2m 0a2

(z,8) + V(z, v (2, 1). (2.25)
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En réinjectant équation précédente et 'Eq. (2.18) dans le calcul de la dérivée de Z, on obtient :

2 2
ihg(t) = /GD dz H 0 Q’Zj(x t)+ V(x, t)w(az,t)} ¥ (x,t)

dt 2m, da2
2 92,/%
_¢(x,t){ f aawz (@) + V(z, t)w*(x,t)H , (2.26)
h2 aZw 82’¢*
:_% e di‘ |f9 2($ tW (ﬂj‘,t)—'d]( )a 2(33‘,t)‘|.

On procede alors par intégration par parties en supposant que la distribution de probabilité de présence
s’annule a l'infini (ce qui permet d’annuler les termes intégrés de bords). On obtient alors (attention
au changement de signe quand on réalise I'intégration par parties) :

o o* o oY*

%(t) - —% [ [ax(:v,t)ax(x,t) RPNk (x,t)} _o. (2.27)

2.2.4 Courant de probabilité

Dans cette section, on définit le courant de probabilité, qui constitue un champ de vecteurs
décrivant le transport de la probabilité de présence d’'une particule quantique dans I’espace, ou encore
de I'énergie. Le calcul précédent a montré la relation suivante :

ih

="/

2 2 2,/ %
dz t d d [?’«) Téj(m t*(z,t) — w(:c,t)aa;/; (m,t)] , (2.28)

ou encore

1 52 2 1%
i(/epdxwu,w@ _ 27’;/ dz la O (" (1) —1/1(x,t)68;g(:c,t)] ,

% dam{a% 05| @)

(2.29)

On peut alors généraliser a un nombre quelconque d de dimensions d’espace pour aboutir a

I (/// drli(r,t |2> /// drv - J(r,t), (2.30)

ou J(r,t) est un champ de vecteurs appelé courant de probabilité, qui s’écrit

J(r,t) = ~ % [V (r, )V (7, t) — p(r, t) V™ (r, t)]. (2.31)

L’Eq. (2.30) correspond a I’équation de conservation globale de la normalisation de la dis-
tribution de probabilité de présence de la particule quantique, ou encore a 1’équation de
conservation de ’énergie. Le courant de probabilité est donc ’analogue du vecteur de Poynting en
électromagnétisme.

2.2.5 L’équation de Schrodinger stationnaire

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au cas particulier ol le potentiel est indépendant du temps, soit
V(r).
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Définition d’un état stationnaire

Une maniére commode de résoudre I’équation de Schrodinger consiste a chercher les solutions
stationnaires de la forme

P(r,t) = o(r)g(t) (2.32)

ol (7) est un champ complexe qui ne dépend que des variables d’espace, et ¢(t) une fonction complexe
du temps.

On remarquera qu’a la différence d’une onde stationnaire en physique des ones qui s’écrit comme le produit

d’une fonction d’espace réelle par une fonction du temps réelle, ici la fonction d’onde de I'Eq. (2.32) s’écrit
comme le produit d’une fonction d’espace complexe par une fonction du temps complexe elle-aussi.

En injectant 1'Eq. (2.32) dans la condition de normalisation de la fonction d’onde, on obtient

[ artotror = a7 [Jf ariotr 05

Cela étant vrai a tout temps ¢, cela impose que |g(t)| est une constante qu’on peut prendre égale a 1
[il suffira de normaliser ¢(7)]. On en tire donc que pour que la fonction d’onde soit normalisée, il faut

que
///rev dr|p(r,t)* = 1. (2.34)

Par ailleurs, un état stationnaire d’un systéme quantique s’écrit sous la forme :

W(r,t) = o(r)e®®, (2.35)

ol a(t) est une fonction réelle.
Dans un état stationnaire, on tire également que :

» la densité de probabilité de présence de la particule p(r) = |p(r)|? est indépendante du temps;
» & fortiori, la position moyenne, ainsi que son indétermination, sont indépendantes du temps;

» le courant de probabilité est aussi indépendant du temps, et s’écrit

J(r) = 5—[¢"(r)Vo(r) — o(r)Ve'(r)]. (2.36)

2m

Solution stationnaire de I’équation de Schrodinger

On cherche maintenant une solution de la forme de I'Eq. (2.35) a 'équation de Schrodinger. On

obtient alors

da e hQ e 1o
~hip(r) L0 = D Ap(r)e O 4V (r)p(r)e®,

da 712 Ap(r
pd0y = J AT Ly,

dt 2m o(r)
Le membre de gauche ne dépend que du temps, tandis que celui de droite ne dépend que de I’espace.
On en déduit donc que ces deux quantités sont égales a une constante E réelle, qui par analyse

dimensionnelle, a la dimension d’une énergie. L’équation temporelle se réécrit donc

(2.37)

da
— ha( )=F, (2.38)

soit a(t) = —(E/h)t a une constante additive pres, qu’on peut prendre nulle car cela revient & multiplier
la fonction d’onde par une phase globale.
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Les états stationnaires de 1’équation de Schrodinger s’écrivent sous la forme

W(r,t) = o(r)e B (2.39)

ot E une constante réelle qui a la dimension d’une énergie, et ou () est un champ complexe
qui vérifie ’équation de Schrédinger indépendante du temps

2
— o Ap(r) + V(r)p(r) = Bg(r) (2:40)

L’Eq. (2.40) s’appelle aussi équation aux valeurs propres car 'opérateur différentiel intervenant
dans le membre de gauche est ’'Hamiltonien du systéme, c’est-a-dire un opérateur linéaire [vis-a-vis
de ¢(r)] dont on cherche les valeurs propres E et les vecteurs propres ¢(r) dans un espace vectoriel
de dimension infinie, & savoir celui des fonctions a valeurs complexes normalisables.

On peut montrer que E correspond a ’énergie totale de la particule, qui est donc constante. On
retiendra donc que les états stationnaires de I’équation de Schrodinger sont des états d’éner-
gie fixe. L’énergie F de ces états est reliée a la pulsation w de la fonction d’onde stationnaire par la
relation de De Broglie-Planck-Einstein

E = hw = hy, (2.41)

ou v = w/(2m) est la fréquence d’oscillation de la fonction d’onde. Il faut se rappeler que cette relation
n’est valable que pour des états stationnaires. On verra que cette relation est également vérifiée
par le photon dans la description corpusculaire du rayonnement.

Conditions aux limites

La fonction d’onde spatiale ¢(7) est solution de I’équation de Schrodinger indépendante du temps,
voir Eq. (2.40). Cette derniére admet cependant un nombre infini de solutions. Le choix de la bonne
solution pour un probleme donné dépend des conditions aux limites. On admet donc les propriétés
suivantes de continuité/conditions aux limites :

1. elle tend vers 0 quand ||r| — +00;
2. la fonction ¢(r) est continue dans tout 1'espace;

3. la dérivée premiere V(r) est continue en tout point ou le potentiel ne présente pas de discon-

tinuité d’amplitude infinie.

Le premier point résulte de la condition de normalisation, voir I'Eq. (2.34). Le second élément est
la conséquence du troisitme. Quant a celui-ci il se démontre en supposant que V(r) présente une
discontinuité finie. Pour simplifier, on considére une seule dimension d’espace x, et on suppose que le
potentiel présente une discontinuité finie en # = xq avec V(z — x5) = V_ et V(z — 2§) = V4. On
considere alors € > 0 et on intégre 'Eq. (2.40) entre zg — € et g + € :

xo+e 2 32 xo+e
[ [—;nj;g(az)—FV(x)go(ﬂl —B [ dapla)

0—¢ .- . Ioigs (2.42)
g Lm0 9~ oo =) = [ " aw(E V@)

Quand on fait tendre ¢ vers 0, le membre de droite tend vers 0 car la discontinuité de V(z) est finie et
que @(x) doit étre normalisable, ce qui 'empéche de diverger. Ainsi, le membre de gauche tend vers
0, ce qui indique que la dérivée premiere de ¢(x) est continue.
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Attention, en présence d’une discontinuité infinie du potentiel, la fonction d’onde reste continue, mais sa
dérivée ne l'est plus. Par ailleurs, on rappelle que la continuité de la dérivée premiere du potentiel est
équivalente a celle du courant de probabilité.

2.3 La particule libre

2.3.1 Relation de dispersion
Calcul de la relation de dispersion

Dans cette section, on s’intéresse a la particule libre, c’est-a-dire évoluant en l'absence d’aucune
force extérieure, ou encore dans un potentiel V(r,t) constant qu’on peut prendre nul par translation
de l'origine des énergies potentielles. La fonction d’onde (r,t) vérifie alors I’équation de Schrédinger
pour une particule libre

oY h?
ih—(r,t) = ——A t). 2.4
thp (r,t) = =5~ Ay(r,t) (2.43)
11 s’agit d’une équation d’ondes, dont on cherche les solutions (comme souvent) sous la forme d’une

Onde Plane Progressive Quasi-Sinusoidale (OPPQS)
Y(r,t) oc efr=wt) (2.44)

oll w est un réel et k = k’ + 1k’ est un vecteur & composantes complexes, de partie réelle k’ et de
partie imaginaire k”.

Rappel sur la physique des ondes [11]

En physique ondulatoire, la partie réellle de k est associée aux propriétés propagatives de I'onde, en
particulier la vitesse de phase s’écrit v, = wk’/k’?. La partie imaginaire est liée a 'atténuation de l'onde,
avec une longueur typique d’atténuation 1/ ||k”||. On rappelle enfin que la relation de dispersion correspond
a la relation w(k) pour une OPPQS solution de ’équation d’ondes. De cette derniére, on tire la vitesse de
groupe vg = Visw(k).

En injectant 'Eq. (2.44) dans 'Eq. (2.43), on obtient qu’une OPPQS est solution de I’équation de
Schrédinger pour une particule libre si

hk?
Hoo = —

=5 (2.45)

Il s’agit de la relation de dispersion des particules libres.

Etats stationnaires de la particule libre

En mécanique quantique, les OPPS sont les états stationnaires des particules libres. A I'inverse,
en physique des ondes, les OPPS et les états stationnaires forment deux bases indépendantes sur
lesquelles développer la solution d’une équation d’ondes.

Propriétés

On peut tirer plusieurs conséquences de ’équation précédente. En premier lieu, le vecteur k est a
composantes réelles, ou encore k” = 0 car w est réel. Autrement dit, la propagation de la particule
libre se fait sans atténuation, ce qui est cohérent avec l'intuition. En résumé, les OPPQS solutions
de I’équation de Schrédinger libre sont des OPPS appelées ondes de De Broglie.

En second lieu, on peut obtenir la vitesse de phase des OPPS solutions de I’équation de Schrédinger
libre :

ik

v =g (2.46)
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On notera que la vitesse de phase dépend de k, ou de facon équivalente de w. Cela indique que la
propagation des ondes de matiéere libres est dispersive.

En troisiéme lieu, on peut calculer la vitesse de groupe associée aux OPPS, qui décrira la vitesse de
propagation de l'information ou de I’énergie, c’est-a-dire des paquets d’ondes construits & partir des
OPPS (voir plus loin) :

hk
vg = = 20 (2.47)

Cette vitesse de groupe est différente de la vitesse de phase, car la propagation est dispersive. De plus,
cette vitesse de groupe est I’équivalent quantique de la vitesse v classique de la particule (car c’est
elle qui porte I'information). En d’autres termes, cela signifie que I'impulsion de la particule quantique
libre de masse m s’écrit

p = hk. (2.48)

L’équation précédente se réécrit autrement en introduisant la longueur d’onde A = 27/ ||k|| de 'onde
de De Broglie :

h

A=
Ip|

(2.49)

Il s’agit de la longueur d’onde de De Broglie associée a la particule quantique libre. Ce résultat est en
accord avec I’expérience de Davisson et Germer, qui indiquait que A o< 1/ ||p||.

L’Eq. (2.49) donne alors un critere objectif pour déterminer si les effets quantiques sont pertinents
dans 1’étude d’un systeme. En effet, ces derniers seront sgnificatifs si la longueur d’onde A est
supérieure ou égale en ordres de grandeur aux distances caractéristiques du probléme.

Ce type de raisonnement est cependant a prendre avec des pincettes, car la longueur d’onde de
De Broglie n’est valable que pour une particule libre, c’est-a-dire dans un espace infini et
en ’absence de tout potentiel d’interaction.

Par exemple, dans le modele de Bohr de 'atome d’hydrogeéne, et pour n =1, on a r,, = ag = 0,53 A, tandis
que v, = e%/(4megh) = 2,2 x 105m-s~1, soit A = 0,33 A. La longueur d’onde de De Broglie est donc de
Pordre de la distance noyau-électron, ce qui indique qu’un traitement quantique du probléme est nécessaire.

En quatriéme lieu, on peut calculer le courant de probabilité associé a ’OPPS qui s’écrit
(1) = () = o, D X vg = p(r, g, (2.50)

Le courant de probabilité prend alors une forme usuelle, c’est-a-dire le produit de la densité de probabi-
lité de présence de la particule quantique (premier terme en |1/ (r, t)|?|] par une vitesse [en I'occurrence
ici la vitesse de groupe vg qui est la vitesse de propagation de l'information, en 'occurrence ici la
probabilité de présence de la particule quantique).

En dernier lieu, en injectant P'Eq. (2.48) dans la relation de dispersion, on obtient de maniére
équivalente que

hw=-——=EF, (2.51)

ou F désigne énergie totale (qui se résume ici & I’énergie cinétique) de la particule. On retrouve la
relation de De Broglie-Planck-Einstein, car les OPPS sont des états stationnaires de ’équation
de Schrédinger.
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2.3.2 Retour sur les interférences d’ondes de matiére

Nous avons présenté au début de ce chapitre I'expérience de Shimizu et al., qui montre ’apparition
de franges d’interférences avec un nuage d’atomes froids de Néon (voir Fig. 2.1). Cela peut alors
s’expliquer & partir des résultats du paragraphe précédent, ce qui constitue une validation des postulats
de Schrédinger.

Tout comme en optique ondulatoire, les deux fentes d’Young constituent des sources secondaires qui
émettent des ondes de matiére. A grande distance des fentes, on peut assimiler les fronts d’onde a des
plans et considérer que les atomes sont caractérisés par une fonction d’onde de la forme de 1'Eq. (2.44).
On note alors ¥ (r,t) et ¥o(r,t) les ondes de matiére émises par les deux fentes, qui s’écrivent :

2w S, M )

_—— 2.52
N 1S.M] (2:52)

1/1n(7“7t) x ei(kn.r—wt) (k:n —
ou M désigne un point sur 'écran, et » = OM avec O le milieu de [S1S2] dans le plan des fentes.
L’amplitude de probabilité de présence vérifiant le principe de superposition, la fonction d’onde totale
des atomes de Néon s’écrit & grande distance des deux fentes :

(r,t) oc i (r,8) + o(r, 1) oc e [ehr 4 ethar ], (2.53)

Finalement, la densité de probabilité de présence au point M sur I’écran par unité de volume
s’obtient par la relation

p(’l‘,t) = "‘p(rvt)‘Z X

et est similaire a la formule de Fresnel pour les interférences.

Dans le cas de 'expérience de Shimizu et al., on peut estimer I'interfrange i a partir de la formule
classique des fentes d’Young i = AD/a, ou A désigne la longueur d’onde de De Broglie (voir les notations
de la Fig. 2.1). Pour estimer la longueur d’onde de De Broglie, nous avons besoin d’estimer la vitesse
typique des particules. Nous utilisons la vitesse moyenne thermique proportionnelle a /kgT/m [12],
en supposant que le nuage d’atomes froids est a 1’équilibre thermique, et que la distribution des vitesses
vérifie la loi de Maxwell-Boltzmann, ou kg désigne la constante de Boltzmann et T la température
absolue. On aboutit finalement a

h h h h
A== = = : 2.55
Pl miol ~ myarkeTim  2rmikeT (2.55)

. L2
ef1r 4 etk2T|" o 901 4 cos[(ky — ka2) - 7]}, (2.54)

ou le facteur 27 est purement arbitraire. L’équation précédente définit la longueur d’onde ther-
mique de De Broglie. Dans le cas des atomes de Néon, cela donne finalement A = 17nm suffisant
pour observer des interférences.

On notera que les effets quantiques a ’équilibre sont d’autant plus importants que la température 71" et la
masse m des particules diminuent, car cela a tendance a augmenter la longueur d’onde thermique de De
Broglie.

2.3.3 Paquets d’onde
Définition

Plus t6t, nous avons établi que ’équation de Schrédinger libre admettait un nombre infini de so-
lutions, & savoir les OPPS de I'Eq. (2.44) qui vérifiaient la relation de dispersion de I'Eq. (2.45).
Cependant, une OPPS seule n’est pas normalisable, et ne correspond donc pas a une fonction d’onde
acceptable pour décrire une particule quantique libre. En vertu du principe de superposition, on

cherche une fonction d’onde normalisable sous la forme d’une superposition d’OPPS, qu’on appelle
un paquet d’ondes :

dk / 5 e hk? dk (Lo
r,t) = ki dw a(k,w eilkr—wt)s ("™ ) /// alk)et®r w(k)t)’
virt) //%Rd @) s 2 A ( 2m> eera 2my? “F)

(2.56)
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ou a(k,w) est Pamplitude complexe associée a ’'OPPS de vecteur d’onde k et de pulsation w, ou la
fonction de Dirac sélectionne les OPPS qui vérifient la relation de dispersion. Par la suite, on suppose
qu’on somme uniquement sur les OPPS qui sont solutions de 1’équation de Schrédinger, et on note
a(k) = a(k,w(k)), ot w(k) désigne la relation de dispersion donnée par I'Eq. (2.45). Par ailleurs, on
peut vérifier que la fonction d’onde de ’'Eq. (2.56) est normalisée si 'amplitude elle-méme Dest, i.e.,

///kew dk la(k)? = 1. (2.57)

Propagation d'un paquet d’ondes quasi-sinusoidal

Nous allons par la suite faire ’hypotheése quasi-monochromatique (ou quasi-sinusoidale) en suppo-
sant que a(k) est centré sur un nombre d’onde central kg avec une largeur typique dk < ||kol|. Pour
simplifier, nous allons nous contenter d’une seule dimension d’espace, et remplacer les vecteurs par des
scalaires. Enfin, nous ferons 'hypotheése que 'amplitude a(k) est réelle, qu’on peut prendre positive
par changement de la phase globale de la fonction d’onde.

On fait alors un développement limité de I'argument de I’exponentielle dans 1'Eq. (2.56) a lordre 2
en k — kg pour aboutir a

k-r—w(k)t=kr—wk)t,

w — 2 2w
= koz + (k — ko) z — [w(ko) + (k — ko) jﬁk(ko) + (k:;/io)im(%) 2 (2.58)
= ko — wlko)t + (k — ko) (z — vglko)t) — 3 (k — ho)? %(ko)t,

ou nous avons introduit la vitesse de groupe v,. Le paquet d’ondes s’écrit donc sous la forme, apres
changement de variable 0k = k — ko,

Y(x, t) = eltkor—wlko)) /(;k ) (12;;: a(ko + (Sk)eif”f(ﬂl?—vg(/’fo)f)e—(i/2)5/’€2v£§(lfo)t7 (2.59)
€

ol nous avons noté avec un prime la dérivée de la vitesse de groupe par rapport a k.

Au premier ordre en Jk, on peut négliger le dernier terme exponentiel, et la fonction d’onde de la
particule peut alors se réécrire comme le produit d’un terme exponentiel oscillant qui se propage a la
vitesse de phase v, (ko) et d'une enveloppe A(x — vg(ko)t) qui se propage a la vitesse de groupe vg(ko)
sans se déformer, ou

dok 10ku
Au) = / —— a(ko + ok)e™™. (2.60)
skeR 2T

Cette enveloppe est maximale quand u = 0, ou encore quand = = vg(ko)t. Cela illustre bien que le
pic du paquet d’ondes se propage a la vitesse de groupe. Par ailleurs, cette amplitude représente la
somme de différentes OPPS, qui résulte de 'interférences de toutes ces dernieres. Elle s’annulera donc
quand les OPPS seront déphasées entre-elles, c’est-a-dire, par exemple, quand les OPPS pour dk =0
et 6k = Ak seront déphasées de m. Cela indique donc que si u > w/Ak, alors I'enveloppe du paquet
d’ondes s’annulera. Ainsi extension typique du paquet d’ondes est Ax o« 1/Ak. Physiquement, cette
extension du paquet d’onde correspond a la variance de la position de la particule quantique, ou encore
a 'indétermination quant a la mesure de sa position vue précédemment. Nous y reviendrons par la
suite lorsque nous discuterons le principe d’indétermination de Heisenberg. On termine par mentionner
que la propagation des ondes libres est dispersive, avec la vitesse de phase inférieure a la vitesse de
groupe : on parle alors de dispersion anormale.

Etant donné que lextension du paquet d’ondes est Az o« 1 /Ak, on constate que plus Ak augmente, plus
Ax diminue. Or, pour une onde plane p = fik, et donc plus I'indétermination sur 'impulsion augmente, plus
celle sur la position diminue. Cela sera formalisé plus loin par le principe d’indétermination de Heisenberg.
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FIGURE 2.4 — Propagation d’un paquet d’ondes décrivant une particule quantique libre pour a(k)
gaussien de la forme a(k) = (77Ak:2)71/2 e~ (k=k0)?/(2AK)? avec ky = 1ua, Ak = 0,3 ua,
ainsi que 7 = lua et m = 1ua. Les paquets d’ondes sont représentés de gauche a droite
pour t = Oua, 50 ua et 150 ua.

Au second ordre maintenant, on peut voir le terme supplémentaire comme une correction, ou encore
une indétermination, quant a ’expression de la vitesse de groupe :

eiék(x—vg(ko)t)e—(i/2)5k2vfg(ko)t _ eiék(m—vg(k)t) (261)

)

ot vg (k) = vg(ko) + %kv{g(k:o). Il en résulte alors une indétermination plus grande quant & la position de
la particule quantique, qui est indépendante de I’étalement initial du paquet d’ondes Az(0) o< 1/Ak.
Par la formule de propagation des incertitudes, on aboutit a

Az(t)? = Az(0)? 4 (Avgt)?, (2.62)

ot Avg = vg(k) —vg(ko) ~ Akvy(ko). Cette indétermination plus grande sur la position de la particule
quantique se traduit par un étalement du paquet d’ondes car Ax(t) est une fonction croissante

du temps.
Les effets de la dispersion au premier et second ordre sont résumés Fig. 2.4, ou on illustre I'effet de
la propagation a la vitesse de groupe, ainsi que ’étalement du paquet d’ondes.

La discussion sur l'effet de la dispersion au second ordre a été trés qualitative. On peut la rendre plus
formelle mais la conclusion reste la méme. Notamment on peut montrer que 'Eq. (2.62) est correcte a
temps longs [1].

2.4 Principe d’indétermination de Heisenberg

2.4.1 Enoncé

Nous avons vu précédemment que la largeur du paquet d’ondes Az (équivalente a I'indétermination
sur la position x de la particule) pour une particule libre était inversement proportionnelle a la largeur
dans ’espace des vecteurs d’onde Ak couverte par les OPPS intervenant dans ’expression du paquet
d’ondes. Par ailleurs, pour une particule libre, nous avons vu que son impulsion était simplement
donnée par p = hk, ce qui indique que

Az x Ahp (2.63)

Principe d’indétermination de Heisenberg
On peut en réalité montrer de fagon rigoureuse [c’est une conséquence de la transformée de
Fourier qui définit le paquet d’onde, voir Eq. (2.56)] que I’indétermination sur la position =
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de la particule est bornée inférieurement pour tout potentiel V(r,t) :

I~

AzAp, > —, (2.64)

[\]

ou Ap, désigne I'indétermination sur sa quantité de mouvement selon la direction (Ox). Cette
inégalité est valable pour toutes les autres directions d’espace.

Ce résultat importe ameéne & un certain nombre de remarques. En premier lieu, on voit que la
mécanique quantique interdit la connaissance exacte de la position et de I'impulsion d’une particule,
autrement dit la notion méme de trajectoire. Cela ne sera envisageable que si i — 0, ce qui correspond
a la limite classique de la mécanique quantique.

En second lieu, nous avons introduit plus tot les ondes de De Broglie, qui correspondent aux OPPS
solutions de ’équation de Schrédinger libre. Ces dernieres correspondent a une impulsion bien définie
p = hk. En vertu de 'Eq. (2.64), dans le cas d’une direction d’espace, on a Ap, = 0, soit Az = 4oc0.
On a donc une indétermination totale quant & la position de la particule, ce qui est totalement en
accord avec le fait qu'une OPPS a une extension spatiale infinie, contrairement & un paquet d’ondes.
A Dinverse, si on suppose parfaitement connue la position de la particule Az = 0, cela impose une
indétermination totale quant a son impulsion.

On introduit parfois le principe d’indétermination temps-énergie pour un systeme, formulé sous la forme

AtAE > h

=Y (2.65)

mais son interprétation varie d’un auteur a I’autre. Nous ne la discuterons pas dans le cadre de ce cours.

2.4.2 Retour sur le modéle de Bohr et stabilité de la matiére

Nous avons mentionné plus haut que le modeéle de Bohr de 'atome d’hydrogene n’était pas satis-
faisant, dans la mesure ou il fallait prendre en compte les effets quantiques. Ces derniers permettent
en particulier d’expliquer pourquoi ’électron ne s’effondre pas sur le noyau du fait du rayonnement
d’accélération, et a fortiori la stabilité de la matiere.

Contrairement au modele de Bohr, nous traitons ici I’électron de maniére quantique, en particulier
nous nous interdisons de définir une trajectoire. Il y a donc une incertitude quant & sa position, qui
correspond précisément a la distance moyenne d de 1’électron au noyau, dans la mesure ou I’électron
occupe un volume centré sur le proton. Par ailleurs, 'impulsion de 1’électron est aussi une variable
aléatoire centrée sur 0 (elle peut avoir une direction aléatoire), et donc un ordre de grandeur de
sa norme est directement donné par l'indétermination sur 'impulsion qui découle de l'inégalité de
Heisenberg Ap > h/(2d). I’énergie moyenne de 1’électron, qui dépend de la distance d, s’écrit alors :
B p? o2 N 72 o2
T 2m dmegd T 8md?  4weod

E(d) (2.66)
Le membre de droite est non monotone, diverge quand d — 0T et converge vers 0 quand d — +o0.
Son minimum est obtenu en dérivant le membre de droite par rapport & d, puis en cherchant son
point d’annulation. Cela indique donc que I’énergie de 1’électron est bornée inférieurement. C’est donc
également le cas de la distance moyenne électron/proton, sinon quoi I'énergie divergerait.
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3 Applications de I'aspect ondulatoire de la
matiere

3.1 Particule quantique dans un puits de potentiel

3.1.1 Le puits infini
Présentation et analyse classique du probléeme

Nous allons étudier le cas d’une particule piégée dans un puits de potentiel de profondeur infinie a

une dimension, soit
0si0<ax<L,
Viz) = { +oo sinon, (3.1)

voir Fig. 3.1. Ce type de potentiel est une premiere approximation pour décrire toute particule quan-
tique confinée, par exemple les nucléons dans le noyau atomique, les électrons dans une boite quantique,
etc.

En mécanique classique, une particule de masse m dans ce potentiel a son énergie totale F conservée,
qui est la somme de son énergie cinétique et de son énergie potentielle. L’énergie étant finie, cela
interdit & la particule de se trouver en dehors de l'intervalle [0, L]. Dans cet intervalle, la probabilité
de présence de la particule moyennée sur les conditions initiales est une distribution rectangulaire
égale & P(x,t) = 1/L. Par ailleurs, il n’y a aucune contrainte sur 1’énergie. Autrement dit, elle peut
prendre n’importe quelle valeur E € RT (elle doit étre supérieure au potentiel, qui est pris nul par
convention).

Calcul des fonctions d’onde propres et des énergies propres

On recherche les états stationnaires dans ce puits infini, en utilisant I'Eq. (2.40), qui s’écrit simple-
ment ici, aprés réorganisation des termes,

d?p 2mE
g (x) + 72 o(z) = 0. (3.2)

1l s’agit d’une équation différentielle du second ordre a coefficients constants, qu’on sait résoudre. I1
y a alors deux cas a séparer.
Dans le premier cas ou E < 0, alors la solution s’écrit comme superposition de deux exponentielles
réelles
o(z) = Ae*® 4+ Be %, (3.3)

avec A, B deux constantes et k = /—2mF /h. Les constantes sont déterminées par les conditions aux
limites. Ici, on exploite la continuité de la fonction d’onde en x = 0 et x = L, ainsi que le fait que la
probabilité de présence de la particule est nulle en dehors de [0, L] car le potentiel est infini :

2(0) = (L) = 0. (3.4)
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FIGURE 3.1 — Schéma du puits de potentiel infini (la zone grisée colorée correspond aux régions in-
terdites de potentiel infini). Représentation des parties réelle des fonctions d’onde de la
particule quantique dans le puits infini.

On ne peut pas utiliser de condition sur la dérivée premieére de ¢(x) car le potentiel présente une disconti-
nuité infinie. Mais ceci n’est pas nécessaire car il y a deux conditions aux limites pour deux coefficients a
déterminer.

On aboutit alors au systeme suivant vérifié par les constantes d’intégration :

(22,
Il s’agit d’un systéme linéaire homogene de deux équations a deux inconnues, dont I'unique solution
est (4, B) = (0,0). En effet de la premiére équation, on tire que B = —A, soit en réinjectant dans
la seconde équation A (ekL + e_kL> = 0, menant & A = 0 car k, L > 0. Il n’existe donc aucune
solution correspond a une énergie F strictement négative. C’est également ce que donne un
raisonnement purement classique.

Dans le second cas ou E > 0, la solution s’écrit comme la somme de deux exponentielles oscillantes,
ou encore :

o(x) = Asin(kz) + B cos(kx), (3.6)

ou cette fois-ci, le réel k vaut k = v2mE/h. On exploite de nouveau les conditions aux limites de
I'Eq. (3.4). La premieére donne B = 0, tandis que la seconde donne Asin(kL) = 0. Pour ne pas avoir
une fonction d’onde totalement nulle, qui d’ailleurs ne serait pas normalisable, cela impose que

sin(kL) = 0 <= k, = n% (n € N*), (3.7)
n = 0 étant interdit car cela mene a une fonction d’onde identiquement nulle.

Confinement et quantification de 1’énergie
On en tire alors que le vecteur d’onde, ou encore 1’énergie de la particule quantique,
est quantifiée, et ne peut prendre qu'un nombre infini dénombrable de valeurs :

2 h2n?
2m L2

E, (n € N*). (3.8)

Cette quantification de 1’énergie est une conséquence du confinement de la particule, et
résulte de la description ondulatoire de la matiere. On retrouve un phénomene similaire dans
d’autres problemes de physique des ondes, par exemples les ondes mécaniques dans une corde
ou encore les ondes électromagnétiques dans un guide d’ondes. Dans ces derniers cas, le vecteur
d’onde est quantifié par les conditions aux limites, mais ’énergie n’est, elle, pas quantifiée et peut
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toujours prendre un continuum de valeurs, qui dépend de I’énergie initiale. Cela vient du fait
qu’en mécanique quantique, on a une contrainte supplémentaire, qui est la normalisation de la
fonction d’onde.

Les fonctions d’onde ¢, (x) associées aux états propres forment donc un ensemble infini dénombrable
de la forme ¢, (x) = A, sin(nwz/L), ou le facteur A,, s’obtient en normalisant la fonction d’onde :

L 2
| delen@P =1
0
L
Anl? dz sin? nrr =1
| An| :
0 L
2 /L
’A2n| / dx{l—cos(2ngx>}:l, (3.9)
0

|A, 2 [ L . <2nm>r B
T — ——sin =1,
2 2nm L ]l

|An|2 =

2

Z?

ol nous avons utilisé I'identité sin?(x) = [1 — cos(2z)] /2. L’équation précédente donne alors le module
de A,, qu'on peut choisir réel positif car la fonction d’onde est définie a une phase globale pres.

On en déduit alors que les fonctions d’onde associées aux énergies propres F,, s’écrit

. D) 4
Pp(x,t) = Qpn(l‘)eilEnt/h = \/;sin <’I’L;[‘/:L’> 672Ent/h, (3.10)

ol E, est donnée par 'Eq. (3.8). On notera que la distribution de probabilité de présence en
mécanique quantique est non uniforme et s’écrit

2
Pu(e.t) = 7 sin” (”7) . (3.11)

En particulier, elle s’annule aux bords de la zone de confinement, mais peut également présen-
ter des nceuds et des ventres a des positions intermédiaires, comme le montre la Fig. 3.1.
La fonction d’onde du niveau n présente n 4+ 1 nceuds et n ventres.

On termine par citer trois autres propriétés des fonctions d’onde de 'Eq. (3.10). En premier lieu,
on constate que les états stationnaires sont tous symétriques par parité par rapport & x = L/2. Plus
précisément, on voit que ¥, (L/2 4+ x,t) = £1,(L/2 — x), selon que n soit pair (-) ou impair (+), et
donc que la densité de probabilité de présence est symétrique. Cela est une conséquence de propriétés
importantes concernant les symétries de 'opérateur différentiel Hamiltonien. S’il est invariant sous
laction d’un opérateur de transformation IT (ici la transformation de parité par rapport a L/2),
il commute avec ce dernier. On peut alors codiagonaliser les opérateurs Hamiltonien et II, et donc
chercher les états propres de I'Eq. (2.40) sous la forme de vecteurs propres de II. Ici les vecteurs propres
sont les fonctions paires ou impaires par rapport a x = L/2.

En second lieu, on peut se convaincre que quand n — 400, on retrouve le résultat classique, a
savoir que la distribution de probabilité de présence de la particule quantique est uniforme. En effet,
considérons une petite longueur ¢. La probabilité de trouver la particule dans l'intervalle [z, x + ] par
unité de longueur ¢ s’écrit alors

1 -+l 2 1 xz+l o (N7
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Pour n grand et £ fini, la distribution de probabilité présente un grand nombre de noeuds et de ventres
dans cet intervalle de longueur ¢, et I'intégrale s’interpréte alors comme la valeur moyenne du carré de
la fonction sinus qui vaut 1/2. Ainsi la probabilité de présence de la particule par unité de longueur
vaut alors (2/L) x (1/2) = 1/L, qui est le résultat attendu en mécanique classique.

Une autre maniere de retrouver la limite classique consiste a prendre A — 0 ou m — 400, comme le montre
déja Vexpression de la longueur d’onde de De Broglie [voir Eq. (2.49)].

En dernier lieu, on a déja noté plus haut que la fonction d’onde du niveau n présente n + 1 nceuds.
C’est une propriété générale, appelée théoréeme de Sturm et Liouville : plus le niveau d’énergie est
haut, plus la fonction d’onde associée présente un large nombre d’annulations.

Energie de point zéro

On a vu que les énergies de la particule quantique dans le puits infini étaient quantifiées. En parti-
culier, il existe un fondamental, c’est-a-dire un niveau de plus faible énergie. Ce fondamental a une
énergie non nulle By = h?72/(2mL?), contrairement & la prédiction classique. Cette énergie minimale
d’une particule s’appelle énergie de point zéro, est la conséquence du confinement de la particule
et peut se rationaliser a partir du principe d’indétermination de Heisenberg.

En effet, la particule étant confinée sur une distance L, cela représente l'indétermination typique
sur sa position. D’aprés 1'Eq. (2.64), on en tire que l'indétermination typique sur son impulsion vaut
Ap ~ h/L. Or 'impulsion de la particule peut avoir une orientation aléatoire, de sorte que sa valeur
moyenne est nulle. Ainsi Ap représente directement I'ordre de grandeur typique de 'impulsion. On en
tire alors un ordre de grandeur de I’énergie de la particule, qui est ici uniquement de I’énergie cinétique
car I’énergie potentielle est nulle :

p2 N Ap2 _ h?
2m ~ 2m  2mlL?’

On retrouve alors ’énergie F; a un facteur numérique pres.

Erin = (3.13)

Energie de confinement
On retiendra de fagon générale que lorsqu’une particule est confinée dans une région de taille
caractéristique L, elle présente une énergie cinétique minimale due au confinement qui vaut

h2

c,min =~ mL2 . (314)

3.1.2 Le puits fini
Présentation et analyse classique du probleme

Nous traitons maintenant un probléme un peu plus réaliste, qui est celui du puits fini caractérisé
par le potentiel
Vo si @ < —L/2 (région I),
V(z)=¢0si —L/2 <z < L/2 (région II), (3.15)
Vo st @ > L/2 (région III),
avec Vp > 0, voir Fig. 3.2. On retrouve le puits infini dans le cas ou V) — 4o00.
D’un point de vue classique, il faut distinguer plusieurs cas selon la valeur E de 1’énergie de la
particule (qui est 1 encore conservée) :

» si I¥ < 0, alors la particule ne peut pas exister dans ce potentiel ;

» si0 < E <V, alors la particule se déplace avec une énergie cinétique constante dans l'intervalle
[—L/2, L/2], mais ne peut pas s’échapper du puits : la particule est dans un état lié;

» si £ > V), alors la particule peut se déplacer librement dans tout I’espace : il s’agit d’un état
de diffusion de la particule.
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FIGURE 3.2 — Représentation du puits de potentiel fini. Résolution graphique pour la détermination

des énergies propres des états liés symétriques (S) et antisymétriques (A) du puits de
potentiel fini. La courbe a été tracée pour h = 1ua, m = lua, L = 1ua et V5 = 100 ua.
On dénombre 3 états liés symétriques, et deux antisymétriques.

Calcul des fonctions d’onde propres et des énergies propres (TD)

On propose le calcul des fonctions d’onde sous la forme d'un exercice.

1.

Ecrire 'équation de Schrodinger indépendante du temps dans chaque région de Pespace.
On se place tout d’abord dans le cas d’un état 1ié 0 < E < V.

2. Ecrire la forme de la fonction d’onde dans chaque région de l'espace.

3. Donner les conditions aux limites vérifiées par la fonction d’onde.

4. Montrer que la fonction d’onde est forcément paire (état symétrique) ou impaire (état antisy-

métrique). Commenter.

Déterminer graphiquement les énergies propres des états symétriques et antisymétriques. Discu-
ter en fonction de Vj le nombre d’états liés dans le puits.

Donner la forme générique des fonctions d’onde symétriques ¢g(x) et antisymétriques pa(z).
Commenter, en lien avec une approche classique du probleme.

7. Comparer ’énergie du fondamental & celui du puits infini. Commenter.

8. Retrouver les énergies propres du puits infini dans la limite Vo — +oo.

9. On se place maintenant dans le cas F > Vj. Décrire la physique du systéme en supposant que

10.

les particules proviennent de x — —o0.

On se place enfin dans le cas E < 0. Que se passe-t-il 7

1. Les fonctions d’onde propres sont solutions de I’équation de Schrodinger stationnaire. Dans les régions
I et III, cette derniere s’écrit

d2g0
@(xvt) +

2m (E - Vo)

2 p(z) =0, (3.16)

tandis que dans la région II, I’équation de Schrodinger prend la méme forme que dans le cas du
puits infini [voir I'Eq. (3.2)]. Tl faut donc résoudre I’équation de Schrodinger dans chaque région
séparément puis utiliser des conditions de continuité pour conclure. Par ailleurs, étant donné les
Eq. (3.2) et (3.16), il va falloir distinguer les cas E < 0,0 < E < Vj et E > Vj.

2. On suppose dans un premier temps que 0 < E < V|, qui correspond a ’état lié en mécanique

classique. Dans la région I, la fonction d’onde prend la forme

p(z) = Aeh™ 4+ Bre™M, (3.17)
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ou Aj, By sont des constantes, et ot ki = /2m (Vy — E)/h. Dans la région II, la fonction d’onde

s’écrit
o(x) = Ansin (knx) + By cos (knix) , (3.18)
ou Ajr, By sont des constantes, et ou ki = v2mE/h. Enfin, dans la région III, la fonction d’onde
s’écrit
o(x) = Aure®™* + Bue M7, (3.19)

ou Arr, Br sont des constantes.

3. On doit maintenant déterminer les constantes en utilisant les conditions aux limites et de continuité
de la fonction d’onde. Etant donné que le potentiel présente des discontinuités finies en x = +L/2,
on en déduit que

so( /+)=<g( L)27),
de ®
=, (~L/27) = - (=L/27),
sO(L/2+):<S(L/2 ), (3.20)
Py =Fw).

Par ailleurs, la normalisation de la fonction d’onde impose que la fonction d’onde ne diverge pas
quand x — £ + o0o. Cette condition permet d’en tirer que A = By = 0.

4. L’Eq. (3.20) représente alors un systéme de 4 équations & 4 inconnues. Par ailleurs, la normalisation
de la fonction d’onde introduit une relation supplémentaire. On a donc 5 conditions pour 4 inconnues,
cela va donc amener a une condition imposée sur I’énergie : on retrouve que le confinement de la
particule dans le cas F < Vj induit une quantification de I’énergie. De 1'Eq. (3.20), et en
utilisant les Eq. (3.17)-(3.19), on aboutit &

Ale_kIL/2 = —Ajrsin (kHL/Q) + By cos (k‘HL/2) ,
k]AIB_kIL/Q = ]ﬁ[ [AH COS (kiHL/Q) + BH sin (k}HL/Q)] s

Bure*5/2 = Aysin (kuL/2) + By cos (knL/2) (3:21)
—kiBrpe *11/? = kyp [Aq cos (kppL/2) — Bysin (kL /2)] .
En combinant les deux premieres équations, on aboutit a
Arq [k cos (ki L/2) + krsin (kirL/2)] + B [k sin (ki L/2) — kg cos (ki L/2)] = 0. (3.22)
De la méme maniere, en combinant les deux dernieres équations, on obtient
Aqq [krr cos (kirL/2) + kysin (kirL/2)] — B [k sin (kinL/2) — kr cos (kirL/2)] = 0. (3.23)
En ajoutant et en soustrayant les Eq. (3.22) et (3.23), on obtient
{AH [k cos (knL/2) + kysin (ki L/2)] = (3.24)
By [krrsin (ki L/2) — kp cos (ki L/2)] =

Si maintenant on suppose que Ar; et By sont non nuls tous deux, alors les deux quantités entre
crochets doivent s’annuler, soit

{kucotan(kuL/?) = —ki, (3.25)

k1 tan (kHL/2) = k1.

En combinant ces deux équations, on obtient tan?(kryL/2) = —1, ce qui est impossible. Ainsi, on en
déduit que A;p = 0 ou By = 0. Dans le premier cas, en utilisant I'Eq. (3.21), on a que Ay = Byyp : la
fonction d’onde est donc paire. Dans le second cas, I'Eq. (3.21) donne Byp = —A; : la fonction
d’onde est donc impaire.

On en déduit donc que les fonctions d’onde du probléme sont soit paires (ou symétriques), soit
impaires (ou antisymétriques). Cela est une conséquence de la parité du potentiel, i.e., V(—z) =

Vix).
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5. Dans le cas symétrique (pair), Ay; = 0 tandis que By # 0. L’Eq. (3.24) impose alors que

k1 tan (k‘IIL/Q) = ki

kL kL kL (3.26)
“Ztan [ /= ) = ==,
2 2 2

Cette équation impose alors une quantification de I’énergie comme nous allons le voir a présent.
Il est impossible de résoudre analytiquement cette équation pour E. Néanmoins, un raisonnement
graphique ici peut suffire pour déterminer les énergies propres. Premierement, on note que

kiL\?  (kaL\?  mV,L?
o = ) 2
(%) (%) - o7
Dans le plan d’abscisse X = kyiiL/2 et d’ordonnée Y = kiL/2, '"équation précédente indique que
les solutions se trouvent sur un cercle centré sur lorigine et de rayon /mVyL2/(2h?). Les vecteurs

d’onde kp et kyp solutions de I’Eq. (3.26) sont donc les intersections du cercle mentionné pré-
cédemment avec la courbe représentative de la fonction Y = X tan(X), voir Fig. 3.2. Il y
en a un nombre discret, et a chacune correspond une énergie d’un état lié symétrique dans le puits.

Dans le cas antisymétrique (impair) maintenant, By = 0 tandis que Ay # 0. L’Eq. (3.24) impose

alors que
knL knL k1L
BL otan (2) _ AL (3.28)

L’Eq. (3.27) étant toujours correcte, les solutions dans le cas antsymétrique se trouvent aux in-
tersections du cercle avec la courbe représentative de la fonction Y = —Xcotan(X). On
remarque que 1’état fondamental est un état symétrique, tandis que le premier état excité
est antisymétrique.

L’observation directe de la Fig. 3.2 montre que si

s mVyL? s o mh? 5 m2h?
< — < .
n2_\/ 572 <(n+1)2<:>n2mL2_Vg<(n+1) o (n € N) (3.29)

alors il y a exactement n + 1 états liés dans le puits. En particulier, si Vi < 72h%/(2mL?), il n’y a
qu’un seul état lié dans le puits, qui est I’état fondamental d’énergie F;.

6. Dans le cas symétrique (pair), on a A;; = 0 tandis que Byy # 0. Les fonctions d’onde symétriques
s’écrivent alors sous la forme

Areh® i v < —L/2,
ws(x) = ¢ Brrcos (knz) si — L/2 <z < L/2, (3.30)
Are ™M si x> L/2,

ou Aj et Ay sont déterminées par les conditions aux limites et la normalisation. De la méme maniere,
dans le cas antisymétrique (impair), By; = 0 tandis que Aj; # 0. Les fonctions d’onde antisymétriques
s’écrivent alors sous la forme

AreP® six < —L/2,
wa(z) =< Apsin (knz) si — L/2 <x < L/2, (3.31)
—Are™h% iz > L/2,

ou la encore Ay et Ay sont déterminées par les conditions aux limites et la normalisation. Dans
les deux cas, on observe que la probabilité de présence de la particule en dehors du puits est non
nulle, contrairement a la prédiction classique : la fonction d’onde est une onde évanescente dans
la région interdite classiquement. C’est ’analogue de 'effet de peau en électromagnétisme.

7. Pour le fondamental, on voit graphiquement que ki1 L/2 < /2, de sorte que

h2m?

E —_—
1< 2m L2

(3.32)

Le membre de droite représente 1’énergie du fondamental dans le cas du puits infini. On trouve
donc que dans le puits fini, I’énergie de point zéro est inférieure a celle du puits infini.
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En utilisant 'Eq. (3.14), cela suggere que la particule dans le puits fini est confinée sur une taille
caractéristique supérieure a la taille de confinement dans le cas du puits infini, qui est L. Cela
s’explique par ’existence d’ondes évanescentes en dehors du puits fini, qui géneérent une probabilité
de présence non nulle de la particule en dehors du puits. Ainsi, la particule quantique peut sortir
du puits, sur une longueur caractéristique & ~ 1/kr, de sorte qu’elle est confinée sur une taille
caractéristique Loy = L + 26 > L.

8. Pour retrouver les résultats du puits infini, on prend la limite V; — 4oc0. Dans ce cas, le cercle
s’assimile & une droite (rayon de courbure infini) qui tend vers 'infini, et on voit sur la Fig. 3.2 que
les intersections entre les courbes et le cercle ont lieu pour ki1 L/2 = nm/2 pour n € N*. On retrouve
alors les énergies du puits infini.

9. Dans le cas ou E > Vp, les fonctions d’onde s’écrivent dans chaque région (avec des notations
transparentes) :
Arett1® 4 Bre=hiT i p < —L/2,
ga(l‘) = Aneiknm + Bnefikna: si — L/2 <z < L/Q, (333)
Alneiklx + Blneiiklm six > L/Q,

ou kyy est inchangé, k1 = y/2m(E — Vi) /h et ot Biyp = 0 car on suppose que les particules viennent
de —oo0. Il reste donc 5 constantes d’intégration a déterminer, par les 4 conditions aux limites de
I'Eq. (3.20) et la condition de normalisation. On en déduit donc dans ce cas que I’énergie de la
particule n’est pas quantifiée : c’est la conséquence du fait que la particule est dans un état de
diffusion, et qu’elle n’est donc pas confinée. La description de ce systeme peut se faire de maniere
totalement ondulatoire. Une onde de matiere se propage depuis  — —oo et rencontre le puits de
potentiel en © = —L/2. Une partie de 'onde est donc réfléchie, tandis que Pautre est transmise. A
Pautre interface en & = L/2, se produisent également réflexion et transmission. Cet effet n’a pas
d’analogue classique, car la particule ne peut pas se réfléchir sur le puits de potentiel en x = —L /2.

10. On termine par analyser le cas ou E < 0. Dans ce cas, les fonctions d’onde s’écrivent dans chaque
région (avec des notations transparentes) :

AreF® 4 Bre=h® si ¢ < —L/2,
o(x) = { Apef® 4+ Brre=ku gi — L/2 <2 < L/2, (3.34)
AIHGkI‘T + Blneikﬂ six > L/Q,

ou kr = v/2m(Vo — E)/h et ki = vV —2mE/h, et ot la normalisation de la fonction d’onde impose

que By = App = 0. Les conditions aux limites de I'Eq. (3.20) donnent alors les relations suivantes :

Age=*L/2 = Ape—Fnl/2 | Bekul/2
ki Are=RL/2 — oy [Aje*nL/2 — Byekul/2]

BnleikIL/z = AHekIIL/2 + BHefknL/2, (335)
—kiBrre *L/2 = kpy [AHeImL/2 _ BIIe—k;HL/Q} 7
En combinant séparément les deux premieres et deux derniéres équations, on obtient :
(k1 — ki) Ane” ¥ E/2 4 (ky 4 ki) Buebnh/2 = 0,
kuL/2 —knL/2 (3.36)
(kl + kII) Apre®n + (]4}1 — kn) Bre *u =0.

Pour avoir une solution non nulle a ce systeme linéaire homogene de deux équations a deux inconnues,
il faut que le déterminant de ce systéme s’annule :

(kl — kn)z C_kuL — (k‘I + k'H)2 eknL =0,

L L L 3.37
(ky — ki) e 872 = (ky + koyy) bt/ kIT - _/ﬁ; cotanh (kg ) 7 o

apres réorganisation des termes. Par ailleurs, on voit que

L\? L\? 12
() () -
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V(x)

Vo

FIGURE 3.3 — Représentation du potentiel V' (z) dans le cas de la marche de potentiel de hauteur V.

qui est I’équation d’une hyperbole. On doit donc chercher les points d’intersection de cette hyperbole
avec la courbe représentative de la fonction Y = —Xcotanh(X) : on montre qu’il n’en existe aucun.
Ainsi, pour E < 0, le probléeme n’admet pas de solution stationnaire, comme en mécanique classique.

3.2 L’effet tunnel

Nous continuous a explorer quelques résolutions simples de I’équation de Schrédinger stationnaire,
ce qui va nous permettre de mettre en évidence un effet quantique associé au caractere ondulatoire de
la matiere : ’effet tunnel.

3.2.1 La marche de potentiel
Présentation et analyse classique du probléme

Nous allons étudier le cas d’'une particule qui rencontre une marche de potentiel & une dimension.
Autrement dit, elle évolue dans le potentiel

0six<0,
V(z) = {Vo Siz >0, (3.39)

ou Vp > 0 (voir Fig. 3.3).

En mécanique classique, une particule de masse m dans ce potentiel a son énergie totale E/ conservée,
qui est la somme de son énergie cinétique et de son énergie potentielle. On peut alors distinguer
plusieurs cas selon la valeur de son énergie F :

» FE < 0: la particule ne peut exister dans ce potentiel ;

» 0 < FE < V) la particule peut se mouvoir librement dans la région z < 0 mais elle ne peut pas
franchir la marche de potentiel, elle est donc réfléchie ;

» E >V, : la particule peut franchir la marche de potentiel et se déplacer dans tout ’espace, la
particule n’est pas réfléchie.

Calcul des états stationnaires (TD)

On se propose d’étudier ce probleme sous forme d’exercice, dans le cas ou 0 < E < Vj.
1. Ecrire équation de Schrodinger stationnaire dans les régions I (z < 0) et II (z > 0).
2. Exprimer les conditions aux limites vérifiées par la fonction d’onde.

3. Donner la forme générique des fonctions d’onde dans chaque région. Définir dans la région I une
onde incidente et une onde réfléchie. Quelle est la nature de 'onde de matiere transmise dans la
région 117
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4. Par analogie avec I’électromagnétisme, donner 'expression du coefficient de réflexion R et de
transmission 7' de 'onde de matiére en probabilité en x = 0 en fonction des courants de proba-
bilité incident, réfléchi et transmis.

5. Calculer les coefficients. Quelle relation vérifient-ils ?

1. On écrit ’équation de Schréodinger dans la région I ou le potentiel est nul :

d2yp 2mE

Dans la région 11, le potentiel vaut V{ et I’équation de Schrédinger indépendante du temps s’écrit

4y 2m(E-Vo)
@(m‘) + Tap(w) =0. (3.41)

2. Le potentiel présentant une discontinuité finie en x = 0, il y a continuité de la fonction d’onde et de
sa dérivée premiere spatiale, soit

{dW(O_) - ﬁ(m)’ (3.42)
P P .
-_— 0 = — O+ .
3. Dans le cas ou 0 < E < Vp, "équation de Schrodinger dans chacune des deux régions se résout sous
la forme : . )
_ ) Ae™ 4 Brem "™ six <0,
pla) = {Aneknw + Brre ki gi ¢ > 0, (3.43)

ot k = V2mE/h, kin = v/2m (Vy — E)/h et ot nous avons introduit 4 constantes d’intégration. La
condition de normalisation de la fonction d’onde impose alors que Ay = 0. On peut donc définir une
onde de matiere incidente ¥;(x,t) et réfléchie ¥, (x,t) dans la région I qui s’écrivent sous la forme

(e, 8) = Ageilia=Ee/m),
Lot s (349
Dans la région II, I'onde transmise est une onde évanescente qui s’écrit sous la forme
(@, t) = Be ket EB/R (3.45)

4. On peut donc définir, par analogie avec I’électromagnétisme, des coefficients de réflexion R et de
transmission T' en probabilité en fonction des normes des courants de probabilité :

(e =0.0)]
[T =00

_ Je(z=0,0)]|

R = R =00| (3.46)

T

ol le courant de probabilité est donné par I'Eq. (2.31).

5. Les expressions précédentes se simplifient pour aboutir & R = |Bi|* /|A1|* et T = 0. On remarque
que le coefficient de transmission est nul, bien que 'onde évanescente pénéetre dans la région II sur
une distance caractéristique § ~ 1/ki; . C’est en accord avec le résultat classique, et similaire & ce
qu’on observe pour les ondes électromagnétismes a I'interface entre le vide et un conducteur parfait.

En exploitant les conditions aux limites, on trouve que

Ar + Br = B,
. 3.47
{Zkl [A1 — Bni) = —kuBur. (3.47)
En combinant ces deux équations, on trouve que
—k1 + iky
B = ——Ay, 3.48
YT Tk ik (3.48)
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FIGURE 3.4 — Représentation du potentiel V(x) dans le cas de la barriere de potentiel de hauteur Vj.

ou encore que |Aj| = |Bj|. Autrement dit, 'onde réfléchie est de méme amplitude que 'onde trans-
mise, et donc R = 1. On retiendra que la somme des coefficients de réflexion R et de trans-
mission T doit toujours étre égale a 1 par conservation de 1’énergie :

R+T=1 (3.49)

a. On notera en particulier que, contrairement a ce que prédit la physique classique, la probabilité de présence
de la particule dans la région de potentiel V4 est non nulle.

3.2.2 La barriére de potentiel
Présentation et analyse classique du probléeme

Nous allons étudier le cas d’une particule qui rencontre une barriere de potentiel de taille L et
d’amplitude Vy > 0 & une dimension, venant de x — —oo. Autrement dit, elle évolue dans le potentiel

Osiz<—L/2,
V(z)=¢Vosi —L/2<xz<L/2, (3.50)
Osiz>L/2,

voir Fig. 3.4.

En mécanique classique, une particule de masse m dans ce potentiel a son énergie totale F conservée,
qui est la somme de son énergie cinétique et de son énergie potentielle. On peut alors distinguer
plusieurs cas selon la valeur de son énergie F :

» FE <0 : la particule ne peut exister dans ce potentiel ;

» 0 < E < Vj: la particule peut se mouvoir librement dans la région x < —L/2 mais elle ne peut
pas franchir la barriere de potentiel, elle est donc confinée & x < —L/2 et est réfléchie;

» £ > Vp : la particule peut franchir la barriere de potentiel et se déplacer dans tout 1’espace, la
particule n’est pas réfléchie.

Calcul des états stationnaires

On se propose d’étudier ce probleme dans le cas ou 0 < E < Vj. On commence par écrire I’équation
de Schrodinger stationnaire dans chacune des trois régions de ’espace :

» Région I pour x < —L/2:

d?p 2mE
152 (@) T —e(2) =0, (3.51)
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» Région II pour —L/2 <z < L/2:

2@+ =g e(@) =0, (3.52)
» Région III pour x > L/2 :
d?p 2mE
2 (x) + 2 o(x) = 0. (3.53)

Par ailleurs, le potentiel ne présentant que des discontinuités finies en +1/2, les conditions aux
limites sont identiques & celles du puits fini de potentiel, voir Eq. (3.20). En posant k1 = v2mE/h et
ki = /2m (Vo — E)/h, la partie spatiale de la fonction d’onde s’écrit :

Aretf1r 4 Bre~ihir gi g < —L/2,
o(x) = { A cosh(kpx) + Byysinh(—knz) si — L/2 <x < L/2, (3.54)
AIH€“€I$ si — L/2 <z < L/2,

ot nous avons utilisé le fait que la particule venait de —oo (B = 0).

Le probléme se résume alors & un probleme ondulatoire classique. Une onde de matiere incidente se
propage vers un milieu, une partie est réfléchie tandis qu'une onde évanescente s’établit. En sortie du
milieu, une onde propagative est transmise. On va donc par la suite définir ’'onde de matiere incidente

V(@ t) = Apelkie—iE/ht) (3.55)
I'onde de matiére réfléchie ' '

Yp(x,t) = Brel"Rz—iE/t) (3.56)
et 'onde de matiére transmise ' '

Uiz, t) = Appet 1B/, (3.57)

Par analogie avec 1’électromagnétisme [voir I'Eq. (3.46)], on peut définir des coefficients de réflexion
et transmission en probabilité a travers la barriere, a partir des courants de probabilité. On aboutit
alors a ) )

| Bi | A
= T2 T= 2

| A1l | A1l
ou R+ T = 1. La détermination de ces coeflicients est complexe, elle est faite dans la remarque qui
suit. On donne juste ici leurs expressions

R

(3.58)

Ve sinh?(kyL)
T T
— 1
r= BV  T= i . (3.50)
1+ —0 sinh?(knL 1+—9% sinh?(kiL
+4E(VO—E) sinh® (kL) +4E(V0—E) sinh® (k1 L)

En particulier, on note bien que la relation R+ T = 1 est bien vérifiée.

Effet tunnel

En présence d’une barriere de potentiel de hauteur V{, le coefficient de transmission 7" d’une
particule quantique de masse m et d’énergie F < Vj est non nul. Contrairement a la prédiction
classique, il existe une probabilité non nulle que la particule traverse la barriere. Cela est di a
I'existence d’une probabilité non nulle de présence de la particule dans la barriere, ou encore a
une onde évanescente de matiére pénétrant sur une épaisseur de peau caractéristique

P (3.60)

ki 2m(Vo — E)

Par ailleurs, dans ’hypothése d’une barriére épaisse L > §, le coefficient de transmission

38



2021-2022 Agrégation de Chimie : Mécanique Quantique

en probabilité s’écrit simplement

L I6E(%—B) oy

T ~ 7 (3.61)

varie exponentiellement avec la largeur de la barriere, et augmente quand m diminue ou E aug-
mente.

L’effet tunnel peut se comprendre qualitativement & partir du principe d’indétermination de Hei-
senberg. En effet, pour que la particule puisse traverser la barriére de potentiel, il faut qu’elle ait une
fluctuation de son énergie cinétique qui lui permette de compenser la différence Vj — E. On en déduit
I'indétermination correspondante sur 'impulsion Ap ~ \/2m (Vo — E). Par 'Eq. (2.64), on en déduit
I'indétermination correspondante sur la position Az ~ h//2m (Vp — E) ~ §. On retrouve bien que
I’effet tunnel ne peut s’observer que sur une distance caractéristique qui est 1’épaisseur de peau 6.

Pour déterminer les coefficients de réflexion et de transmission, il faut trouver des relations entre les
coeflicients. On exploite alors les conditions aux limites :

Ale_ikIL/Q + BI(’,ikIL/2 = AH COSh(kJIIL/Q) - BH Sinh(ijIL/Q),
ikl [AleiikILm — BleikIL/Q] = kH [7AH Sinh(knL/Q) + BH COSh(kHL/Q)] y
AIHGMIL/Q = Apn COSh(kHL/Q) + B sinh(k:HL/Q),
Z'kIAIHGikIL/2 = kH [AH sinh(kHL/2) + BH COSh(kHL/2)] .

(3.62)

On cherche & éliminer les coefficients Ar; et Brp. En ajoutant et en soustrayant a la troisiéme équation la
premiere d’une part, et la quatrieme a la seconde d’autre part, on obtient :

Ale_ikIL/2 =+ Bleikll’/2 + AHIGikIL/2 = 2451 COSh(k]]L/2),
AlefikIL/2 + Bleile/Z — AHIBikIL/2 = —2DBy; Sinh(k}HL/z),

iky [AlefikIL/2 — .Bleikll'/2 + AIIIQikIL/ﬂ = 2k B COSh(kHL/2), (363)
ikr [AlefikIL/Q — BleikIL/2 — AIIIGikIL/2] = 2k A Sinh(kHL/2).
On exploite alors I'identité cosh?(z) — sinh?(z) = 1 pour exprimer Ay et By et on trouve
2kitAnr = kg COSh(kHL/2) [Ale_ikIL/2 + BleikIL/2 =+ AnleikIL/2]
+il€1 Sinh(kHL/Q) [Ale_ikIL/Q — BleikIL/2 — AIHGMIL/ﬂ 5 (3 64)

2/<JHBH = ik‘l COSh(k]IL/Z) [Ale_ikIL/Q — BleikIL/2 + AnleikIL/Q]
+k11 Sinh(knL/2) [AleiikIL/Z + BleikIL/2 - AHIGikIL/2] .

En réinjectant ces deux expression dans les deux dernieres équations du systéme précédent, on obtient,
apres quelques simplifications :

/Lkl [Ale—ikIL/Q _ Bleik‘IL/Q _ AIIIeik[L/Q] — _kII tanh(kIIL/Q) [Ale—’ikIL/Q + BleikIL/Q _|_ AIIIeikIL/Q] .
(3.65)
Ce systeme peut alors étre réorganisé pour exprimer Ayr et By en fonction de Ay et en déduire les coefficients
de réflexion et de transmission :

{kn [Ale*““IL/Q + BpethiL/2 _ AIHeikIL/ﬂ = —ikytanh(ky L /2) [AlefikIL/Q — BpetmiL/2 4 AHIeikIL/Q] ,

k‘H + ikl tanh(kHL/Q)

Be— A — Are—ikiL
I 11 1€ —ky1 + iky tanh(kp L/2)’

B+ A — A e—ikIL km tanh(knL/2) ot (366)
! A —kirtanh (ki L/2) + ik
On obtient finalement :
& . el |: ki + iky tanh(kHL/Q) n kit tanh(kHL/Q) + iky :|
A o 2 —kir + ikg tanh(knL/Q) —k11 tanh(kHL/Q) + ik ’ (367)

@ . e~ thiL kir + kg tanh(kHL/Q) kit tanh(kHL/2) + kg
AI o 2 —k’H + ikl tanh(kHL/Q) —kH tanh(knL/2) + ikl '
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Les termes intervenant dans la somme sont des complexes de module 1. On obtient donc finalement pour
les coeflicients de réflexion et transmission :
} (3.68)

R— 1 {1 — Re |: (k}H + ikl tanh(knL/Q)) (kH tanh(kHL/Q) - Zkl) :| }
2 (—kH + ik tanh(k:HL/Q)) (kH tanh(kHL/Q) + ZkZI) ’
1
L’équation précédente se simplifie en notant que ki +kf = 2mVy/h?, tandis que kikip = 2m+\/E(Vy — E) />,
Par ailleurs, on utilise identié¢ 1 — tanh?(x) = 1/ cosh?(z), soit

(k% + k?) tanh (ki L/2) — ikiky (1 — tanh® (kL /2))
(k3 + k?) tanh(ki L/2) + ikikrr (1 — tanh® (ki L/2))

R 1 1+ R. V() sinh(k:HL/Q) COSh(kHL/Q) —1 E(Vb — E)
= - e 5
2 Vo sinh(krL/2) cosh(kiL/2) +iv/E(Vo — E)
1 { Vi sinh?(kr; L/2) cosh? (ki L/2) — E(Vy — E)}
2 Vi sinh?(ky L/2) cosh® (ki L/2) + E(Vo — E) J
B V¢ sinh? (kyL/2) cosh? (ki L/2) (3.69)
 V2sinh? (ki L/2) cosh? (ki L/2) + E(Vo — E)’
Ve -
— 0 __sinh®(kyL
 1E(Ve—-B) (kuL)
- 1+ Vigsmh?(k L)7
1E(Vo — ) "

en exploitant la relation sinh(2z) = 2sinh(x) cosh(x).
On procede pareillement pour le coefficient de transmission 7T :

1 {1 4 Re l:((ku + iky tanh(ki L/2)) (krp tanh (ki L/2) — ikp) ] } 7

T=-

2 _kII + ikl tanh(kHL/Q)) (kH tanh(kHL/Q) + Zkl)
1 {1 Vg sinh® (ki L/2) cosh® (kL /2) — BE(Vo — E)}
T2 V2 sinh? (ki L/2) cosh® (ki L/2) + E(Vo — E) J (3.70)
1
N 02 2 .
14— sinh?(ky L
+ 1B, —p) S kul)

Ce coefficient de transmission se simplifie dans I’hypothése d’une barriere épaisse kirL > 1. Dans ce cas,
on a sinh(kr L) ~ e*11£ /2 et on obtient bien le résultat de 'Eq. (3.61) en notant que le 1 est négligeable
devant le sinus hyperbolique au dénominateur.

L'Eq. (3.61) a été obtenue dans le cas d’une barriére rectangulaire. Elle peut se généraliser & une barriére
quelconque de potentiel, en I'agsimilant & une succession de barriéres rectangulaires (méthode analogue &
celle des rectangles pour calculer une intégrale) [2], comme nous le verrons dans le modéle de Gamow de
la radioactivité .

3.2.3 Applications de I'effet tunnel

Il existe de nombreuses applications de l’effet tunnel. Nous en présentons quelques unes dans ce
paragraphe.

Microscope a effet tunnel

En premier lieu, on peut citer la microscopie a effet tunnel [13]. Elle consiste a approcher une
pointe conductrice d'un échantillon recouvert d’une couche métallique sans qu’il y ait contact. Les
deux matériaux sont conducteurs et présentent donc des électrons libres, tandis que la couche d’air
d’épaisseur d joue le réle d’une barriere de potentiel pour les électrons. La pointe est alimentée par
une tension U qui permet de stabiliser les électrons dans la pointe et donc de pousser les électrons de
I'échantillon & traverser la couche d’air par effet tunnel (voir Fig. 3.5).
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Fi1GURE 3.5 — Illustration du microscope a effet tunnel : schéma du dispositif et représentation du
potentiel vu par les électrons de 1’échantillon.

Il s’établit alors un courant lorsque les électrons traversent par effet tunnel, appelé courant tunnel,
qui est proportionnel a la probabilité de transition, c’est-a-dire & T' [voir Eq. (3.61)]. En particulier,
le courant varie exponentiellement avec la distance d, ce qui permet de détecter par balayage de
I’échantillon des variations treés faibles d’épaisseur, de 1'ordre de §, ot § ~ h/vV/2mW avec W le travail
d’extraction nécessaire pour arracher un électron (voir le paragraphe sur 'effet photoélectrique).

On peut donner quelques ordres de grandeur pour la spectroscopie a effet tunnel :

» travail d’extraction W ~ 2¢eV,
» épaisseur de peau § ~ 1,4 A,
» courant tunnel I ~ 0,4nA.

En pratique, la microscopie par effet tunnel requiert d’avoir une pointe dont la taille est de ’ordre
de quelques atomes, sous peine d’avoir une résolution largement inférieure, et limitée par la taille finie
de la pointe.

Enfin, on peut mentionner que la microscopie a effet tunnel permet non seulement de sonder la
topographie du matériau, mais aussi d’en déduire ses propriétés électroniques en se plagcant a un
endroit fixé dans le matériau et en mesurant 1’évolution du courant tunnel en fonction de la distance
d. Cela permet de remonter a 1’épaisseur J, et par exemple au travail d’extraction.

Diode tunnel

Il s’agit d’un composant électrique peu utilisé maintenant, qui repose sur ’effet tunnel et qui permet
de simuler une résistance négative. Il a maintenant été remplacé par des ALIs. Son fonctionnement
repose sur la théorie des bandes, voir par exemple la Réf. [14].

Explication de la radioactivité o

Gamow a proposé un modele pour décrire la radioactivité « en utilisant leffet tunnel [15]. On
rappelle que la radioactivité a correspond a I’émission d’une particule a de masse m,,, a savoir un noyau
d’Hélium par un noyau instable de numéro atomique Z. Le modeéle repose sur plusieurs hypotheses :

» le systéme évolue dans une seule dimension d’espace z ;
» la particule « existe dans le noyau avec une énergie F ;

» linteraction forte entre les nucléons dans le noyau crée un puits de potentiel de profondeur Vj
et de taille R (correspondant au rayon du noyau) ;

» la particule o rebondit périodiquement dans le puits de potentiel ;

» a lextérieur du noyau, la particule « interagit avec le noyau par répulsion coulombienne de
potentiel 27'e?/(4negx), ot Z' = Z — 2.
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FIGURE 3.6 — Illustration du potentiel V(x) vu par une particule o dans le modele de Gamow. Les
rectangles bleus représentent une approximation de la barriére par une succession de
barrieres rectangulaires. On peut donner quelques ordres de grandeur : Vj = (25 —
40)MeV, R =5fm, E = (4 — 9)MeV.

Le potentiel est schématisé Fig. 3.6. Il est clair que pour que le noyau instable puisse émettre la
particule «, il faut que cette derniére franchisse la barriére de potentiel entre R/2 et b par effet tunnel,
ou

Z'e?
21 Eob N

(3.71)

On en déduit alors que plus I'énergie E de la particule sera grande, plus la barriere a franchir par effet
tunnel sera petite, et plus la probabilité de désintégration du noyau sera grande. On s’attend donc a
ce que le temps de demi-vie 71 /5 d’un noyau radioactif, qui représente le temps nécessaire pour que la
probabilité de désintégration soit égale a 1/2, diminue quand ’énergie de la particule augmente. C’est
ce qui a été observé expérimentalement par Geiger et Nuttal, dont les données pour différents noyaux
radioactifs sont compatibles avec une loi de la forme

In7 )y = + as, (3.72)

a1
VE
ou aj et ag sont des constantes, avec a; > 0. Nous allons appliquer les résultats précédents, notamment
celui de ’Eq. (3.61) afin de rationaliser I'Eq. (3.72).

Pour cela, nous allons faire ’hypothése de la barriere épaisse b > R. Nous allons également assimiler
le potentiel électrostatique a une succession de ¢ = 1... N différentes marches de potentiel, de fagcon
analogue a la méthode des rectangles pour calculer une intégrale, voir Fig. 3.6. La largeur de ces
barriéres, notée ¢ = (b — R)/N est supposée assez grande pour que I’hypothése de barriere épaisse
soit vérifiée, mais également assez petite pour pouvoir faire un traitement continu du probléme. La
probabilité de transmission a travers toutes ces barrieres est alors le produit des probabilités a travers
chacune des barriéres, soit finalement

N N
=[[% H V E) -2ers: (3.73)
i=1 i=1

ou §; = h/\/2mq(V; — E) et ou V; désigne la hauteur de la i-éme marche de potentiel. Le préfacteur
du terme exponentiel varie en réalité peu avec E si cette derniére est intermédiaire entre 0 et le
potentiel V;. On peut alors ’assimiler a une constante de 'ordre de 1 et simplement écrire, en passant

au logarithme, que
N N
—2¢ 2ma(V; — E)
InT ~ ~ -2 e .74
n ;::1( S ) Dy VI (3.74)
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On passe alors a la limite continue, en supposant que £ est suffisamment petit, et on obtient

2 [° 2 [mgZ'e? [* /11
InT ~—— dzy/2mq (V —bB)~ —— | —— dzy/— — —, .
n / 33\/ ma(V () ) o / x b (3.75)

ofl on a utilisé ’'Eq. (3.71). On peut calculer l'intégrale (ce qui est fait dans la remarque qui suit), et

on obtient finalement
2 |maZ'e?b R R R
InT~—— —— — | —=u/=(1==]1. .
n h” — larccos < b) 5 ( 5 )] (3.76)

Dans I’hypotheése ou R < b, 'expression précédente se simplifie, en utilisant le développement limité
de la fonction cosinus réciproque en 0 : arccos(x) = 7/2 — z + o(x?). On obtient alors, au premier

ordre en /R/b,
2 |maZ'e?b | R
InT o — 2 [T €00 T o [0 .
! W\ re |2 b (8.77)

On propose ici le calcul de l'intégrale permettant de déterminer le coefficient de transmission. Pour cela
on propose le changement de variable x = bcos? 6 (dz = —2bsinf cosfdf), et on rappelle les identités
trigonométriques 1+ tan® @ = 1/ cos? 6, sin® @ = (1 — cos(26))/2, sin(20) = 2sin # cos § et sin(arccos(x)) =

V1—22:
4 AL [ 1
InT ~ — M/ dfsinfcosby/ —— —1,
h TEQ arccos(\/R/b) cos? ¢
4 [maZ'e?b [°
~ — M/ dHSiHQCOSQtane,
h TEO wrccos R/
4 Z/ 2
f‘/ b/ d951n 0,
h 1rcco< R/

12

102
:é,/%‘?b/ desin29,
h arccos R/
2 7Z'e2b
=~ [Ma2 €0 / df (1 — cos(26)), (3.78)
arccos R/
2 )zZ/ 2 0
~ = Lb 60— = sm(?ﬁ)]
h €0 L 2 arccos (\ / R/b)

2 maZ’e2b [ R\ 1 . R
- — | — arccos Z + 5811’1 2arccos 3

mZ’2b__r A JEY B (arccos [ /B
arccos b bb arccos b

maZ'e? | [R . [R /1_5
arccos 5 5 5|

m\w

0

qui est bien le résultat annoncé plus haut.

Il faut maintenant faire le lien avec les observations expérimentales, notamment avec le temps de
demi-vie. Pour cela, on utilise le fait que la particule oscille et rebondit sur la barriére de potentiel. A
chaque rebond, la particule a a une probabilité T" de sortir. Au cours d’un temps ¢, la particule a donc
fait 2 ft rebonds, ou f désigne la fréquence du mouvement de la particule a dans le puits, correspondant
a une probabilité totale d’échappement égale a 2ftT. Le temps typique pour s’échapper est alors

1

= 557 (3.79)
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Pour déterminer la fréquence du mouvement de la particule dans le puits, on utilise le fait qu’elle
parcourt une distance moyenne 4R a une vitesse dont la norme moyenne v, est constante (car I’énergie
totale est constante, et I’énergie potentielle aussi), de sorte que f = v,/4R. Comme la vitesse change
de signe, sa valeur moyenne est nulle et on peut trouver une estimation de la valeur moyenne de sa
norme en déterminant son indétermination typique par le principe d’Heisenberg v, ~ h/(mR) (ou R
désigne I'indétermination typique sur la position de la particule). On obtient donc finalement que le
temps typique de sortie de la particule o est

2m., R2
rT

2mq R?
T = <:>1n7':1n< mﬁR ) —InT. (3.80)

Le temps de demi-vie est alors relié au temps 7 par la relation 715 = 71n2 (cinétique d’ordre 1), soit

finalement :
21n 2mq R? 2 maZ’e2b T R
Intyp=In|——7F + i 7_2 =1,
h
<21n 2maR2> maZ’eQR T |m Z’eQb
= ln ﬁ

On utilise alors 'Eq. (3.71) pour exprimer b en fonction de I’énergie E' dans I'expression de 7 /2 SOIt

21n2m, R? maZ’eQR 7' e?
In7y /o =In ( ) ‘/ hao 2E \/» + ag, (3.82)
Z'e® [maq 21n 2mq R? 4 [magZ'e?R
— el —qn |2 ) 2 [ TeZ T .
M e V2 T ( h R\ meo (3.83)

On retrouve alors 'Eq. (3.72). Cependant, on peut remarquer que dans le modele, les coefficients
a1 et az dépendent du rayon du noyau, ainsi que de son numéro atomique, qui fluctuent d’un noyau
a 'autre. Cependant, ces variations sont négligeables par rapport a I'immense variation de 7/ avec
E (c’est une dépendance exponentielle!). Cela rationalise les observations expérimentales.

(3.81)

avec

Ce modele a évidemment de nombreuses limitations. L'une d’entre-elles est le fait que le moment cinétique
de la particule o n’est pas pris en compte.

3.3 Le double puits

On va s’intéresser dans cette partie a des systémes quantiques unidimensionnels présentant deux
positions d’équilibre, corespondant & un potentiel V(x) présentant deux minima. On peut simplifier
le probleme en considérant le cas d’un double puits carré, tous deux de largeur L et dont la barriere
intermédiaire est de largeur D et de hauteur Vy > 0. Les deux puits sont équidistants de 1’origine des
positions. Le potentiel s’écrit donc sous la forme :

+o0 six<—-D/2—-1L
0 si—D/2—L<x<-DJ2,
Viz)={ Vi si —D/2<x< D)2, (3.84)
0 siD/2<xz<D/2+L,
+00 siz>D/2+ L,

voir Fig. 3.7.
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FIGURE 3.7 — Schéma du potentiel V' (z) dans le cas du double puits de potentiel avec une barriére de
hauteur Vj. La zone colorée correspond aux régions de potentiel infini interdites.

3.3.1 Le double puits infini
Analyse qualitative du probleme

On considere le cas d’un double puits infini, de sorte qu’il est impossible & la particule de passer d’un
minimum du puits & 'autre (V) — +00). On se place dans le cas ou E > 0. Qualitativement, on peut
déja noter que la distance D ici ne joue aucun role car le potentiel est infini entre les puits. On en déduit
donc que le probléme est équivalent & la réunion de deux puits identiques et indépendants infinis. On
s’attend donc a ce que les énergies propres de ce systeme soient les mémes que celles du puits infini
simple, avec pour chaque énergie deux fonctions d’onde stationnaires indépendantes, correspondant &
une probabilité de présence non nulle dans le puits de gauche ou de droite respectivement. Il y a donc
une dégénérescence des niveaux d’énergie.

Détermination des états stationnaires

Il faut écrire I’équation de Schrodinger indépendante du temps dans chaque puits de largeur L,

d?p 2mE

associées aux conditions aux limites
p(=D/2—-L)=¢(=D/2) = p(D/2) = p(D/2+ L) = 0. (3.86)

On voit alors que les ondes stationnaires calculées dans le cas d’un puits infini seul sont solutions.
En effet, par exemple, si on prend pour ¢(z) 'onde stationnaire ¢, (z) du mode n pour le puits de
gauche, et ¢(z) = 0 dans le puits de droite, cette fonction d’onde sera bien une solution stationnaire de
I’équation de Schrédinger. Il en est de méme pour les fonctions d’onde stationnaires du puits de droite.
Ainsi, par linéarité, les fonctions d’onde stationnaires dans le cas du double puits sont la réunion des
fonctions d’onde stationnaires des deux puits pris indépendamment. Les énergies propres de ce systéme
sont donc données par 'Eq. (3.8) et sont indexées par un nombre entier n € N*. Pour chaque énergie,
ou chaque entier n, il existe deux fonctions d’onde indépendantes, a savoir

Osiz<—-D/2-1L,

ol (z) = @sin (w%) si —D/2—L<z<-DJ2, (3.87)
0sixz>—-D/2,
qui correspond a une probabilité de présence non nulle seulement dans le puits de gauche, et
Osixz < D/2,
o) (z) = @sin (mx_LD/Q) siD/2<x<D/2+ L, (3.88)

Osiz>D/2+ L,
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qui correspond a une probabilité de présence non nulle seulement dans le puits de droite. On dit alors
que chaque état est dégénéré deux fois, ou encore que l'espace des états stationnaires d’énergie E,,
est de dimension 2. N’importe quelle combinaison linéaire indépendante des deux ondes stationnaires
précédentes permet de générer les états stationnaires d’énergie donnée, en particulier on peut choisir
une fonction d’onde symétrique

1
W) = 5 [d0 @ + oD@ (3.89)
et une autre antisymétrique
1
A () = — @ () = HD)
o (@) = 75 [ (@) — @) (3.90)

ou le facteur /2 permet d’avoir des fonctions d’onde normalisées.

Attention, on peut combiner deux fonctions d’onde qui n’ont pas la méme énergie, mais cela ne forme
pas un état stationnaire. Autrement dit, la fonction d’onde résultante n’est pas solution de I’équation de
Schrodinger indépendante du temps.

3.3.2 Le double puits fini

On se place maintenant dans un cas plus réaliste ot on suppose que la barriere entre les deux puits est
finie. Contrairement au cas du double puits infini, et a cause de I'effet tunnel, il existe une probabilité
non nulle pour que la particule passe d’un puits a 'autre quand 0 < E < V. En particulier, on
s’attend a ce que les fonctions d’onde stationnaires ne soient plus la simple combinaison des fonctions
d’onde stationnaires du puits infini.

Analyse qualitative du probleme

On peut déja raisonner qualitativement, en faisant plusieurs remarques. En premier lieu, 'effet
tunnel correspond a un élargissement effectif du puits. On s’attend donc a ce que les états stationnaires
soient de plus faible énergie que ceux du double puits infini. Cela est vrai quelle que soit la valeur de
D, car cet élargissement est dii a la pénétration d’une onde évanescente dans la région de potentiel Vy
sur une largeur caractéristique § pour chaque puits, avec § = i//2m(Vy — E).

En second lieu, on constate le potentiel est pair : V(—z) = V(x). On en déduit donc que les fonctions
d’onde seront donc paires ou impaires. Les fonctions d’onde impaires présenteront un noeud en x = 0,
contrairement aux fonctions d’onde paires. Nous avons mentionné précédemment que 1’énergie d’un
mode était d’autant plus grande que la fonction d’onde associée présentait un grand nombre de neceuds.
On en déduit donc qu’il doit exister un mode fondamental symétrique de plus basse énergie que le
mode fondamental antisymétrique. On s’attend ainsi a une levée de dégénérescence par rapport
au double puits infini.

En troisieme lieu, il est clair que plus D augmente, plus la probabilité de transiter par effet tunnel
diminue. Dans la limite ou D — 400, le systeme est assimilable a la réunion de deux puits finis
identiques et indépendants, et doit de nouveau présenter une dégénérescence de ses niveaux d’énergie.
Ainsi, on s’attend a ce que la différence d’énergie entre les niveaux symétrique et antisymétrique
(clivage) soit une fonction décroissante de D qui tende vers 0 quand D tend vers +oo.

Détermination des états stationnaires

Le probleme est ici analogue & celui de la barriere de potentiel traité précédemment, & ceci pres que
la particule est maintenant confinée dans deux puits. L’équation de Schrodinger dans les régions I et
IIT s’écrit )

d=p 2mE

46



2021-2022 Agrégation de Chimie : Mécanique Quantique

et dans la région II
d*p 2m(E — Vo)
dx? h?
Les conditions aux limites pour le probleme posé sont données par la continuité de p(z) et de sa
dérivée premiere aux discontinuités finies du potentiel, et par la continuité de la fonction d’onde seule
aux discontinuités infinies :

(x) + o(x) =0. (3.92)

p(-D/2—L) =0,
o(~D/2") = o(~D/2%),
P (pjr) = Fnjat),
o(D/27) = ¢(D/2"),
/27y = Fpj2r),
Y oD/2+ L) =o.

On écrit donc la forme générique des fonctions d’onde dans chacune des trois régions. Dans la région
L

(3.93)

o(x) = Arsin (ki(z + D/2+ L)) + By cos (ki(x + D/2+ L)), (3.94)
dans la région II
o(x) = Ay cosh (kipz) + By sinh (kppz) (3.95)

et dans la région III,
gO(l') = Ajqrsin (k‘[(l’ — D/2 - L)) + By cos (k{(x — D/2 — L)) , (3.96)

ou kt = V2mE/h et kip = v/2m(Vy — E)/h. On exploite alors les premiére et derniére conditions aux
limites pour tirer que B = By = 0. A partir des autres conditions aux limites, on tire les relations
suivantes entre les coefficients :
AI Sin(k‘IL) = AH COSh(k‘HD/2) - BH sinh(kHD/Q),
kIAI COS(]CIL) = k’H [—AH Sinh(k?HD/2) + BH COSh(kJHD/Q)] y
— A sin(kIL) = Apn COSh(k‘HD/Q) + B sinh(kHD/Z),
kIAIH COS(kIL) = kH [AH Sinh(kHD/Q) + BH COSh(kHD/Q)] .

(3.97)

On peut alors, comme dans le cas du puits fini, montrer que les fonctions d’onde sont alors paires ou
impaires. Autrement dit, soit A;; = 0 et Ay = Ap (cas antisymétrique), soit By = 0 et Ay = —Ajyy (cas
symétrique). On montre alors que les conditions aux limites imposent une quantification des valeurs
de I’énergie (confinement) donnée implicitement par la relation

k
tan (kL) = —k—lllcotanh(k'HD/Q) (3.98)

pour les fonctions d’onde symétriques, et la relation
k
tan(kiL) = —ki tanh (kD /2) (3.99)
11

pour les fonctions d’onde antisymétriques. Les calculs sont un peu complexes, et relégués a la remarque
qui suit. La détermination des vecteurs d’onde solutions s’obtient alors en cherchant I'intersection des
courbes paramétrées dans le plan X = kyiL et Y = krL dont les équations sont données ci-dessus avec
le cercle d’équation (krL/2)? + (kiiL/2)% = mVoL?/(2R?).

On élimine Ay et Arqp des équations afin d’obtenir un systeme de deux équations a deux inconnues formées
par le couple (A, Brr). On obtient alors

Aqr [kJH sin(k’IL) Sil’lh(kHD/Q) + ky COS(]CIL) COSh(kIID/Q)]

3.100
— BH [kH Sin(kIL) COSh(kHD/Q) + k‘I COS(kIL) sinh(kHD/2)] = 0, ( )

et
Aqr [kJH sin(k’IL) Sil’lh(k‘nD/Q) + kp COS(]CIL) COSh(/fHD/Q)]

3.101
+ BH [kH Sin(kIL) COSh(kHD/Q) + k‘I COS(kIL) Sinh(kHD/2)] =0. ( )
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FIGURE 3.8 — Résolution graphique pour la détermination des premiers modes propres symétriques
et antisymétriques dans le cas du double puits fini. Figure obtenue pour A = 1ua,
m = 1lua, L = 1ua, D = 2ua et V) = 1ua. Diagramme énergétique montrant les deux
premiers niveaux d’énergie du double puits fini Eg et Es (droite) par rapport au double
puits infini E§° (gauche). On a noté E; 1’énergie du fondamental du double puits fini
quand la distance entre les puits D tend vers +o0o, ou encore la valeur moyenne de Eg
et EA.

En ajoutant et en soustrayant les deux équation précédentes, on trouve finalement

{AH [kH Sin(kIL) sinh(kHD/2) + kI COS(kIL) COSh(kHD/Z)] = 0,

BH [kn Sin(kIL) COSh(kIID/2) + kl COS(kIL) sinh(kHD/2)] = 0. (3102)

Si Ayp et Brp sont non nuls tous deux alors cela impose que les termes entre crochets s’annulent, aboutissant
aux Eq. (3.98) et (3.99) mentionnées précédemment. Cependant ces deux équations ne sont pas compatibles,
car en les combinant on obtient que tanh®(k;rD/2) = 1, ce qui est impossible sauf dans la limite ou
I’argument de la tangente hyperbolique tend vers I'infini. Ainsi, on en déduit que soit A;; = 0, soit Byp = 0.
Si A;p = 0, alors I’Eq. (3.99) doit étre vérifiée. Par ailleurs, I’Eq. (3.97) indique A; = Ajyr. Les fonctions
d’onde dans ce cas sont donc antisymétriques. Par contre, si By = 0, alors 'Eq. (3.98) doit étre vérifiée,
tandis que 'Eq. (3.97) impose que Ay = —A;. Les fonctions d’onde sont donc symétriques dans ce cas.

Pour simplifier le probleme, on va supposer que E < Vj, ce qui revient & s’intéresser aux modes de
plus faible énergie, en particulier les premiers états propres symétrique et antisymétrique. Dans ce cas,
on peut considérer que ki ~ v/2mVy/h et ne dépend plus de I’énergie E. Dans ce cas, la recherche des
premiers modes propres revient a chercher I'intersection entre la courbe représentative de la fonction
tangente et la droite passant par l'origine et de pente —cotanh(kiyD/2)/(kiiL) (symétrique) ou de
pente — tanh(k;rD/2)/(kirL) (antisymétrique). On rappelle que la fonction tangente hyperbolique
est toujours inférieure & 1 en valeur absolue, de sorte que la pente pour les modes symétriques est
supérieure en valeur absolue a celle pour les modes antisymétriques. Le tout est représenté Fig. 3.8,
ce qui permet de déterminer les premiers modes propres.

On observe que les niveaux symétriques et antisymétriques ont maintenant des énergies différentes.
Il y a bien une levée de dégénérescence, avec les modes symétriques de plus faible énergie. Ces derniers
correspondent & une probabilité de présence non nulle en x = 0, c’est-a-dire a une particule totalement
délocalisée, et qui « appartient aux deux puits en méme temps ». A Pinverse, la probabilité de présence
de la particule dans les états antisymétriques est toujours nulle en £ = 0. On peut calculer une valeur
approchée des énergies des modes fondamentaux symétrique (d’énergie Eg) et celui antisymétrique
(d’énergie E5) dans ’hypothese ou kipD > 1, ce qui revient & supposer que la probabilité de transiter
par effet tunnel est faible. On trouve alors (voir la remarque suivante) pour I’énergie moyenne,

Es+Eyn  Rnm? [ 2 ]
= ~ — . 1
& 2 2m L2 kL (3.103)
et pour le clivage,
4h2 2 —kHD
9A =y — By~ — = ¢ (3.104)

mL? kpL

48



2021-2022 Agrégation de Chimie : Mécanique Quantique

On peut tout d’abord remarquer que ’énergie moyenne est inférieure a ’énergie du fondamen-
tal dégénéré du double-puits infini [qui correspond au préfacteur du terme entre parentheéses dans
I'Eq. (3.103)]. Cela est cohérent avec l'existence d’ondes évanescentes qui élargissent les puits de po-
tentiel vu par la particule. En particulier, on note que la correction varie comme 1/(kipL) = % et est
d’autant plus grande que la profondeur de pénétration de 'onde de matiere évanescente dans la région
IT est importante. De plus, en ce qui concerne le clivage, on note en premier lieu qu’il est toujours
positif, comme prédit par notre analyse qualitative. Tout est résumé dans un diagramme énergétique,
voir Fig. 3.8. Par ailleurs, lorsque D — +00, ce clivage tend vers 0 de fagon exponentielle avec D, en
accord avec la formule de 'effet tunnel. Les deux niveaux deviennent donc dégénérés dans la limite ou
les deux puits sont indépendants car infiniment éloignés. A Dinverse, si on imagine qu’on rapproche les
deux puits depuis D — 400, on dit qu’il y a hybridation des fonctions d’onde avec formation d’un
état symétrique plus stable et un état antisymétrique moins stable. En dernier lieu, on remarque que
les états symétrique et antisymétrique sont répartis & égale distance de ’énergie moyenne. En termes
d’oscillations des fonctions d’onde, ces derniéres ont des pulsations temporelles Eg/h = £/h — A/h
et Ea/h = E/h + A/h qui sont réparties symétriquement par rapport a la pulsation des fonctions
d’onde £/h quand les deux puits ne sont pas couplés (D — +00). C'est également ce qu’on observe
en mécanique ou en électronique quand on couple deux oscillateurs identiques [16].

Dans ’hypothese ot k1D > 1, les droites de la Fig. 3.8 sont quasiment horizontales et les points d’inter-
sections avec la fonction tangente se trouvent proches de 7. On peut alors linéariser la fonction tangente
proche de 7, tan(z) = & — m, et chercher 'intersection entre la droite d’équation 2 — 7 et les droites re-
présentées sur la Fig. 3.8. On trouve alors, en utilisant le fait que kD > 1 pour simplifier les fonctions
hyperboliques, ainsi que le fait que kiiL > 1 (car kyy > ky ~«/L) :

» pour le mode symétrique,

kil —m o~ —:—Icotannh(kHD/Z)7
11

N kl COSh(kHD/Q)
"k sinh(kD/2)’

ky ekuD/2 4 o=knD/2
= _kTI eknD/2 _ o—knD/2’

N krl + e kuD

(3.105)
~ —— [L42e” 1P,
™

14 27 [1 4 2e~ kD]’

™ [1 Ze_k“D}
1 + Ll 1 + kHL

k‘IL ~

1 2 hub
L kuL — kulL
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» pour le mode antisymétrique,

k
kil — e~ *171 tanh (kD /2),
1T

ki sinh(knD/2)
= ky cosh(kiD/2)’
ky ekuD/2 _ g=knD/2
Ky ekuD/2 4 e—kuD/2’
ki 1 — e hubl

L
kn[l 2e P

1R

1

(3.106)

T
T 14 g [1 - 2ekuD]
T 9¢ kuD
~ T [1 + } ,
1 + m 1 + kIIL
i T 1 9¢ kuD
Yo Tk T TR |

k1L

En utilisant la relation E = h*k?/(2m), on trouve que les énergies des premiers modes symétrique (Es) et
antisymétrique (E4) s’écrivent, au plus petit ordre non nul,

h2m? 2 4ekuD
Eg ~ — — 3.107
57 amL? [ kulL — kulL } ’ (3107)
et 22
77 2 —kuD
EAzW[l—kHL—HLe u } (3.108)
Le clivage entre les deux niveaux vaut alors
4h?n? e~ kuD
tandis que ’énergie moyenne vaut
Es+ Ex h2m? 2
~ 1-— . 3.110
2 2mL2 kHL ( )

Levée de dégénérescence par effet tunnel

On retiendra donc, pour conclure cette section, que lorsqu’on couple deux sous-systémes iden-
tiques par effet tunnel, on observe une levée de dégénérescence des niveaux d’énergie, avec appari-
tion d’un état propre stationnaire symétrique de plus faible énergie et d’un état propre antisymé-
trique de plus haute énergie. Ces nouveaux états sont répartis symétriquement par rapport
a I’énergie doublement dégénérée du systéme en 'absence de couplage. Le clivage entre ces
deux niveaux est proportionnel a la constante de couplage entre les deux sous-systémes.
Les états qui étaient des fonctions d’onde stationnaires en ’absence de couplage (localisa-
tion dans I'un ou 'autre des sous-systéemes) ne sont plus des fonctions d’onde stationnaires
en présence de couplage.

Lien avec les orbitales en chimie

Le double puits de potentiel a de nombreuses applications, notamment en chimie. Nous mentionnons
maintenant deux exemples.

En premier lieu, le modele développé précédemment permet d’expliquer la liaison chimique covalente
dans les molécules. Prenons l’exemple le plus simple de I'ion hydrogénoide Hj qui présente deux
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FIGURE 3.9 — Représentation du squelette carboné des deux conformations équivalentes de la molécule
de benzene. En réalité, les liaisons doubles sont délocalisées sur ’ensemble du cycle,
expliquant la grande stabilité de la molécule.

protons et un électron. Les deux protons attirent I’électron et représentent donc des puits de potentiel
pour celui-ci, qui sont séparés par une barriére. A l'infini, 1’électron est localisé autour d’un des deux
noyaux, et ne peut transiter vers 'autre noyau. Il occupe un état stationnaire qui est doublement
dégénéré (correspondant aux fonctions d’onde centrées sur chacun des deux noyaux). Par contre, quand
on rapproche les noyaux, ces deux fonctions d’onde s’hybrident : il y a une levée de dégénérescence
avec formation d’une fonction d’onde symétrique plus stable ou I’électron est délocalisé entre les deux
noyaux. Cela explique la stabilité de la liaison covalente.

En second lieu, la levée de dégénérescence par effet tunnel permet d’expliquer la grande stabilité de la
molécule de benzéne CgHg. En effet la molécule de benzéne présente un cycle de six atomes de carbone
formant un hexagone régulier relié par trois liaisons covalentes simples et trois liaisons covalentes
doubles en alternance. Il existe alors deux répartitions des liaisons covalentes équivalentes, comme le
montre la Fig. 3.9. Ces deux représentations correspondent a des fonctions d’onde non stationnaires
(au méme titre que les fonctions d’onde décrivant 1’électron de I'ion Hy proche de I'atome de gauche
ou de droite ne le sont). Il y a levée de dégénérescence par effet tunnel, le systéme pouvant passer
de I'une a 'autre des conformations. L’état symétrique, correspondant au liaisons doubles totalement
délocalisées sur le cycle, est alors un état stationnaire plus stable.

3.4 Evolution temporelle libre d’un systeme a deux niveaux

3.4.1 Calcul de la densité de probabilité de présence

Précédemment, nous avons montré que l'effet tunnel amenait & une levée de la dégénérescence
du niveau fondamental, avec stabilisation d’un état symétrique de fonction d’onde spatiale ¢g(x) et
destabilisation d’un état antisymétrique de fonction d’onde spatiale pa (). A partir de ces deux états,
on peut alors définir deux nouvelles fonctions d’onde

pa(z) = \} lps(x) — pa@)], ep(@) = } (s () + (2] (3.111)

2 2

On représente sur la Fig. 3.10 les quatre fonctions d’onde mentionnées précédemment qu’on peut
prendre réelles. On constate, par exemple, que la fonction d’onde ¢p(x) présente une probabilité de
présence importante dans le puits de droite, mais cette derniére est presque nulle dans le membre
de gauche : la particule est donc essentiellement localisée dans le puits de droite dans cet état. Il
s’agit d’un état « classique ». Attention, on rappelle que les états pg(z) et ¢p(x) ne sont pas des
états stationnaires car ce sont des combinaisons linéaires de fonctions d’ondes stationnaires
associées a des énergies différentes.

On va maintenant s’intéresser a 1’évolution temporelle d’une particule quantique préparée initiale-
ment dans un état droit, i.e., ¥(x,0) = ¢p(x). Qualitativement, on s’attend a ce que par effet tunnel
elle passe contintiment d’un puits a I’autre. Pour montrer cela quantitativement, il faut connaitre com-
ment évolue la fonction d’onde en fonction du temps. On applique alors le principe de superposition,
en notant que si une particule est préparée dans un état ¢g(x) [resp. @a(z)], son état a l'instant ¢
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FIGURE 3.10 — Représentation des fonctions d’onde symétrique ¢g(x) et antisymétrique @a (z) fon-
damentales du double puits fini, ainsi que les combinaisons pg(x) et ¢p(z) [voir
Eq. (3.111)]. La figure a été obtenue pour h = lua, m = lua, L = 1ua, D = 0,8 ua et
Vo = 20 ua.

sera 1hg(x,t) = @g(x)e E8HN [resp. a(z,t) = pa(x)e Fat/M car c’est un état stationnaire. Ainsi, &
I'instant ¢, la particule se trouve dans un état décrit par la fonction d’onde

e

1 —iBst/h —iExt/h —iEt/h
P(z,t) = — [cps(:n)e SUN +pa(x)e oA } =

V2 V2

d’ou l'on tire la densité de probabilité de présence [en se rappelant qu’on peut prendre pg(x) et pa(z)
réelles],

(s (@) 4 pa()e M) (3.112)

i) = 5 [B@) + A 0) + 2es(aleata) cos (0] (3.113)

Evolution temporelle d’un systéme quantique 4 deux niveaux

La probabilité de présence est dépendante du temps si le systeme n’est pas initialement préparé
dans un état stationnaire. En une position x donnée de I’espace, la probabilité de présence évolue
de facon sinusoidale avec une pulsation

24 Es - Es

Q=" =", (3.114)

appelée pulsation de Bohr. C’est I’équivalent quantique des battements quand on couple des
oscillateurs de fréquences propres différentes, avec une oscillation rapide controlée par £ et une
oscillation plus lente controlée par A [17].

On peut regarder a différents temps ce que vaut la densité de probabilité de présence. En particulier,
on note qu’au bout d’une demi période, soit pour ¢t = 7/Q, on a
1

9,/ = o [3(@) + ¢ (@) — 2ps(@)pale) cos (2;“)} — lpa(@)?. (3.115)
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12)

FI1GURE 3.11 — Représentation des deux conformations stables accessibles & la molécule d’ammoniac.
Représentation schématique du diagramme énergétique de la molécule d’ammoniac
avec le niveau fondamental (noir), ainsi que les niveaux excités électroniques de struc-
ture principale (vert), de vibration (bleu), de rotation (rose) et d’inversion (jaune).
Les niveaux d’inversion « vont par paires » du fait de 'existence de fonctions d’onde
propres symétrique et antisymétrique proches en énergie. Nous avons également sché-
matisé I’énergie typique d’agitation thermique. Le cadre en pointillés marque la modé-
lisation de la molécule d’ammoniac en tant que systeme a deux niveaux, dont le clivage
vaut 2.A.

Autrement dit, la particule oscille périodiquement et continiiment du puits de droite au puits de gauche
comme prédit qualitativement.

3.4.2 Applications

Un exemple important, historiquement, est celui de la molécule d’ammoniac. Cette derniere, de for-
mule NHjs, est un tétraedre dont I'atome d’azote est au sommet. Selon la théorie VSEPR, a I’équilibre,
la molécule présente deux géométries équiprobables (car de méme énergie), selon que le tétraedre
pointe « vers le haut » ou « vers le bas ». En pratique, on peut considérer que ’atome d’azote est
immobile, car beaucoup plus lourd que les atomes d’hydrogene, tandis que ces derniers forment a tout
instant un triangle équilatéral dont ’axe de symétrie passe par ’atome d’azote. On peut alors repérer
la conformation de la molécule d’ammoniac par la position z du centre de gravité du triangle formé
par les atomes d’hydrogene par rapport a ’atome d’azote, et déterminer 1’énergie d’une conformation
V(z). Le potentiel V(z) a alors une allure de double puits, dont les deux minima correspondent aux
deux minima du potentiel, tandis que la barriére de potentiel en x = 0 correspond au cas défavorable
énergétiquement (du fait de la répulsion coulombienne) ou les atomes sont tous dans le méme plan
(voir Fig. 3.11).

Modélisation par un systéme a deux niveaux

Tout d’abord, nous venons d’expliquer pourquoi on pouvait modéliser le degré de liberté d’inversion
par un double puits de potentiel. Le systéme présente donc des niveaux d’énergie quantifiés, corres-
pondant au fondamental et aux états excités dans ce double puits. L’état fondamental est alors un état
symétrique, le premier état excité antisymétrique. Cependant, la molécule présente un grand nombre
d’autres degrés de liberté. En premier lieu, on peut citer les degrés de liberté électroniques de struc-
ture principale, correspondant a un niveau fondamental et a des états excités obtenus en cherchant
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les fonctions d’onde stationnaires caractérisant les électrons de la molécule dans le potentiel formé
par les noyaux. En second lieu, on peut citer les degrés de liberté de vibration des liaisons chimiques.
La encore correspondent un état fondamental et des états excités obtenus en résolvant ’équation de
Schrédinger indépendante du temps dans le cas d’un potentiel décrivant le coflit énergétique pour les
variations de longueurs de liaisons chimiques [en premiére approximation un potentiel harmonique
V(z) = kx?/2, ot k désigne la raideur de la liaison, et x ’écart & la longueur a 1’équilibre]. En dernier
lieu, on peut citer les degrés de liberté de rotation de la molécule, correspondant a un état fonda-
mental et des états excités obtenus par la résolution de I’équation de Schrodinger stationnaire dans le
potentiel centrifuge résultant de la rotation. Par exemple, si on modélise une liaison chimique par un
rotateur rigide constitué d’une tige sans masse de longueur fixe reliée par deux atomes de masse m
égale, le potentiel dans le cas de la rotation s’écrit V (r) = L?/(2mr?), ot r désigne la distance a 1’axe
de rotation et L le moment cinétique angulaire.

Nous avons représenté Fig. 3.11 un diagramme énergétique simplifié de la molécule d’ammoniac.
On notera en particulier les énergies typiques des états excités électroniques FE, ~ 10eV, de vibraton
FE, >~ 0,1eV, de rotation E;, ~ 1 meV, ou encore d’inversion avec le clivage entre les états symétrique
et antisymétrique de plus faible énergie A ~ 0,1 meV ainsi que la différence d’énergie entre les deux
premiers états symétriques E; ~ 0,16V [on peut se contenter de I'Eq. (3.8) en premiére approximation].
Il n’est donc pas évident que la molécule d’ammoniac puisse étre modélisée par un systeme a deux
niveaux en se limitant aux états fondamentaux symétrique et antisymétrique du degré de liberté
d’inversion.

En réalité, on peut faire un certain nombre d’approximations pour résoudre le probleme. En premier
lieu, a température ambiante T' >~ 300 K, I’énergie typique d’agitation thermique des molécules vaut
kgT ~ 25meV. A température nulle, la molécule occupe le niveau fondamental de tous les degrés
de lbertés, mais elle peut atteindre des états excités si ’énergie disponible (ici I'énergie d’agitation
thermique) est suffisante. Il est donc légitime de supposer que si la différence d’énergie entre le fon-
damental et le premier état excité est supérieure & kg1, alors la molécule reste dans son fondamental
pour le degré de liberté concerné. Il est donc clair que la molécule peut étre considérée comme restant
dans son fondamental pour les degrés de liberté de vibration et électroniques. On dit que ces degrés de
libertés sont gelés. De plus, on peut considérer que les seuls niveaux d’énergie associés aux degrés de
liberté d’inversion peuplés sont les premiers états symétrique et antisymétrique. Par contre, la rotation
est, elle, thermiquement activée. Cependant, on fait I’hypothese que la rotation n’est pas couplée a
I'inversion, ce qui semble raisonnable étant donné que les énergies typiques entre niveaux différent
d’un ordre de grandeur dans les deux cas. On peut donc se concentrer uniquement sur le degré de
liberté d’inversion, et considérer les seuls premiers états symétrique et antisymétrique.

Oscillations libres

Ainsi, la molécule d’ammoniac est assimilable a un systéme a deux niveaux. On rappelle que, dans
ce cas, les états propres « gauche » et « droite » ne sont pas des états stationnaires. Le systeme passe
continliment et périodiquement de I'un a l'autre a la fréquence de Bohr. Ainsi, la molécule d’ammoniac
oscille entre les positions ou le tétraedre pointe « vers le haut » et « vers le bas ». Un ordre de grandeur
de la fréquence d’inversion de 'ammoniac est 2/(27) = 24 GHz.

Dans le raisonnement précédent, nous nous sommes intéressés aux excitations thermiques du degré
de liberté d’inversion. Cependant, comme nous le verrons dans les chapitres suivants, les photons
peuvent aussi fournir I’énergie nécessaire & la matiére pour peupler les états excités, par absorption
de ce dernier. Les spectres de raies d’absorption de l'ammoniac présentent alors une raie noire a
A =27e/Q = 1,25 cm. Cela représente un marqueur de 'ammoniac, qui permet de détecter sa présence
dans les gaz stellaires, ou les atmospheres planétaires.

3.4.3 Description matricielle d’un systéme quantique a deux niveaux

Lorsqu’on peut assimiler un systéme a un systéme quantique a deux niveaux (comme la molécule
d’ammoniac), toute fonction d’onde peut se décomposer sur la base des deux états stationnaires
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symétrique et antisymétrique,

Y(x,t) = as(t)ps(z) + aa(t)es(z), (3.116)

ot ag et ay sont des fonctions complexes tels que |ag|? +|aa|? = 1 (condition de normalisation). Ainsi,
on peut représenter ’état quantique de la particle par la donnée d’un vecteur a deux composantes,
appelé vecteur d’état (ou ket), correspondant aux projections de 1'état quantique de la particule
dans la base des fonctions d’onde symétrique et antisymétrique

(1)) = (““”) (3.117)

aA(t)

La fonction d’onde correspond en réalité a I’expression du vecteur d’état dans une base différente de celle des
fonctions d’onde stationnaires, & savoir celle des fonctions d’onde localisées dans l'espace @,/ (x) = d(z—1').

On a défini dans le chapitre précédent 'opérateur Hamiltonien, dont les vecteurs propres sont
précisément les états stationnaires, et les valeurs propres les énergies associées. Ainsi, dans la base des
états symétrique et antisymétrique,

lps) = (é) v lea) = (2) (3.118)

I’Hamiltonien se représente sous la forme d’une matrice 2x2

= E-—A 0
H_< 0 5+A> . (3.119)
(I¢s),lea))

On peut vouloir exprimer cet opérateur Hamiltonien dans une autre base, autre que sa base propre,
par exemple la base (|¢a), |¢p)), avec

1 (1 1 (1
lpa) = 7 (_1> , lep) = 7 <1> , (3.120)

voir I'Eq. (3.111). En utilisant les relations de passage des matrices entre bases, on obtient pour
I’Hamiltonien
a-(¢ A : (3.121)
-A £
(lec):len))

On constate que cette matrice n’est plus diagonale car les états gauche et droite ne sont pas des états
stationnaires du Hamiltonien. Les termes hors-diagonaux indiquent une probabilité non nulle de passer
de I'un des états de la base a I’autre.

Dans ce chapitre, nous nous sommes essentiellement concentrés sur une description de la physique
quantique en termes de fonctions d’onde. Ce paragraphe a montré qu’on pouvait proposer une for-
mulation équivalente en termes de matrices et de vecteurs d’état. En réalité, la description la plus
générale de la physique quantique repose sur 'utilisation de matrices (en fait d’opérateurs linéaires)
agissant sur des vecteurs d’état. Cela est trés utile pour décrire, par exemple, le spin des particules
(notion vue dans le cours de chimie).
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4 Aspect corpusculaire du rayonnement

4.1 Quelques expériences qui montrent le caractére corpusculaire de la
lumiere
4.1.1 La loi du corps noir

Faits expérimentaux

On s’intéresse au rayonnement d’équilibre thermique. Pour cela on considére une cavité ther-
mostatée & la température 1" dont les parois intérieures sont réfléchissantes, de sorte qu’il s’établit un
équilbre thermique entre la cavité et le rayonnement. On fait un petit trou dans la cavité de section s
négligeable devant la surface totale S de la cavité. Ainsi, quand une onde électromagnétique pénetre
dans la cavité, la probabilité qu’elle en ressorte est tres faible, et elle peut donc réaliser de multiples
réflexions dans la cavité et thermaliser. Du point de vue de l'extérieur, le petit trou de section s
absorbe toute radiation incidente, et se comporte donc comme un corps noir.

Ce rayon thermique est observé quotidiennement, par exemple via I’éclairement procuré par les
étoiles. Son origine peut étre comprise d’un point de vue de la mécanique classique. En effet, les par-
ticules qui composent 1’étoile sont en mouvement erratique, et ont donc un mouvement d’accélération
non nulle. Elles vont donc rayonner, c’est-a-dire perdre de I’énergie en émettant une onde électro-
magnétique. Cependant, nous allons voir qu'une description classique du probleme ne permet pas de
rendre compte des observations expérimentales, voir la Fig. 4.1.

De nombreuses mesures ont permis de montrer les faits suivants :

» la densité spectrale d’énergie uy est indépendante du corps noir considéré et est une fonction
universelle de A et de la température T';

On rappelle que la densité spectrale d’énergie est définie telle que 1’énergie rayonnée par unité
de volume de corps noir dans 'intervalle de longueurs d’onde [\, A + d\[ sécrit uy(A, T)dA. Elle
s’exprime le plus souvent en W-m~3.-nm~!. Elle est reliée au flux thermique recu ¢x(\,T) par la
relation ¢y = cuy/(47). Le flux thermique s’exprime le plus souvent en W-m~2.nm~*

» la densité spectrale d’énergie présente un maximum pour une longueur d’onde Apax, qui vérifie

la loi du déplacement de Wien ApaxT = 2898 um-K;

» la densité spectrale peut étre modélisée par la loi de Rayleigh et Jeans a grandes longueurs

d’onde,
87T]€BT
unAT) = —7—, (4.1)
et par la loi de Wien a petites longueurs d’onde,
ux(A\, T) = AN "D B/(TA), (4.2)

ou A et B sont des constantes indépendantes du corps noir considéré.

Description classique du probleme

Dans ce paragraphe, nous proposons de décrire le rayonnement d’équilibre thermique dans le four
a partir des lois de 1’électromagnétisme de Maxwell [19] et de la physique statistique (ensemble cano-
nique) [20]. En particulier, nous allons montrer qu’on peut retrouver 'Eq. (4.1) [2].

Pour cela on considére une cavité cubique dans le domaine [0, L] fermée par des miroirs supposés
parfaits, de sorte que le champ électrique peut étre considéré comme nul a l'intérieur des miroirs. On
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FIGURE 4.1 — Flux surfacique d’énergie regue de la part du Soleil & la surface de la Terre [18], par
unité de longueur d’onde.

introduit un repere orthonormé (O, ez, €y, €;) associé aux coordonnées (x,y, z). On suppose que le
milieu entre les deux miroirs correspond a du vide. Nous devons donc résoudre les équations de Max-
well, en utilisant les conditions aux limites qui découlent de la continuité de la composante tangentielle
du champ électrique sur chacun des miroirs :

y(o Y, =, t) Ey(L,y,Z,t) =0,
E.(0,y,2,t) = E,(L,y, z,t) =0,
E,(x,0,2,t) = Ex(z, L, 2z,t) = 0, (4.3)
E,(x,0,z,t) = E.(z,L,z,t) = 0,
E.(x,y,0,t) = Eg(x,y,L,t) =0,
Ey(x,y,0,t) = Ey(x,y, L, t) = 0.

Par ailleurs, en utilisant 1’équation de Maxwell-Gauss, on obtient

E, E E,
V. E(z,y,z,1) = 0 - (z,y,2,t) + (’«g;’(m’% z,t) + L(m,y, z,t) = 0. (4.4)

0z

En dérivant alors les deux premiéres lignes de I'Eq. (4.3) par rapport & y et z respectivement, puis en
évaluant ’équation précédente en x = 0 ou x = L, on trouve finalement que la dérivée partielle de E,
par rapport a x s’annule en x = 0 et en x = L. En répétant ’analyse pour les deux autres composantes
du champ électrique, on dispose des trois conditions aux limites suivantes supplémentaires :

0F, E,
L =

8 (0 y7z t) 83’; < 7y7 z? t) 07

E.
88 (x,0,2,t) = 88; (x,L,z,t) =0, (4.5)

E, E,

P “(z,9,0,1) 5, &y, L,t)=0

Dans le vide le champ électrique vérifie I’équation de D’Alembert qui s’écrit sous la forme
1 9’°E
AE———=0 4.

ou ¢ désigne la célérité de la lumiere dans le vide. Pour chaque composante du champ électrique, par
exemple la composante x, on cherche la solution de I’équation précédente par séparation des variables,
a savoir Ey(z,y, 2,t) = a(t) f(x)g(y)h(z). On obtient alors en réinjectant puis en divisant par Eg,

1 d%f 1 d?%g 1 d%h 1 d%a

@@ e T ar = @p e o
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Cela impose alors que chacun des termes intervenant dans I’équation précédente est constant, par
exemple pour g(y), on trouve

1 d3%g

9(y) dy?

ol k? est une constante réelle positive ou négative (correspond & k réel ou imaginaire pur respective-
ment). L’Eq. (4.3) impose alors que ¢g(0) = ¢g(L) = 0. On en déduit donc que k est forcément réel et
que

(y) = =K, (4.8)

o(y) o sin (”yL” y) , (4.9)

ot n, € N*. La conclusion est identique pour h(z), et son expression fait intervenir un nombre entier
n, € N*. En ce qui concerne f(x), elle vérifie également une équation de la forme de I’'Eq. (4.8), mais

df o df

les conditions aux limites sont cette fois-ci d—(O) 1 (L) =0, ce qui permet d’aboutir a
x x

f(z) o cos (nf:n) , (4.10)

ou n; € N*. Finalement, on trouve pour le champ électrique selon e, :

Ey(z,y,2,t) = apg(t) cos (nazmt) sin (nygy) sin (nzgz> , (4.11)

oll m est une notation abrégée pour le triplet (ng,ny,n.).
On peut répéter la méme analyse pour les composantes selon y et z, et par symétrie, on va trouver
des expressions analogues en intervertissant les variables z, y et z dans ’expression précédente !, soit :

E.(2,y,2,t) = an -(t) sin (”xL”) sin (nyLﬂy) cos (nzgz) |

Les composantes du champ magnétique sont alors déduites de celles du champ électrique a partir de
I’équation de Maxwell-Faraday

0B
VAE=-"", (4.13)

soit par exemple pour la composante selon e, :

o8,
ot

 OE, OE.
(wvyvz7t) - 82’ (3372472715) - 8y (xvyvzvt)

™ . [ ngTx nyTY n,mz
=7 [Nzlny(t) — nyan . (t)] sin (gEL) cos < yL ) cos ( ZL ) ,

ou encore en intégrant par rapport au temps, en suppoosant l’absence de champ magnétique sta-
tionnaire 2, et en introduisant les fonctions bn,zs bny, bn,. des primitives respectives de an 4, an,y et

(4.14)

an 2z,

By(z,y,z,t) = % [N2bny (t) — nybp - (t)] sin (nwlim> Cos <nyl7jy) cos <n2£m> . (4.15)

On peut procéder de facon identique pour les autres composantes du champ magnétique. On peut donc
résumer 'expression des champs électrique et magnétique en fonction de n et des fonctions by, (%),

1. Par ailleurs, ’équation de Maxwell-Gauss assure que les entiers n,, ny, et n. sont identiques pour toutes les
composantes du champ électrique.
2. Cette hypothese permet de prendre la constante d’intégration nulle.
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bny(t) et by -(t) du temps :
dbg, - Nemx\ . [(Mymy\ . [(n.mz
Ey(z,y,2,t) = dt7 (t) cos 7 sin{ = )sin(—— )
db
Ey(x,y,2,t) = —2L(t) sin (nx£r$> coS (m,gy) sin <7’Lzl7j'z) ,
db
E.(z,y,2,1) = —22(t) sin (nxmc> sin (nwry) cos (’I’LZT('Z) ,
dt L L L (4.16)
T . [ n.Tx Ny T N,TZ ’
By(z,y,2,t) = 7 [12bpy () — nybp - (t)] sin < xL ) cos < yL y> cos ( ZL > )
Nemx . [Ny n,mz
By(,,2,1) = = [1abn = (1) — b (1) cos( ! >sm( yLy) cos( 4 )
Ny T Ny . [(n,Tz
B.(z,y,z,t) = I [Ny b,z (t) — ngbn 4 (t)] cos ( IL ) cos ( yL y) sin < ZL ) .
De plus, I’équation de Maxwell-Gauss impose que
Nebng + Nybny +N2bp . =0 <= n - b, =0, (4.17)

ou by, est le triplet (by, 4, bn.y, bn,2). Le vecteur by, est donc orthogonal au vecteur n et se décompose

donc sur les deux directions perpendiculaires a n, soit

2
bn(t) = Z bn,oa(t)en,ay
a=1

(4.18)

ot les vecteurs ey o sont deux vecteurs de norme 1 formant avec m un triedre direct. Cela indique
qu’il n’y a que deux polarisations possibles pour le champ électromagnétique, qui correspondent aux

polarisations tranverses.

On remarquera que la solution des équations de Maxwell est donc une onde stationnaire indexée
par le vecteur n, appelée mode propre de ce guide d’ondes tridimensionnel. Les ondes électroma-
gnétiques dans la cavité ont alors une pulsation (ou vecteur d’onde) quantifiée, qui résulte
du confinement de ’onde par les miroirs. C’est une propriété que nous avons déja vu quand
nous avons étudié 'aspect ondulatoire de la matiere. L’énergie instantanée du mode propre n peut se

calculer a partir de la densité d’énergie électromagnétique,

L L L
Un(t) = 620/0 dac/o dy/0 dz {E2(m,y,z,t)+02B2(x,y,z,t)],

(4.19)

ol nous avons utilisé la relation jegc? = 1 avec pg la perméabilité magnétique du vide, et gy la

permittivité diélectrique du vide. Apres intégration, on trouve :

. €0L3
16

(1] o]« o] -

- [abr s (£) = nbr e (D] + [1ybr (1) — 1y (D]}

eol® [ n 2 2
oL { db “ﬂ + [ A b (t)] }
[l me

16 | Ldt
eoL3 {'dbn(t)rJr( . )2[bn(t)]2},
2 ([dbp.a (t)rJr( )2[bn7a(t)]2},

16 | [ dt
2\
ou nous avons utilisé le fait que n et b, sont orthogonaux.

dbp, -
dt

Un(t)

o [

n2c?

[ we

L

16

eol3 { [
a=1
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Pour aller plus loin dans 'expression de 1’énergie, il faut déterminer les fonctions temporelles. Pour
cela, on utilise I’équation de D’Alembert vérifiée par le champ magnétique
10°B

AB+ 55 =0, (4.21)

soit pour chaque polarisation by, o, en réinjectant I'expression (4.16) du champ magnétique,

d%by,. 0

3 () + wibna(t) =0, (4.22)

oll wp, = ||n|7c/L avec ||n|| = /n2 +nZ +n2. On en déduit donc que I'énergie du mode n est la
somme des énergies de deux oscillateurs harmoniques indépendants de méme pulsation propre wy,.
On utilise maintenant un argument de physique statistique, car on a supposé le rayonnement d’équi-
libre thermique. Le théoréme d’équipartition de 1'énergie [12, 20] indique que la valeur moyenne tem-
porelle (sous hypothése ergodique) de tout degré de liberté quadratique participant a ’énergie est
égale a kpT/2. Ici, il y a deux degrés de liberté quadratiques par polarisation, soit pour la valeur
moyenne de ’énergie du mode n :
(Un(t)) = 2kpT. (4.23)

A partir de la valeur moyenne de I’énergie d’un seul mode, on peut maintenant calculer la densité
spectrale d’énergie en sommant sur tous les modes, soit

({Un(t)) _ 2kT

U)\()‘v T) - g()‘) 3 3 g(A)7 (4‘24)

ou g(A) désigne le nombre de modes par unité de longueur d’onde. Les vecteurs n se répartissent dans
un réseau cubique de pas 1, et pour un volume mésoscopique dn, le nombre de vecteurs est

g(n)dn = dn. (4.25)
On en déduit alors le nombre de vecteurs de norme égale a n :
g(n)dn = g(n)dn = dn, (4.26)

ou encore en utilisant le fait que dn = (7/2)n?dn (correspondant & un huitiéme du volume de la boule
de rayon n) :

g(n)dn = gn2dn. (4.27)

On en déduit alors le nombre de modes a une longueur d’onde A\ & d\ pres :

g(\)dX = gnan, (4.28)

soit en utilisant la relation A = 27 /(nw/L) = 2L/n :

T 4 43

7 A4 (4.29)

On retrouve alors la loi de Rayleigh et Jeans pour uy, voir 'Eq. (4.1).

Catastrophe ultraviolette

On constate qu'une théorie purement classique du rayonnement permet de décrire le comporte a
grandes longueurs d’onde de la densité spectrale d’énergie. Cependant, son accord avec les données
expérimentales est trés mauvais quand A diminue, d’ou la loi empirique introduite par Wien [voir
'Eq. (4.2)]. Par ailleurs, un défaut majeur de la description classique est qu’elle prédit une énergie
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volumique totale infinie quand on intégre sur tout le spectre, ce qui est impossible. En effet, on a
I’expression suivante pour 1’énergie volumique :

oo +o0 q\
u(T) = / dduy(A\, T) = 87rkBT/ N1 = o0, (4.30)
0 0

cette intégrale divergeant en A — 0. On parle de « catastrophe ultraviolette ».

En réalité, 'erreur dans le raisonnement de Rayleigh et Jeans vient de I'hypotheése de décrire le
champ électromagnétique comme des oscillateurs classiques, autrement dit que 1’énergie du champ
électromagnétique peut prendre un continuum de valeurs. Planck résoudra le probléme en supposant
que les oscillateurs harmoniques indépendants qui décrivent le champ électromagnétique dans la cavité
ne peuvent avoir qu'un nombre discret d’énergies, et que cette énergie est un multiple entier d’un
quantum d’énergie proportionnel a la pulsation de ’onde électromagnétique (seule grandeur
physique caractérisant 'oscillateur) :

(Un(t))m = mgwn = mhw, (meN). (4.31)

™

Autrement dit, Planck suppose que la lumiére est constituée de grains de lumiere, que Lewis appel-
lera photon en 1926, chaque mode ne pouvant contenir qu’un nombre entier m de photons. Planck
introduit alors une constante auxiliaire h, qui depuis porte le nom de constante de Planck, et est une
constante fondamentale de la physique.

On peut alors montrer qu’on retrouve bien la loi de Planck du rayonnement thermique, a savoir que

8mwhe 1
o S ohe/heTN) _ 1

ux(A\,T) = (4.32)

En effet, il suffit de calculer 1’énergie moyenne d’'un mode maintenant, en sommant sur toutes les
nombres de photons, avec la probabilité p,, associée. Cette derniere correspond au poids de Boltzmann,

—mBhwn,
L Un (@) /Ty _ € (4.33)

Pm = 267 7 ’

avec f = 1/(kgT), et ou Z est une constante de normalisation (appelée fonction de partition), telle
que la somme des probabilités soit égale a 1. Son expression est donc

Z=—-—" (4.34)

On peut maintenant calculer I’énergie moyenne d’un mode (ou le facteur 2 devant la somme vient du
fait qu’on a deux polarisations par mode) :

+00 oh
—+o00 ZO me " 1 8 —+o00
<Un(t)> =2 Z <Un(t)>mpm = 2hwnm_:0.% = Qhwn_'_ooi a (- Z emt)
m=0 Z efmﬁhwn Z efm,Bhwn m=0
m=0 m=0

) R
:27?/,unat<—lnmzzoe )

)

t=phw

)

t=Lhw
(4.35)
soit en calculant la somme puis en dérivant :
0 1 0
— J— — - @@ — - —_ _/Bhwn
(Un(1) = 2hwn ( In L —e—ﬂfwnD . 2hion 5 (1n [1 e D o .
B e Bhwn _ 2hwn '
= 2hwn1 B~ B 1

d’ou le résultat attendu en utilisant la relation wy, = ||n|| 7¢/L = 2mc/A.
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FIGURE 4.2 — Schéma de ’expérience pour observer ’effet photoélectrique. Sur la figure de droite est
représenté le courant dans le circuit en fonction du potentiel V' pour différentes intensités
lumineuses et différentes fréquences de rayonnement incident.

4.1.2 L’effet photoélectrique
Description de I'expérience

L’effet photoélectrique fut observé pour la premiere fois par Hertz en 1887, puis étudié par Millikan
en 1902. C’est une expérience qu’on peut reproduire en laboratoire d’enseignement a ’aide d’un
électroscope (P67.34). On utilise un baton d’ébonite (P68.9) qu’on frotte avec une peau de chat
(P68.13), de sorte qu'il se charge électriquement. On applique alors le baton contre 1’électroscope, les
deux aiguilles qui le composent sont chargées par contact, et se repoussent par répulsion électrostatique.
On éclaire alors le dispositif avec une lampe & vapeur de mercure (P1.4). On peut réaliser ’expérience
(i) lorsqu’on met une plaque de verre entre ’électroscope et la lampe et (ii) en I’absence de plaque de
verre. Dans le premier cas, rien ne se passe, tandis que dans le second cas, les aiguilles se rapprochent,
indiquant que I’électroscope se décharge. Comme on est en circuit ouvert (1’électroscope n’est pas relié
électriquement & un circuit), cela impose que des électrons ont été arrachés par le rayonnement a la
matiére.

Pour 'expérience qualitative, on utilise une lampe a vapeur de mercure, car celle-ci émet dans 'ultraviolet,
qui est suffisamment énergétique pour arracher des électrons. L’effet de la plaque de verre est d’absorber
en grande partie le rayonnement ultraviolet.

L’expérience de Millikan est un peu plus sophistiquée que le dispositif d’enseignement, et est sché-
matisée Fig. 4.2. Une électrode est éclairée par un rayonnement électromagnétique et est soumise a un
potentiel nul 3, tandis qu'une autre électrode lui fait face, et est soumise & un potentiel V. Le systéme
constitué des deux électrodes forme une diode & vide. On fait alors les observations expérimentales
suivantes (voir Fig. 4.2) :

1. le courant I qui circule de 'anode a la cathode est nul lorsque la fréquence du rayonnement
électromagnétique v est inférieure & une fréquence caractéristique vs qui dépend du matériau
constituant la cathode;

2. le courant I varie de fagon non linéaire avec la tension V', est nulle pour V < Vj (avec Vj < 0
appelée contre-tension), croit pour V > Vj et sature a I a grandes valeurs de V'

3. la contre-tension Vj dépend de la fréquence v mais pas de 'intensité lumineuse du rayonnement
incident, et |Vp| augmente quand v augmente.

On lit souvent que le courant électrique a la saturation I5,; ne dépend que de 'intensité lumineuse incidente,
et pas de la fréquence. C’est faux, comme nous le verrons par la suite.

3. On parle de photocathode car elle émet des électrons sous ’action d’un rayonnement électromagnétique.
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FI1GURE 4.3 — Hlustration de 'expérience de Compton.

Analyse classique de I'effet photoélectrique

La théorie classique prédit que si on éclaire la cathode avec un rayonnement suffisamment énergétique
de sorte a fournir au systéme ’énergie nécessaire pour arracher un électron au repos, appelé travail
d’extraction Wy, alors on devrait observer un courant. De plus, en sortie de la cathode, ’électron
présente une énergie cinétique E. ;. L’électron extrait étant isolé, son énergie mécanique est conservée,
et s’écrit également

By = By — €V = Ee,. (4.37)

On en déduit alors que si V' < —E /e, alors I'énergie cinétique de I’électron est négative sur ’anode.
Autrement dit, 'électron n’est pas capable d’atteindre 'anode dans ce cas. A l'inverse, si V est suffi-
samment grand, I’électron est suffisamment stabilisé sur ’'anode et n’est pas bloqué dans sa traversée
du tube a vide. Le courant ne devrait alors plus dépendre de V.

Ainsi, la saturation du courant et l’existence d’une contre-tension sont cohérentes avec la théorie
classique. Néanmoins, la physique classique indique que la contre-tension devrait dépendre de I'inten-
sité lumineuse incidente, et non pas de la fréquence du rayonnement incident.

Interprétation quantique

C’est Einstein qui donne une explication de I’effet photoélectrique en 1905, en utilisant la notion de
quantum de rayonnement introduit dans la section précédente, comme nous le verrons par la suite.

On termine par mentionner deux limitations de l’expérience de Millikan. En premier lieu, I'effet
photoélectrique permet d’illustrer la quantification de I’énergie du rayonnement. Cependant, elle ne
montre pas 'existence du photon, en tant que « particule de lumiére ». En second lieu, une autre inter-
prétation de l'effet photoélectrique est possible, en utilisant une description ondulatoire de la matiére,
et en supposant que ce sont les électrons qui ont des niveaux d’énergie quantifiés [21]. Nous verrons
par la suite une expérience qui prouve ’existence du photon en tant que « particule de lumiere ».

4.1.3 La diffusion Compton
Présentation de I'expérience

La diffusion Compton a été étudiée pour la premiere fois en 1922. Elle consiste a étudier la diffusion
d’une onde électromagnétique incidente de longueur d’onde A par une cible de carbone initialement
au repos, voir Fig. 4.3. Compton fait alors les observations suivantes :

» si le rayonnement incident est de fréquence sufisamment élevée, on observe deux raies dans
le rayonnement diffusé par la cible de carbone, (i) une composante dite élastique a la méme
fréquence v ou longueur d’onde A et (ii) une seconde composante dite inélastique de longueur
d’onde X' > )\, correspondant & une fréquence v/ < v inférieure ;
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» la différence de longueur d’onde A\ = X — X entre les composantes inélastique et élastique
dépend de 'angle de diffusion 6 et s’écrit sous la forme

A o sin? <Z> ) (4.38)

ou la constante de proportionnalité ne dépend pas du rayonnement incident ou de la cible
diffusante.

Description classique

Classiquement, I’onde incidente vient exciter les électrons présents dans la matiere et leur confére un
mouvement périodique. Les électrons vont donc émettre un rayonnement d’accélération et réémettre
une onde électromagnétique. Les lois de la mécanique et de ’électromagnétisme étant linéaires, 'onde
diffusée devrait étre de méme longueur d’onde que ’onde incidente, indépendamment de ’angle de
diffusion.

En réalité, on peut interpréter cette expérience en ayant une description corpusculaire de la lumieére,
c’est-a-dire en utilisant le concept de photons, et en décrivant la collision entre les photons du rayonne-
ment incident et les électrons présents dans le milieu diffusant. Un calcul de relativité restreinte  [22]
montre alors que

2h . 5[0
AN = L (2> , (4.39)
ol m désigne la masse de I’électron, en accord total avec les constatations expérimentales de Compton °.
Un ordre de grandeur du décalage en longueur d’onde est A\ ~ 4,8 pm pour un angle de ¢ = 7. Pour
que ce décalage soit repérable, il faut donc une longueur d’onde A >~ A\, correspondant au domaine
des rayons X.

Tout comme l’effet photoélectrique, on indique que la diffusion Compton peut étre comprise par
une description totalement classique du rayonnement, mais en utilisant la quantification des niveaux
d’énergie de 1’électron [23]. Ce sont les expériences a photons uniques, décrites dans le paragraphe
suivant, qui ont permis de montrer véritablement 1’existence du photon.

4.1.4 Les expériences a photons uniques
Caractere insécable du photon

La premiére expérience & photons uniques a été réalisée par Kimble, Dagenais et Mandel en 1977 [26]
comme schématisée sur la Fig. 4.4. Elle consiste a éclairer une lame semi-réfléchissante par une source
a photons uniques puis a détecter le rayonnement en sortie des deux bras par deux photodétecteurs.
On obtient donc in fine deux signaux temporels I1(t) et I5(t) correspondant aux intensités sur chacun
des deux détecteurs. Chacun de ces deux signaux a la forme d’une succession d’impulsions, chacune
d’entre-elles étant associée a l'arrivée d’un photon sur le détecteur. L’expérience montre alors que les
signaux I1(t) et Iy(t) sont anti-corrélés, autrement dit les impulsions sur les deux signaux I;(t) et
I5(t) ne coincident pas. Cette expérience montre alors le caracteére insécable du photon, qui permet
d’affirmer qu’il est passé d’un coté ou de I’autre de la lame semi-réfléchissante. Cette expérience montre
donc l'existence d’une « particule de lumiere ».

Une source de photons uniques correspond & une entité (atome ou molécule) présentant deux niveaux
énergétiques et capable de transiter entre ces niveaux (voir la fin du chapitre précédent et le chapitre
suivant). On vient alors exciter l'entité avec un laser pulsé & la longueur d’onde moyenne associée a la
transition de l'entité, cette derniere transitant de son état fondamental a ’état excité. L’état excité ayant
une durée de vie finie, le systéme finit par retomber dans son état fondamental en émettant un unique
photon dont la longueur d’onde correspond a celle de la transition [27].

4. Le photon est une particule de masse nulle dont la description nécessite nécessairement une description relativiste.
5. Le préfacteur h/(mc) est parfois appelé la longueur d’onde de Compton.
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FIGURE 4.4 — (Illustration de l'expérience a photons uniques de Kimble, Dagenais et Mandel [24] &
gauche, et de celle de Grangier, Roger et Aspect & droite [25]. Dessous est représen-
tée I’évolution de 'intensité électrique en sortie des deux détecteurs en fonction de la
différence de marche § entre les deux bras de l'interférometre de Mach-Zehnder dans
I’expérience de Grangier, Roger et Aspect.

Cette expérience a été par la suite refaite plus élégamment par Grangier, Roger, et Aspect en
1986 [25]. Par la suite, les mémes auteurs ont utilisé une source de photons uniques (utilisée pour
montrer la nature corpusculaire de la lumiere) pour éclairer un dispositif dans un interferometre de
Mach-Zehnder qui permet de contrdler la différence de marche § entre les intensités lumineuses au
niveau des deux détecteurs, voir Fig. 4.4. Dans la description corpusculaire, le photon passe par I'un
des cotés de la premiere séparatrice (BS1), puis par 'un des cdtés de la seconde séparatrice (BS2).
On devrait donc observer des impulsions aux bornes des deux détecteurs (PM1 et PM2) la encore,
et aucune dépendance en §. Le résultat de leur expérience est représenté Fig. 4.4 et contredit la
description corpusculaire du photon. En effet, on observe une modulation des signaux par la différence
de marche, correspondant & un phénomene d’interférences. De plus, les deux signaux I1(d) et I3(d)
sont en opposition de phase.

En réalité, comme mentionné précédemment, on retrouve ici un phénomeéne d’interférences, autre-
ment dit la lumiere peut étre décrite de fagon ondulatoire, bien qu’une source de photons uniques soit
utilisée. En effet, d’un point de vue classique, le rayonnement électromagnétique incident d’intensité
Iy est séparé équitablement par la premiere séparatrice, de sorte que 'intensité dans chaque bras doit
étre égale a Iy/2. De plus, la réflexion induisant un déphasage de m quand elle se produit sur un milieu
d’indice supérieur que celui du milieu dont vient ’onde incidente 8 (c’est le cas ici lorsque 1’'onde venant
de lair se réfléchit sur le miroir de la séparatrice qui recouvre la face supérieure de la lame de verre),

6. Cette propriété résulte de I'expression des coefficients de Fresnel de réflexion et de transmission en amplitude a
une interface [19].
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I’amplitude de vibration lumineuse dans le bras supérieur acquiert un déphasage de 7 par rapport a
celle parcourant le bras inférieur. Autrement dit, les amplitudes complexes des vibrations lumineuses
sont

e 2’ (4.40)
—_ IO ‘
Uinf = 53

pour les bras supérieur et inférieur respectivement. Par la suite, les ondes traversent le dispositif
interférentiel et acquieérent un retard 7 = ¢/c 'une par rapport a l'autre. Au niveau de la seconde
séparatrice, les amplitudes complexes des vibrations lumineuses s’écrivent

Iy

Usup (6) = Ev

1, .
uint(0) = — 506_2%5/’\,

ou nous avons tenu compte du déphasage de 7w induit par la réflexion sur chacun des miroirs dans
les bras de l'interféromeétre, et ot nous avons noté A la longueur d’onde de I'onde lumineuse. Sur le
premier détecteur, 'onde venant du bras supérieur traverse la séparatrice, tandis que 'autre y fait
une réflexion, de sorte que 'amplitude de vibration lumineuse sur le premier détecteur vaut

uy(6) = ‘/ZTO (1 + e—im/A) . (4.42)

De la méme maniere, pour le second détecteur, ’'onde venant du bras supérieur est réfléchie mais ne
subit pas de déphasage de 7 car I'onde se réfléchit dans le verre qui est plus réfringeant que ’autre,
tandis que l'autre est transmise et on a

(4.41)

us(8) = \/QTO (1= ez, (4.43)

En mettant 'amplitude de vibration au carré, on obtient les intensités lumineuses sur chacun des deux

détecteurs : ; Vs )
1 (6) = |U1(5)|2 = ZO [2 + 2 cos (I)} = Iy cos? <7i\> 7

(8) = [us(8)2 = % {2 ~ 9cos (27;‘5” ~ Iy sin? (”j) .

Autrement dit, les variations des deux intensités en fonction de § sont sinusoidales, et en opposition
de phase, en accord complet avec les observations expérimentales.

Cette expérience montre donc la dualité onde/corpuscule de la lumiére, et illustre ces deux propriétés
avec un matériel similaire. Dans le premier cas, les deux photodétecteurs permettent de dire par quel
cOté de la séparatrice sont passés les photons, de sorte qu’on observe le comportement corpusculaire
de la lumiére. A Dlinverse, dans le cas de linterférométre de Mach-Zehnder, on ne sait pas le trajet
suivi par le photon dans 'interférometre. Autrement dit, les photons sont délocalisés, et « sont dans
les deux bras de l'interférometre en méme temps ». Ils doivent étre décrits de maniére probabiliste,
ou encore avec un formalisme ondulatoire, comme nous ’avons vu dans le chapitre sur la description
ondulatoire de la matiere.

(4.44)

Interférences photon par photon

Une autre expérience mettant en évidence la dualité onde-corpuscule de la lumiére est représentée
Fig. 4.5 et consiste a étudier les interférences d’une source de photons uniques a travers un dispositif
interférentiel, ici le biprisme de Fresnel. Au début de 'expérience, on observe quelques points isolés
correspondant & la détection de photons uniques. Par contre, en augmentant le nombre de photons
détectés, on observe la formation progressive des franges d’interférences attendues dans une expérience
de physique ondulatoire avec un biprisme de Fresnel. Cette expérience est I’analogue de celle présentée
dans le chapitre sur la description ondulatoire des particules.
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FI1GURE 4.5 — Illustration des interférences avec une source de photons uniques éclairant un biprisme
de Fresnel. On représente la figure d’interférences obtenue a ’aide d’une caméra CCD
pour un nombre croissant de photons [28].

On rappelle que le biprisme de Fresnel est un dispositif interférentiel a division du front d’ondes (c¢’est-a-dire
que les interférences sont produites par des rayons différents), schématisé sur la Fig. 4.6. Il est constitué de
deux prismes de méme angle au sommet A < 1 accolés a la base. La source ponctuelle S est a une distance
d de la face du biprisme. On se place dans les conditions de Gauss, de sorte que d est tres grande devant
les dimensions du prisme. On considére un rayon issu de S avec un angle « par rapport a I’horizontale. En
notant 7 ’angle d’incidence sur la premiére face par rapport a la normale, ¢/ angle du rayon réfracté par
rapport & la normale, ¢ angle d’incidence sur la seconde face par rapport & la normale, r ’angle du rayon
réfracté par rapport a la normale et D ’angle de déviation entre le rayon incident et le rayon réfracté, on
trouve les relations suivantes par des considérations géométriques et la loi de Snell-Descartes a chacune des

interfaces :
nsini = siné’ (loi de Snell-Descartes en I),

nsini” = sinr (loi de Snell-Descartes en J), (4.45)
i +1i" = A (somme des angles dans le triangle IJK), ‘
D =i+ r— A (angle entre les différents rayons en J),

ou n désigne l'indice du verre. Dans ’approximation des petits angles, on obtient D = (n — 1) A, indépen-
damment de 7. On peut alors montrer, toujours dans ’approximation de Gauss, que tous les rayons réfractés
par le prisme supérieur (resp. inférieur) se croisent en un point S7 (resp. S2) dans le plan parallele a la face
d’attaque du biprisme contenant S. Par exemple, dans le cas des deux rayons issus du prisme supérieur
représentés Fig. 4.6, si on se place dans le repere (O, x,y) dont I'origine est au milieu de la face centrale du

biprisme, 1’équation du rayon attaquant le prisme en y = 0 est simplement y = —Dz (dans approxima-
tion des petits angles). De la méme maniére, I’équation de l'autre rayon est y = £+ (i — D)z, ou ¢ désigne
la demi-hauteur du prisme. L’intersection est alors obtenue pour z; = —{¢/i = —d car i ~ tani = ¢/d.

L’ordonnée correspondante est y; = Dd. Le point d’intersection (x1,y1) est indépendant de la hauteur
y a laquelle le rayon attaque le prisme, justifiant que tous les rayons semblent provenir du point S; de
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FIGURE 4.6 — Biprisme de Fresnel. Le systéme se comporte comme la superposition des ondes émises

par deux sources secondaires fictives S7 et Ss.

expérimentaux de la Fig. 4.5.

4.2 Notion de photon

4.2.1 Caractéristiques du photon

coordonnées (x1,y;). Par ailleurs, on remarque 1 = —d, indiquant que le point S; est dans le plan passant
par S et normal & I'axe optique. Le méme raisonnement pour les rayons réfractés par le second prisme
conduit & une seconde source secondaire So de coordonnées (z2,y2) = (—d, —Dd).

On est alors ramené a un probleme analogue a celui des trous d’Young avec une source ponctuelle.
Les interférences dans le cas du biprisme sont donc non localisées, et conduisent a des franges rectilignes
paralleles & I'aréte du biprisme dans un écran placé orthogonalement a 'axe optique. L’interfrange est
alors i = AL/a ot L désigne la distance entre S et I’écran, A la longueur d’onde du rayonnement, et
a = 2Dd = 2(n — 1)Ad la distance entre les deux sources secondaires. Cela est en accord avec les résultats

A partir des expériences présentées précédemment, nous sommes en mesure de définir le photon. La
lumiere peut étre décrite de maniere ondulatoire ou de facon corpusculaire, cést-a-dire composée de

« particules de lumiere », appelées photons.

Propriétés du photon
Les propriétés du photon sont les suivantes :

est associé :

1. le photon se déplace & la vitesse de la lumiére dans le vide, fixée & ¢ =3 x 108 m-s™!;

E = hy,

ou h désigne la constante de Planck;
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2. le photon a une énergie E proportionnelle a la fréquence v du rayonnement qui lui

(4.46)

3. le photon est une particule quantique dont la relation de dispersion est celle des ondes
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lumineuses, a savoir

c
= —; 4.47
V= (4.47)
4. on peut définir une impulsion p au photon de la forme :
E h
=—u=— 4.48
p="u=1u, (4.45)

ou u désigne le vecteur unitaire dirigeant la propagation de la lumiere;

5. la masse du photon est nulle, c’est une particule relativiste.

Nous allons commenter chacun des points précédents. Le premier point découle du fait que le photon
et 'onde lumineuse ne sont que les deux facettes du méme concept physique, et la dualité impose alors
que la vitesse du photon coincide avec celle de 'onde associée.

Le second point est un postulat de la mécanique quantique, et est identique a la relation de
De Broglie-Planck-Einstein pour les états stationnaires de ’équation de Schrédinger. Il permet par
exemple d’expliquer la loi du corps noir, ou encore U'effet photoélectrique (voir le paragraphe suivant).

La description quantique du photon est en réalité plus complexe que celle de la matiére, et ne repose pas
sur ’équation de Schrodinger. En effet, le photon étant de masse nulle, il faut une description quantique
et relativiste du photon, qu est ’objet de 1’électrodynamique quantique.

Le troisieme point est une conséquence de la dualité onde-corpuscule, en effet, le photon doit avoir
la méme relation de dispersion que 'onde qui lui est associée dans le vide. En particulier, on notera
que la relation de dispersion du photon est différente de celle des particules massives :

2
w = h|lk| (photon) versus w = o (particule massive). (4.49)
m

Le quatrieme point peut se comprendre a partir de la pression de radiation connue en électroma-
gnétisme [29]. En premier lieu, il est évident que, par isotropie, 'impulsion du photon doit étre dirigée
selon le vecteur w. De plus, on montre (voir la remarque suivante) que lors de la réflexion d’une onde
électromagnétique sur un conducteur parfait (i.e., un miroir), ce dernier subit une force par unité de
surface appelée pression de radiation et qui vaut, dans le cas d’une incidence normale

21
Pom = ==, (4.50)
C

ou I désigne l'intensité du rayonnement incident. Dans un modeéle corpusculaire, si on note p = pu
I'impulsion d’un photon arrivant sur le miroir, la variation d’impulsion du photon lors de la réflexion
est

Ap, = —pu — pu = —2pu. (4.51)

Cette impulsion perdue par le photon est cédée au miroir, de sorte que sa variation d’impulsion est
Apumiroir = 2pw. Pour connaitre la variation d’impulsion du miroir pendant dt, il suffit de multiplier par
le nombre de photons arrivant sur le miroir pendant cet intervalle. Ce nombre correspond a I'intensité
lumineuse I multipliée par dt et par la surface S du miroir, le tout divisé par 1’énergie hv d’un seul
photon, soit une variation totale d’impulsion du miroir :
QIS dpmiroir QIS
dpmiroir = [dtAPmiroir = —pudt <— ———— = —pu. 4.52

Pmiroir DPmiroir ho D dt hy D ( )

Par ailleurs, le principe fondamental de la dynamique appliqué au miroir dans le référentiel d’étude

supposé galiléen indique que

dpmiroir o o 218
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soit en égalant les deux équations précédentes :

hv E h
B — 4.54
p=—=2=5 (4.54)
En particulier, on notera que ||p|| = h/A, une relation qui ressemble & la formule de De Broglie pour

une particule libre. On remarquera également qu’on retrouve que la relation de dispersion du photon
differe de celle des particules massives, car la relation entre impulsion et énergie est différente :

2
E = ¢||p|| (photon) versus FE = % (particule massive). (4.55)
m

Dans cette remarque, on explique comment trouver I’expression de la pression de radiation s’exercant sur
un conducteur parfait [29]. On considére un conducteur de conductivité électrique ¢ suffisamment grande
(dans un sens qu’on précisera par la suite) occupant le demi-espace x > 0 plongé dans le vide (x < 0).
Le vecteur unitaire normal sortant a sa surface est donc le vecteur de base —e,. On considére une onde
électromagnétique incidente plane se propeageant selon 'axe +ey :

E;(z,t) = Epcos(kx — wt)ey,
E (4.56)
Bj(z,t) = = cos(kx — wt)e,,
c
ou k = w/ec. Sur le miroir, une partie de l'onde est réfléchie, tandis que lautre est transmise. L’onde
électromagnétique réfléchie a une structure d’onde plane se propageant selon —e,, et s’écrit

Er(q}7 t) — Re {E(()r)e—i(km+wt) ’

(r) 4.57
Br(:mt):Re{—em/\Eo e_i(mrm)}; 4

C

ou E((,r) est un vecteur dont la composante selon e, est nulle, par I’équation de Maxwell-Gauss.
Dans le conducteur, on établit 'équation d’ondes vérifiée par le champ électrique transmis Eg(z,t) en
utilisant les équations de Maxwell, ainsi que la loi d’Ohm 5 = ¢E;. On obtient alors dans le cas général :

8Et 62Et o 14
AFE; + pos En + Koo BID =-V 5 , (4.58)

ou p(z,t) désigne la densité volumique de charges dans le conducteur. En prenant la divergence de I’équation
de Maxwell-Ampeére, en utilisant 1’équation de Maxwell-Gauss, et le fait que la divergence d’un rotationnel
est nulle, on trouve que la densité de charges vérifie ’équation suivante dans le conducteur :

— +—p=0. (4.59)

Autrement dit, la densité volumique de charges relaxe de fagon exponentielle vers un état permanent neutre
électriquement. Ainsi, si 'onde a une pulsation w < ¢/eg (ce qui correspond & une « grande » conductivité
électrique), ce qu’on supposera dans la suite, alors on peut prendre p = 0 dans le conducteur. Toujours
dans I'hypothése oll w < ¢/e¢, équation d’ondes vérifiée par le champ électrique se simplifie en

OE,
AE; + uoga—tt = 0. (4.60)

L’équation précédente se résout aisément en introduisant 1’épaisseur de peau

5= ,/NQM, (4.61)
0

Ei(z,t) = Re {Eét)e_z/éei(m/‘;_”t)} , (4.62)

et on obtient

ou E(()t) est 'amplitude complexe du champ transmis, un vecteur ne possédant pas de composante selon e,
en raison de ’équation de Maxwell-Gauss. A partir de I’équation de Maxwell-Faraday, on obtient également
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I’expression du champ magnétique transmis, a savoir

1+ )
By(z,t) = Re{ oj:slew A E((,t)e_x/(;e’(z/é_“t)} . (4.63)

En particulier, on observe que le champ électromagnétique pénetre dans le conducteur sur une épaisseur
caractéristique § qui tend vers 0 quand ¢ — +o0o (cas du conducteur parfait). Dans ce dernier cas, le champ
électromagnétique est nul dans le volume du conducteur, et varie discontintiment a sa surface.

Pour déterminer les amplitudes des ondes transmise et réfléchie, on utilise les relations de passage a
Pinterface entre le conducteur et le vide. En labsence de courants et charges surfaciques (ce qui est le
cas ici car on a fait une modélisation réaliste du conducteur), les champs électrique et magnétique sont
continus en z = 0, ce qui se traduit par :

Ey) = Eo+ By,
) _ )
E 0z — E 0z >

L4ipom _ ES) (4.64)
T (’r)
L+ipw _ Eo Eoy
wé W ¢ c

Les deuxiéme et troisieme équations imposent alors que E(()? = Eérz) = 0, tandis que les deux dernieres
permettent d’obtenir

2
Ey) = E, -,
1—(1+4)— (4.65)
E(f) — E w5
v a0 ©
wd

Or dans ’hypothése olt w < /&g, on a :

c ¢ [wspo S
I Bl 1 4.66
wé w 2 2w > 5 (4.66)

de sorte que les expressions des amplitudes des champs se simplifient en

t wd .
By = By (1), (4.67)
E}) = —Ey.
On peut maintenant synthétiser I’expression des différents champs :
E;i(z,t) = Epcos(kx — wt)ey,
¢Bi(z,t) = Ey cos(kx — wt)e,
E,(z,t) = —Ej cos(kx + wt)ey, (4.68)

¢By(x,t) = Eg cos(kx + wt)e,,
Eq(z,t) = V2Eg(wd/c)e™*/% cos(x /6 — wt — 7/4) ey,
cBy(z,t) = 2Eqe™%/% cos(x /5§ — wt)e,,

ol nous avons utilisé que 1 — i = /2e~"/4,
Pour déterminer ’expression de la force électromagnétique s’exercant sur le conducteur, on calcule la
force de Laplace volumique subie par les courants en son sein :

f(@) = (j A By(z,1)),
= 2@}332”7256*%/5@08@/5 — wt —7/4) cos(z/8 — wt)), (4.69)

)

_ 2SWO ous
—EOCTG /em
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ou (.) désigne la moyenne temporelle. Finalement, la force s’exercant sur une surface élémentaire de conduc-
teur dS = dSe, s’obtient en intégrant la force précédente sur toute la longueur du conducteur, soit

§ [T EZcwé? E2 21
dF = dSE2™° / dre=20/0 = 482020 _ 4§=0_ — 8=, (4.70)
2 Jo 2¢2 Loc? c

olt on reconnait 'expression de 'intensité lumineuse I = E2/(2uqc) égale a la norme du vecteur de Poynting
moyen incident IT; = (E; A Bji/up). On a donc obtenu Uexpression de la pression de radiation.

Enfin, en ce qui concerne le cinquiéme point, il découle directement de I'Eq. (4.55) pour autant
qu’on connaisse ’expression relativiste de 1’énergie d’une particule massive [22] :

E? = m?c + p?c. (4.71)

La comparaison de cette équation avec I'Eq. (4.55) indique directement que la masse du photon est
nulle, m = 0.

Les équations de Maxwell telles que nous les connaissons reposent sur I’hypotheése que la masse du photon
est nulle. On peut reformuler électromagnétisme dans le cas ou m # 0, ce qui ameéne a de nouvelles
équations de Maxwell [30]. Néanmoins, toutes les expériences qui ont tenté de mettre en évidence la masse
non nulle du photon ont pour le moment obtenu une masse en dega de leur résolution, autrement dit
compatible avec une masse nulle.

Nous terminons ce paragraphe en calculant 'ordre de grandeur du nombre de photons émis par un
laser Helium-Néon usuel (A = 632nm) en travaux pratiques de puissance P = 1 mW. Le nombre de
photons émis par unité de temps vaut alors

— =—>~32x10"7"s" 4.72

hv  he ’ ’ (4.72)
soit 3,2 x 10'® photons émis chaque seconde. On est donc loin de la source de photons uniques, et
c’est pour cela qu’on n’observe pas l'aspect corpusculaire du rayonnement en travaux pratiques.

4.2.2 Retour sur I'effet photoélectrique

Nous terminons ce chapitre en revenant sur l'effet photoélectrique, en expliquant a partir de la
description corpusculaire de la lumiere, les observations de Millikan. On considére une source mono-
chromatique d’intensité lumineuse ¢ et de fréquence v. Pour qu’'un électron soit émis par la matiere, il
faut que ce photon soit absorbé et lui fournisse une énergie suffisante, supérieure au travail d’extraction

au repos, soit
W,
hl/>WS<:>1/>1/S:TS. (4.73)

Nous venons de retrouver que le courant électrique est nul des lors que la fréquence du rayonnement
incident est inférieure a un seuil qui dépend du matériau considéré.

Si la fréquence est suffisance, la différence entre ’énergie du photon et le travail d’extraction est
récupérée par ’électron sous forme d’énergie cinétique lorsqu’il est émis, soit

Ee; = hv — Wi, (4.74)

La cathode étant a un potentiel nul, et ’anode & un potentiel V', par conservation de ’énergie méca-
nique, I’énergie cinétique du photon sur ’anode vaut

Ef—eV=E;<= E.t =hv+eV — Wi (4.75)

Le courant électrique I s’annule alors quand les électrons ne peuvent plus arriver jusqu’a ’anode, soit
quand E. ¢ < 0. On obtient alors que

Ws—hv h
V<7”:g(ys—y):v0. (4.76)

(&
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Nous venons donc de mettre en évidence 'existence d’une contre-tension, qui dépend de la fréquence
v, et non pas de l'intensité lumineuse du rayonnement incident. Par ailleurs, on observe que V) < 0 et
sa valeur absolue augmente bien quand v augmente.

Enfin, nous pouvons calculer le courant électrique a saturation, en supposant que la probabilité
qu’un photon soit absorbée p ne dépende pas de la fréquence, ni du flux lumineux ¢. Dans ce cas, le
nombre d’électrons émis par unité de temps vaut

25

- (4.77)

p
ou S désigne la surface de la cathode, et ¢S/ (hv) le nombre de photons incidents par unité de temps. On
obtient alors facilement l'intensité & saturation (débit de charges) en multipliant le nombre précédent

par la charge électrique élémentaire e :

_eppsS
I o (4.78)

En particulier, on notera que It dépend a la fois de ¢ et v & priori, contrairement & ce qu’on peut
souvent lire dans les différents ouvrages.
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