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Résumé

Le sujet de ce stage est la compréhension et l'expérimentation
d'algorithmes destinés à résoudre un problème de transport optimal
semi-discret, en lien avec des notions de géométrie algorithmique et
avec comme toile de fond une application en cosmologie.

Ces algorithmes utilisent une méthode de Newton comme schéma de
base. Ils nécessitent de plus le calcul d'un diagramme de Laguerre. Ce
rapport introduit une méthode pour ce calcul passant par une structure
d'arbre AABB (Axis-Aligned Bounding Box).

Introduction

Le problème du transport optimal fut considéré pour la première fois
par Gaspard Monge en 1781 dans [13]. Ce fut alors d'un point de vue
très concret et de manière plus restrictive. Ce problème, comme l'indique
son nom, possède une interprétation simple : optimiser un transport. Par
exemple, considérons des mines de charbon et des usines, clientes des dites
mines. Le transport du minerai des mines aux usines a un coût. Selon les
positions relatives des di�érentes mines et usines, il doit exister des manières
plus ou moins e�caces d'acheminer le combustible. Optimiser cela est une
instance du trasnport optimal.

D'abord d'intérêt assez réduit, ce sujet fut ravivé par Kantorovitch
dans divers articles dans les années 1940 ([9], [10]). Il généralisa la formulation
deMonge à partir de la théorie de la mesure et il en développa les applicati-
ons en économie, ce qui lui valut le prix nobel d'économie en 1975. En
parallèle et avec le développement des sciences informatiques, les algorithmes
résolvant des problèmes de programmation linéaire fournirent des outils pour
résoudre certains problèmes de transport optimal (la première fois dans [7]).

Le transport optimal connait régulièrement des regains d'intérêts en lien
avec d'autres disciplines, notamment en mécanique des �uides, en probabilité,
ou encore en théorie des équations aux dérivées partielles (voir par exemple
[14], [2]). Dans [6], Brenier, Frisch & al introduirent une application en
cosmologie. Il semble qu'à partir d'une certaine échelle, le problème de la
reconstruction de l'univers primordial puisse s'exprimer comme un problème
de transport optimal que l'on pourrait résoudre numériquement.

Lors de la publication de [6], les performances des algorithmes disponi-
bles limitaient fortement la taille des modèles numériques (de l'ordre de
100 000 points dans ce dernier article). Les algorithmes développés par
Bruno Lévy dans [11] en 2015 puis dans sa suite par Kitagawa, Mérigot
et Thibert dans [3] en 2016, proposent une solution à cette limite. Cela
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fonctionne bien dans certains cas, comme en mécanique des �uides ([16]).
Cependant, de par la structure particulière des données à traiter en astrophy-
sique il est nécessaire d'adapter ces algorithmes.

C'est là qu'interviennent mes travaux. Une étape de l'algorithme présenté
parKitagawa, Mérigot & Thibert perd de son e�cacité. Le but �nal des
recherches auxquelles j'ai pris part, est d'obtenir le gain de vitesse nécessaire
pour réaliser des reconstructions de l'univers primordial aussi grandes que les
simulations à n corps actuellement réalisées (de l'ordre de 500 milliards de
points (voir le projet DEUSS 1)). Ce rapport de stage présente une possible
avancée.

Dans une première partie, largement inspirée de [12], le transport optimal
sera dé�ni de manière plus rigoureuse. Diverses propriétés essentielles permet-
tant la mise en place d'algorithmes seront étudiées. En particulier, le problème
dual du transport optimal sera évoqué, ainsi que les notions de c-transformée
et de c -superdi�érentielle qui permettent respectivement de se placer dans
un ensemble compact et d'établir un lien plus précis entre la solution du
problème dual et du problème initial.

La partie suivante proposera une vue d'ensemble des algorithmes existant
et des problèmes qu'ils posent dans le cas de l'application à l'astrophysique.
La première méthode passe par un problème d'a�ectation et utilise des
méthodes de programmation linéaire. C'est cela qui était utilisé dans l'article
pionnier [6]. Son temps d'exécution (O(n3)) le rend obsolète. Les méthodes
suivantes ([11], [3]) utilisent le transport semi-discret et passe par un même
schéma algorithmique : une méthode de Newton.

Les pistes que j'ai suivies seront exposées dans la dernière partie. Le
schéma algorithmique utilisé passe par le calcul d'une structure géométrique
appelée diagramme de Laguerre ([4]). C'est son calcul qui pose problème
dans le cadre astrophysique. La méthode utilisée ici passe par une structure
de recherche particulière : un AABB (pour Axis-Aligned Bounding Box) tree.

La partie physique du problème présente peu d'intérêt ici et ne sera que
vaguement évoquée quand cela sera nécessaire. Le lecteur se référera à [6]
pour plus de détails.

1. en particulier : www.deus-consortium.org/a-propos/
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1 Un problème de transport optimal

1.1 Dé�nition

Dé�nissons un peu plus formellement ce qu'est le transport optimal. On
s'intéresse à la formalisation dû à Kantorovitch, plus générale que celle de
Monge. Soit (X,TX , µ) et (Y, TY , ν) deux espaces mesurables et c : X×Y →
R+ une fonction mesurable sur (X × Y, TX × TY ) appelée fonction de coût.
On dé�nit par Γ l'ensemble des mesures produit sur (X ×Y, TX ×TY ) ayant
µ et ν comme marinales, i.e., si γ ∈ Γ :

∀B ⊆ Y, γ(X,B) = ν(B) (1)

∀A ⊆ X, γ(A, Y ) = µ(A) (2)

On remarque qu'il faut que ν(Y ) = γ(X,Y ) = µ(X).

Résoudre le problème de transport optimal associé à ces objets
correspond à déterminer le nombre suivant :

inf
π∈Γ

∫
X×Y

c(x, y)dπ(x, y)

Dé�nition

Dans les cas couverts par la formulation de Monge, il existe une fonction
t : X → Y , telle que :

inf
π∈Γ

∫
X×Y

c(x, y)dπ(x, y) = inf
T :X→Y

∫
X
c(x, T (x))dµ(x) =

∫
X
c(c, t(x))dµ(x)

t est appelée plan de transport. Dans notre cas, une réciproque à t existera
toujours et c'est sa connaissance qui permettra la reconstruction de l'univers.
On l'appellera plan de transport inverse.

Cette forme du problème se traduit très mal en algorithme. Bien qu'elle
se comprenne facilement, il faut en changer. Souvent, les problèmes de borne
inférieure admettent une formulation, dite duale, sous forme d'un problème
de borne supérieure. C'est exactement ce que l'on va présenter maintenant
et c'est cette forme qui donnera lieux à des algorithmes. D'un point de vue
mathématique, cela vient du fait que la nouvelle forme nous place dans un
espace plus �lisse� contenant un sous-ensemble compact au sein duquel on
pourra converger vers la solution.
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1.2 Le problème dual

Commençons par donner une idée intuitive de ce qu'est la forme duale.
Dans notre exemple ci-dessus, on cherche à diminuer le plus possible le coût
de transport de minerais de charbon des mines jusqu'aux usines. On peut
considérer que le coût de l'extraction du minerai est pris en compte par
c. Éventuellement, ce coût peut dépendre de la mine. Considérons le point
de vue des usines. Elles engagent une société pour l'extraction du minerai
et pour son transport jusqu'aux usines. On peut dé�nir une fonction φ :
X → R+ représentant le coût d'extraction en x ∈ X et une autre fonction
ψ : Y → R+ représentant le coût d'acheminement en y ∈ Y . Ainsi, le coût
d'extraction d'un minerai en x ∈ X puis de son acheminement en y ∈ Y
est φ(x) + ψ(y). Puisque les usines ne veulent pas perdre d'argent dans le
processus, elles imposent à la société que :

φ(x) + ψ(y) ≤ c(x, y)

Le coût total pour la société est alors :∫
X
φ(x)dµ(x) +

∫
Y
ψ(y)dν(y)

Mais l'entreprise cherche à maximiser son pro�t, elle veut donc chercher
la valeur :

sup
φ,ψ

∫
X
φ(x)dµ(x) +

∫
Y
ψ(y)dν(y)

Trouver cette valeur est le problème dual du transport optimal (il faut
supposer (φ, ψ) ∈ L1).

Un théorème du à Kantorovitch donne alors :

Théorème 1.1:

sup
φ,ψ

∫
X

φ(x)dµ(x) +

∫
Y

ψ(y)dν(y) = inf
π∈Γ

∫
X×Y

c(x, y)dπ(x, y)

1.3 c-tranformée et c-superdi�érentielle

On veut maintenant se placer dans un sous-ensemble compact de fonctions
contenant la solution. Pour cela, on a besoin de certaines notions :
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� Soit f : X → R. On note f c(y) = inf
x∈X

[c(x, y) − f(x)], pour

y ∈ Y . On parle de la c-transformée de f .

� Si φ une fonction est la c-transformée d'une fonction f , on
dit que φ est c-concave.

� On note Ψc(Y ) l'ensemble des fonctions c-concaves sur Y .

Dé�nition

Les propriétés suivantes nous assurent que s'il existe une solution, alors il en
existe une de la forme (φ, φc). On peut alors se placer dans l'ensemble des
couples de cette forme.

Proposition:

� Si (φ, ψ) est un plan acceptable, alors (φ, φc) aussi.
� Dans ce cas (φ, φc) est une meilleur solution que (φ, ψ).

On aimerait avoir accés à la solution initiale du problème du transport à
partir de sa forme duale. Les notions introduites maintenant servent à cela.

Si φ est une fonction de Y dans X, on appel c-superdi�érentielle de
φ et on note ∂cφ l'ensemble :

∂cφ = {(x, y) |∀z ∈ Y, φ(z) ≤ φ(y) + (c(x, z)− c(x, y))}

Dé�nition

Le théorème suivant permet, dans le cas où un plan de transport existe, de
le déterminer en fonction de la solution du problème dual.

Théorème 1.2: Si φ est une fonction c-concave, alors pour tout (x, y) ∈ ∂cφ,

∇φ(y)−∇yc(x, y) = 0

On s'intéresse au cas où le coût c est une distance quadratique, c(x, y) =
1
2 ||x− y||

2. Alors :
∇yc(x, y) = y − x

Donc, d'après le théorème précédant,

∇φ(y)− (y − x) = 0

puis :
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Corollaire 1: Dans le cas où c est une distance quadratique, il existe un plan de transport
inverse (une fonction de Y dans X) solution donné par :

t(y) = y −∇φ(y) = ∇
(
||y||2

2
− φ(y)

)
Tout ce qui est nécessaire aux algorithmes a été présenté.

2 Di�érents algorithmes

2.1 Un premier algorithme pas très e�cace

Dans le cas général, le problème du transport optimal fait intervenir
deux ensembles continus. Cela pose problème pour des algorithmes et l'on
est obligé d'e�ectuer une discretisation. On se retrouve avec un problème de
transport avec deux ensembles discrets. L'intégrale dé�nissant le problème
devient une somme et on doit maintenant trouver la permutation qui permet
d'optimiser cette somme. Il s'agit d'un problème d'assignement qui se résoud
avec des techniques de programmation linéaire. La complexité est en O(n3),
ce qui ne peut convenir dans notre cas.

2.2 Du transport optimal semi-discret

On peut remarquer que la reconstruction de l'univers part d'une dispositi-
on actuelle discrète : chaque point représente un amas de galaxies. La structure
de l'univers à grande échelle est discrète. L'univers primordial était homogène
et continu. On a donc un transport semi-discret et on peut poser µ =∑n

i=0 µi. Cela donne lieu à un nouvel algorithme. Montrons pourquoi.
On va chercher, conformément aux prémisses mathématiques, une solution

de la forme (ψ,ψc), où ψ =
∑n

i=0 ψi est une somme de coe�cients de Dirac.
Le problème dual revient alors à déterminer :

inf
ψ∈Ψc(Y )

[
n∑
i=0

ψiµi +

∫
Y
ψc(y)dν(y)

]
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Le but est de montrer que cela ne dépend que des n chi�res dé�nissant
ψ :

F (ψ)
def
=

n∑
i=0

ψiµi +

∫
Y
ψc(y)dν(y) (3)

=

n∑
i=0

ψiµi +

∫
Y
inf
xi∈X

(c(xi, y)− ψ(y))dν(y) (4)

=

n∑
i=0

ψiµi +

n∑
i=0

∫
Lagcψ(xi)

(c(xi, y)− ψ(y))dν(y) (5)

où :
Lagcψ(xi) = {y ∈ Y, ∀k 6= i, c(xi, y)− ψi ≤ c(xk, y)− ψk}

est le diagramme de Laguerre associé au i-ième point. Il s'agit d'une structure
géométrique que l'on détaillera dans la section suivante.

On a alors le théorème suivant :

Théorème 2.1: La fonctionnelle F est concave.

Il su�t de maximiser F pour obtenir une valeur correcte pour ψ. On
voudrait utiliser une méthode de Newton pour cela. Cela demande d'accéder
à ∇F et à ∇2F . Regardons leur valeur.

Proposition:
∂F

∂ψj
= µj −

∫
Lagc

ψ
(xj)

ν(x)dx

Proposition:

∂2F

∂ψj∂ψi
(ψ) =

∫
Lagc

ψ
(xj)∩Lagcψ(xi)

µ(y)

||xi − xj ||
dS(y) (i 6= j)

∂2F

∂2ψj
(ψ) = −

∑
i 6=j

∂2F

∂ψi∂ψj
(ψ)

Elles dépendent du diagramme de Laguerre. Si on accès à ce diagramme,
on pourra réaliser cet algorithme.
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2.3 L'algorithme �nal

Data: Les points initiaux (xi)0≤i≤n
La densité initiale µ =

∑n
i=0 µi

La densité �nale ν
Result: L'unique diagramme de Laguerre tel que :

∀i, µi −
∫
Lagcψ(xi)

ν(x)dx = ∂F
∂ψi

= 0

ψ ← (0, . . . , 0)
while ψ n'a pas convergée do

Calculer ∇F et ∇2F
Trouver le vecteur p ∈ Rn tel que ∇2F (ψ)p = −∇F (ψ)
Trouver un paramètre α convenant.
Faire ψ ← ψ + αp

end
Algorithm 1: L'algorithme de Newton

Pour quelle raison renvoit-on le diagramme de Laguerre et non la fonction
ψ ? Il a été remarqué que dans le cas d'une distance euclidienne, il existe un
plan de transport inverse donné par :

t(y) = y −∇ψc(y) = y −∇( inf
0≤i≤n

(c(xi, y)− ψ(y)))

En supposant que la borne inférieure soit atteinte pour j ∈ {0, . . . , n},

t(y) = y − (y − xj) = xj

Ainsi,

t−1(xi) = {y|∀j 6= i, c(xi, y)− ψ(x) ≤ c(xj , y)− ψ(y)} = Lagcψ(xi)

Le diagramme de Laguerre permet bien de reconstituer le transport.

Cet algorithme suppose plusieurs choses.
Il faut savoir quand arrêter la boucle while, i.e., savoir quand la conver-

gence est su�sante. On converge quand toutes les composantes du gradient
de F sont nulles. Le critère utilisé passe par la dé�nition de ∇F comme
di�érence de deux quantités : la convergence est considérée atteinte quand

∀j ∈ {0, . . . , n} , |∇Fj | < εmin
j
µj ,

où ε est un pourcentage pris petit (de l'ordre de 1%).
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Il faut aussi pouvoir trouver α. Kitagawa et Mérigot fournissent un
critère pour cela dans [3]. Il faut que la plus petite des cellules de Laguerre
soit �su�sament� grande.

Pour �nir, un petit mot sur les calculs des gradients, hessiennes et autres
vecteurs p. Les deux premiers utilisent le diagramme de Laguerre et des
algorithmes de géométrie. La détermination de p passe par la résolution d'un
système linéaire. La méthode utilisée est celle du gradient conjugué ([8] et
[1] pour une bonne introduction du sujet).

3 Un nouvel algorithme

L'essentiel des outils utilisés pour implémenter la méthode de Newton
fonctionne. Ce qui pose problème est le calcul des diagrammes de Laguerre.
Commençons par détailler un peu ce qu'ils sont.

3.1 Les diagrammes de Laguerre

3.1.1 Dé�nition

Un diagrammes de Laguerre est une structure qui, étant donné n points
(xi)1≤i≤n et des poids (ωi)1≤i≤n associés à ces points, dé�nit une partition
de l'espace en polyèdres. À chaque polyèdre, appelé cellule de Laguerre,
correspond exactement un des n points, appelé racine de la cellule. Certaines
cellules peuvent être vides et les racines ne sont pas nécessairement dans leur
cellule.

Étant donné la dé�nition précédante, la cellule de Laguerre associée
à la i-ième cellule est donnée par l'ensemble

{x|∀j ∈ {0, . . . , n} , d(x, xi)− ωi ≤ d (x, xj)− ωj}

Il s'agit donc de l'ensemble des points de l'espace plus proche de xi
que de tous les autre points xj en tenant compte des poids (ωi).

Dé�nition

L'espace dans lequel on se place peut être de dimension quelconque. Dans le
cas de notre application en astrophysique, il est de dimension 3. Il s'agit de
l'espace usuel.

10



Figure 1 � Un exemple de diagramme de laguerre en dimension 2.

La structure n'est pas simple à manipuler d'un point de vue algorithm-
ique. On se ramène à une autre structure géométrique plus simple : un
diagramme de Voronoï.

3.1.2 Diagrammes de Voronoï

Les diagrammes de Voronoï sont un cas particulier des diagrammes de
Laguerre pour lequel tous les poids ωi sont nuls. Les cellules sont alors
exactement les points de l'espace qui sont les plus proches de la racine.

Un diagramme de Laguerre en dimension m est en fait un diagramme
de Voronoï en dimension m + 1 que l'on intersecte avec un sous-espace de
dimension m. En e�et, plaçons-nous dans un espace de dimensions m + 1.
On considère les points x′i donnés par les points xi auquel on rajouterait la
coordonnée

√
ωmax − ωi. Le diagramme de Voronoï associé à cet ensemble

de points est donné par l'ensemble des cellules{
x|∀j 6= i, d(x, x′i) ≤ d(x, x′j)

}
La distance que l'on utilise n'est pas la racine carrée de la somme des

carrés des coe�ci- ents des points, mais plutôt la somme des carrés des
coe�cients. Cela assure une meilleur précision et c'est ce qui permet de
transformer un diagrame de Laguerre en un diagramme de Voronoï. Alors,
si x a son m-ième coe�cient nul et en confondant x dans Rm et dans Rm+1 :

d(x, x′i) = d(x, xi) +
√
ωmax − ωi

2
= d(x, xi) + ωmax − ωi
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Figure 2 � Un exemple de diagrame de Voronoï en dimension 2. Remarquez
que les arrêtes sont les bissectrices des racines.

D'où,

x ∈ CellLag(xi)⇔∀j 6= i, d(x, xi)− ωi ≤ d(x, xj)− ωj (6)

⇔∀j 6= i, d(x, xi) + (ωmax − ωi) ≤ d(x, xj) + (ωmax − ωj)
(7)

⇔∀j 6= i, d(x, x′i) ≤ d(x, x′j) (8)

⇔x ∈ CellV oro(x′i) (9)

On se simpli�e encore la tâche en utilisant la structure duale du diagram-
me de Voronoï : la triangulation de Delaunay. Chaque sommet du diagramme
est représenté par un m-simplex (en dimension 2 des triangle, en dimension
3 des tétrahèdres, etc), les racines (et donc en quelque sorte les polyèdre)
devenant les sommets des simplex et les arrêtes restant des arrêtes. Considé-
rons un triangle de la triangulation. Le centre du cercle circonscrit au triangle
est équidistant de chaque sommet du triangle. Dans le diagramme de Voronoi
il s'agit donc du sommet d'un polyèdre. Aucun autre point ne peut se trouver
à l'intérieur du cercle circonsrit. Sinon, son centre serait plus proche de ce
point que des sommets du triangle, contredisant le fait que le centre soit le
sommet d'un polyèdre dans le diagramme de Voronoi. Réciproquement, une
triangulation telle que tout point ne soit dans le cercle circonscrit d'aucun
triangle est une triangulation de Deulaunay.

Le fait de n'avoir plus que des m-simplices rend le stockage en mémoire
beaucoup plus simple.
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3.2 Deux algorithmes existants

3.2.1 Bowyer Watson

Il existe pour cela plusieurs méthodes. La plus utilisée est celle utilisant
l'algorithme deBowyer-Watson ([5], [15]). Essentiellement, il s'agit d'ajou-
ter un à un les points considérés et de reconstruire seulement la partie de la
triangulation de Deulaunay qui est détruite par l'insertion.

On commence par dé�nir un triangle englobant tous les points a�n d'initi-
aliser la triangulation. Puis, on insère chaque point, un à un. Lorsqu'on
insère un point x, on parcourt les triangles existants et on supprime ceux
contenant x. Les arrêtes de ces triangles forment un polyèdre englobant.
Chaque sommet de ce polyèdre est utilisé pour construire de nouveaux
triangles avec x.

La triangulation est valide à chaque étape, ce qui garantit bien ce que
l'on veut.

Cet algorithme a l'avantage d'être assez e�cace. En dehors de quelques
cas dégénérés pour lesquels le temps d'exécution est en O(n2) il s'exécute en
O (n log(n)). En revanche, il nécessite de travailler sur la structure globale
de la triangulation, limitant fortement les possibilités de parallélisation et
nécessitant beaucoup de mémoire vive.

Puisque l'on voudrait l'utiliser sur 500 milliards de points, il ne peut
convenir.

3.2.2 Nivoliers

Une deuxième méthode est locale : chaque cellule est calculée en parallèle.
Le principe est le suivant. Une cellule de Voronoi est donnée par :

CellV oro(xi) = {y|∀j 6= i, d (y, xi) ≤ d(y, xj)} (10)

=
⋂
j

{y|d (y, xi) ≤ d(y, xj)} (11)

Une cellule de Voronoi est donc l'intersections de tous les demi-espaces
contenant xi et délimités par les bissecteurs entre xi et les autres points. Un
bissecteurs est l'hyperplan qui est à équidistance entre deux points.

Une cellule de Voronoi peut être calculée par intersection successive
avec les di�érents demi-espaces. Pour une cellule de Laguerre il su�t de
préalablement intersecter avec Rm. Bien sûr, on ne veut pas tout intersecter
pour des questions de temps d'exécution. C'est pour cela que l'on introduit
les techniques suivantes.
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Nos points sont en nombre �ni. Ils sont contenus dans une boite englo-
bante. On peut initialiser la cellule par cette boite (en pratique, cette boite
est normalisée).

On peut se demander quels sont les points dé�nissant les demi-espaces les
plus intéressants. Considérons une racine x ainsi que sa cellule C en cours de
calcul. Un demi-espace intéressant doit ronger la zone de C. Il faut donc que
l'un des points strictement interne à la cellule soit strictement plus proche
d'une autre racine y que de x. Mais si l'on ronge C, il faut que l'un des coins
de C lui soit retiré. En e�et, un demi-espace doit séparer la cellule en deux.
Il faut qu'il y ait des coins de chaque côté pour qu'il coupe e�ectivement
la cellule. Les demi-plans intéressants sont donc ceux qui retirent des coins
à la cellule. Il faut chercher les racines les plus proches des coins pour être
e�cace.

Deux méthodes sont principalement utilisées. Elles furent introduites
dans [17]. La première calcule le barycentre de la cellule, puis cherche les
racines qui en sont le plus proches. L'avantage est de n'avoir qu'une requête
de recherche à e�ectuer. L'inconvénient est qu'on ne sait pas quand s'arrêter.
La seconde parcourt l'ensemble des sommets de la cellule et véri�e s'ils sont
présents dans la cellule �nale, i.e., véri�e si la racine est bien le point le plus
proche du sommet. Cette méthode permet de valider les coins au fur et à
mesure du calcul de la cellule. Quand ils sont tous validés, c'est que le calcul
est �ni. En revanche, il est nécessaire de faire une requête de recherche de
plus proche voisin par sommet.

Ces deux méthodes ne sont pas égales. J'ai pu, sur quelques exmples
véri�er que la validation des coins est toujours plus e�cace.

En réalité on commence par initialiser les cellules en les intersectant avec
les 100 points les plus proches de la racine. En e�et l'e�cacité de cette
méthode repose sur le fait d'avoir déjà une bonne approximation de la cellule.

Les requêtes de plus proches voisins utilisent une structure de kd-tree.
Tant que les points sont assez bien répartis (c'est-à-dire quand il y a peu
de mouvement dans le transport), c'est e�cace. Seulement, en cosmologie,
les points se regroupent en structure assez lisse, courbes, surfaces et laissent
de gros trous dans l'espace. En conséquence, quand on recherche un plus
proche voisin, la structure de kd-tree n'aide pas à rejeter rapidement un
grand nombre de points. Dans les dernières étapes de Newton, le calcul du
diagramme devient quadratique en temps. Cet algorithme ne convient pas.
En revanche, il résoud le problème de mémoire dû à la méthode globale.
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3.3 Une éventuelle solution

La structure de recherche précédente, i.e. le kd-tree ne convenait pas. On
aimerait en changer. J'ai donc essayé une autre méthode. Mon but n'était
pas de l'optimiser, mais seulement de faire des statistiques pour en voir le
comportement dans un premier temps.

Le principe est le suivant. On commence par initialiser les cellules avec
quelques plus proches voisins. L'expérience nous dit que cette étape ne côûte
pas trop cher et qu'elle fournit une assez bonne approximation des cellules.
Maintenant, on ne retient des cellules qu'une structure englobante, ce qui
permet de récupérer les informations les plus importantes sans pour autant
utiliser trop de mémoire. Dans mon cas il s'agissait d'AABB (Axis-Aligned
Bouding Box), i.e. de boites englobantes dont les arrêtes sont alignées sur
les axes. On aurait pu utiliser quelque chose de plus précis, comme des
ellipsoïdes.

Maintenant, considérons deux boites englobante A et B de racine a et
b. Si A et B ne s'intersectent pas, alors les cellules �nales de a et de b ne
peuvent avoir de frontière commune. Ainsi, intersecter les cellules de a et b
par leur bissecteur est inutil.

On calcule l'ensemble des boites qui s'intersectent 2. D'après ce qui pré-
cède, on obtient les cellules qu'il faut intersecter et cela permet de �nir le
calcul des cellules.

Le calcul des intersections se fait à l'aide d'un structure d'arbre AABB.
Il s'agit de l'espace qui est divisé en di�érentes boites triées selon l'ordre
de Morton. La structure d'arbre permet de rapidement mettre de côté les
ensembles qui ne s'intersectent pas.

Pour que cette méthode puisse être e�cace il faut au moins une condition :
que le nombre d'intersections détecté soit raisonnable. C'est le principal point
auquel je me suis intéressé.

3.4 Quelques résultats

Avant même d'implémenter la méthode, j'ai essayé de m'assurer de sa
pertinence. Je me suis intéressé au rapport du volume des boites englobantes
par celui des cellules. Pour la grande majorité des cas, ce rapport est situé
entre 1 et 2. Seuls quelques cas pathologiques avaient des rapports très
grands. Tous les graphes que j'ai obtenus étaient semblable au suivant :

2. voir https://doc.cgal.org/latest/AABB_tree/index.html pour plus de détails
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Figure 3 � En abscisse le rapport du volume des boites englobantes sur
celui des cellules. En ordonnées le pourçentage de cellules correspondantes.

Le tableau suivant fournit quelques résultats sur le nombre de boites
s'intersectant pour di�érents nombres de points et pour di�érentes structures
de données.

Le nombre d'intersections est linéaire en fonction de la taille des données
dans le cas des données uniformes. En revanche, pour de grand nombres de
points issus de données cosmologiques, ce même nombre d'intersection est
quadratique. L'hypothèse logique est que les données cosmologiques présen-
tent des structures qui ne sont visibles qu'avec un grand nombre de points.
Ainsi, l'initialisation avec les quelques points les plus proches ne fournit peut-

Nombre de points n Données cosmologiques : nombre de données uniformes : nombre de

boites s'intersectant divisé par n2 boites s'intersectant divisé par n

1000 0,061958 25,194
10000 0,00617350 28,5904
50000 0,00283 27,72016
75000 0,00263 29,27872
100000 0,00262 27,91178
200000 0,00246 28,66027

Figure 4 � Quelques chi�res en rapport avec le nombre de boites
s'intersectant trouver par l'algorithme
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être pas une bonne approximation de la cellule.
Si ce nouvel algorithme ne semble pas résoudre nos problèmes, il pourrait

néanmoins être utile dans d'autres domaine. L'étape suivante serait de l'exécu-
ter entièrement, mais cela aurait nécessité la réecriture de tout le code
manipulant les cellules en mémoire. Par manque de temps je n'ai pu le faire,
et je me suis contenté de la partie sur les arbres AABB.

Conclusion

Le problème du transport optimal est un problème mathématique intéres-
sant dont on ne cesse de découvrir de nouvelles applications. Dans le cas du
transport semi-discret, on dispose de bons outils numériques. Seulement, face
à la taille des données à traiter en cosmologie, il est nécessaire de développer
de nouveaux algorithmes. Des choses ont déjà été tentées, notamment un
algorithme locale pour le calcul des diagrammes de Laguerre, qui, s'il était
prometteur, échoue en temps de calcul. Un autre algorithme basé sur un arbre
AABB semblait intéressant, mais après expérimentation, il semble avoir un
temps quadratique sur des données cosmologique, ce qui n'est pas acceptable
dans ce cadre. Il se pourrait néanmoins que cela vienne de l'initialisation
des cellules qui est mauvaise. Pour avoir de vrais résultats comparables
aux autres méthodes, il faudrait implémenter une version fonctionnelle et
optimiser.

D'autres problèmes se posent par rapport à cette application en cosmolo-
gie. Il faudrait que l'algorithme utilise des conditions aux limites périodiques.
De plus, le but est l'exécution sur un cluster, ce qui apporte à nouveau des
contraintes.
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Annexe : contexte du stage

Ce stage a été fait à l'INRIA (Institut National de Recherche en Informa-
tique et en Automatique) de Nancy, au sein de l'équipe Alice. L'équipe, en
�n de vie, était en train de se diviser en deux. J'ai pu rencontrer tous ses
membres, mais j'ai surtout cotoyé les chercheurs qui restent pour le moment
dans l'équipe ; en particulier Bruno Lévy, Nicolas Ray et Dimitry Sokolov.
J'ai partagé un bureau avec les deux derniers et le premier est mon maître de
stage. Dimitry et Nicolas m'ont beaucoup appris sur la vie des chercheurs.
Leur sujet d'étude était assez proche du mien. J'ai pu avoir de nombreuses
conversations avec eux a�n de confronter ce que je comprenais ou non. Ils
m'ont beaucoup aidé.

J'ai eu l'occasion d'aller à Paris avec mon maître de stage le temps d'une
journée. Le but était d'exécuter une version de l'algorithme sur une partie
restreinte des données. Cela n'a pas été fructueux, mais l'expérience a été
intéressante pour moi. D'autres chercheurs, notamment Quentin Mérigot,
sont venus à l'INRIA pour discuter avec Bruno Lévy des pesrpectives futures,
en rapport avec mon sujet d'étude.
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