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CHAPITRE 0

Relations d’équivalence et classes d’équivalence

1. Relation d’équivalence

DEFINITION 1.1. Soit X un ensemble. Une relation R sur X est une partie de R C
X x X. On dit que x est en relation avec y pour la relation R, et on note x ~ y, si
(x,y) € R.

Une relation d’équivalence est une relation sur X qui est :
(1) réflexive : pour tout x, x ~ x
(2) symétrique : x ~ y si et seulement siy ~ x

(8) transitive : si x ~y et y ~ z alors x ~ z
2. Classes d’équivalence, quotient

DEFINITION 2.1. Soit X muni de la relation d’équivalence R, et x € X. La classe
d’équivalence de X est l’ensemble {y € X,xRy}. On la note Cl(z), ou T, ou [z].

Une classe d’équivalence est une partie de X qui est la classe d’équivalence d’un
r € X. Un élément d'une classe d’équivalence est appelé représentant de cette classe
d’équivalence.

DEFINITION 2.2. Une partition d’un ensemble X est une famille (X;) de sous-ensembles
de X qui sont disjoints et dont la réunion est X. On note X = L; X;.

PROPOSITION 2.3. Il y a une bijection entre les relations d’équivalences sur X et
les partitions de X : [’ensemble des classes d’équivalence pour une relation d’équivalence
forme une partition de X, et réciproquement, toute partition de X définit une relation
d’équivalence.

On note X/R l'ensemble des classes d’équivalence de X pour R, et on I'appelle quo-
tient de X par la relation R. On a une projection canonique 7 : X — X/R qui a z associe
sa classe d’équivalence, c¢’est une surjection.

3. Exemples

La relation d’égalité est une relation d’équivalence. Chaque classe d’équivalence contient
exactement un élément, X est la méme chose que X/ =.

Soit n un entier. La relation définie sur Z par x ~ y si et seulement si n divise x — y
est une relation d’équivalence. L’ensemble quotient est noté Z/nZ.






CHAPITRE 1

Groupes

1. Bases

1.1. Définitions.

DEFINITION 1.1. Un groupe est un triplet (G, *,¢e) ot G est un ensemble, e un élément
de G, et x une application G X G — G (loi de composition interne), vérifiant :

(1) la loi % est associative : on a (axb)xc=a* (b*c)

(2) e est élément neutre : on a a*xe =exa = a pour tout a.

(8) tout élément a un inverse : pour tout a il existe b tel que axb=b*a = e.

On vérifie qu'un groupe a un unique élément neutre, et que l'inverse est uniquement

défini, on note a~! I'inverse de a.
Un groupe est dit commutatif, ou abélien, si a x b = b a pour tous a, b.

On appelle ordre du groupe le cardinal du groupe.

1.2. Sous-groupe.

DEFINITION 1.2. Un sous-groupe de G est une partie H de G vérifiant :

(1) ec H

(2) pour tous a,b € H on a axbe H

(3) pour tout a € H onaa ' € H.

On a alors que (H,*,e) est un groupe.

DEFINITION 1.3. Soit X C G. On appelle sous-groupe engendré par X, et on note
(X), le plus petit sous-groupe de G contenant X. C’est aussi l’ensemble des produits
d’éléments de X et de leurs inverses.

Un groupe est dit monogene s’il peut étre engendré par un seul élément. Il est dit

cyclique s’il est monogene et fini. Exemples : Z, Z/nZ (ce sont les seuls).
L’ordre d’un élément est I'ordre du sous-groupe qu’il engendre (éventuellement infini).

1.3. Morphismes de groupes.

DEFINITION 1.4. Un morphisme de groupes de G vers G' est une application f : G —
G' vérifiant :

(1) fle)=¢

(2) pour tous a,b, f(axb) = f(a)*" f(b)

(3) fla™') = fla)™"

Onnote Imf ={zx € G,y € G, f(y) =z} et ker f = {z € G, f(x) = ¢}. Ce sont

des sous-groupes de G’ et GG respectivement.
f est injective si et seulement si ker f = {e} et f est surjective si et seulement si

Imf =G
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2. Classes définies par un sous-groupe, sous-groupe distingué, quotient
2.1. Classes définies par un sous-groupe.

PROPOSITION 2.1. Soit H un sous-groupe de G. Alors la relation définie par x ~ y
st et seulement si il existe h € H tel que x = yh est une relation d’équivalence.

On note xH la classe d’équivalence de x, G/H 1’ensemble quotient pour cette relation
d’équivalence, c’est ’ensemble des classes a gauche pour H.

On définit de méme une relation d’équivalence a droite, et H\G I'ensemble des classes
a droite, Hx la classe de x.

DEFINITION 2.2. Si ’ensemble G/H est fini, on dit que H est d’indice fini dans G,
et le cardinal de G/H est l'indice de H dans G, noté |G : H]. Sinon on dit que H est
d’indice infini.

Par exemple, nZ est un sous-groupe de Z d’indice fini |n| si n # 0.

EXERCICE 1. Montrer que G/H est fini si et seulement si H\G [’est, et qu’ils ont

meéme cardinal : il n’y a donc rien de particulier a choisir les classes a gauche plutot que
les classes a droite dans la définition.

PROPOSITION 2.3. Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Toutes les classes
a gauche pour H ont méme cardinal.

COROLLAIRE 2.4. Soit G fini, alors [G : H] = |G|/|H|.
Une application de la proposition 2.3 est le théoreme de Lagrange :

THEOREME 2.5 (Théoréme de Lagrange). Soit G un groupe fini et H un sous-groupe
de G. Alors le cardinal de H divise le cardinal de G.

DEMONSTRATION. On considére sur G la relation d’équivalence a gauche définie par
H : les classes d’équivalence sont les aH, a € GG. Nous allons montrer que toutes les classes
d’équivalence ont méme cardinal. Soit a € GG, on a plus précisément que la multiplication
a gauche par a induit une bijection de H sur aH. Ainsi chaque classe est de cardinal |H]|,
et on a donc I'égalité |G| = [G : H]|H| ce qui prouve le théoreme. d

COROLLAIRE 2.6. Soit G un groupe fini, et x € G. Alors l’ordre de x divise le cardinal
de G.

2.2. Sous-groupe distingué.

DEFINITION 2.7. Un sous-groupe H de G est dit distingué (ou normal) si pour tout
a€G,onaaH=Ha.

Si G est abélien, tout sous-groupe est distingué.
Le sous-groupe {e} est distingué, G aussi (ce sont les sous-groupes distingués dits
triviaux).

DEFINITION 2.8. On dit que G est simple s’il n’a pas de sous-groupe distingué non
trivial.

Si p est premier, Z/pZ est simple.

EXERCICE 2. Si G est abélien fini et simple, alors G est isomorphe a Z/pZ.
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PROPOSITION 2.9. Soit G un groupe, et f : G — G' un morphisme de groupes. Alors
ker f est distingué.

SL, (k) est un sous-groupe distingué de GL, (k). 2, est un sous-groupe distingué de
S,.

EXERCICE 3. Soit G un groupe, et H un sous-groupe d’indice 2, alors H est distingué.

DEFINITION 2.10. Soit G un groupe, et H un sous-groupe de G. On dit que x normalise
H si H = Hx. On appelle normalisateur de H dans G, et on note Ng(H), l’ensemble
des éléments de G qui normalisent H. C’est un sous-groupe de G, et c’est le plus grand
dans lequel H est distingué.

2.3. Groupes quotients.

THEOREME 2.11. Soit H un sous-groupe distingué de G. Alors il existe une unique
structure de groupe sur G/H telle que la projection canonique @ : G — G/H soit un
morphisme de groupe. Le noyau de m est H.

DEMONSTRATION. Soit «, 8 € G/H, et a,b € G tels que 7(a) = «a et 7(b) = (. Si
7 est un morphisme de groupe, on a nécessairement o5 = m(ab). Montrons qu’'on définit
bien une loi de composition interne sur G/ H par cette formule, ¢’est-a-dire que le résultat
ne dépend pas du choix de a et b. Prenons donc o', 0 tels que 7(a’) = a et w(0') = 5. 11
existe z et y dans H tels que @' = ax et b/ = by. On a alors @'’ = axby. On a xb € Hb,
donc comme H est distingué, xb € bH, donc peut s’écrire xb = bz avec z € H. Cela
donne o't/ = abzy, avec zy € H, donc mw(ab) = w(a'b').

Une fois cette loi définie, le fait que c¢’est une loi de groupe provient de la loi de groupe
sur G. U

COROLLAIRE 2.12. Un sous-groupe H de G est distingué si et seulement si il existe
un groupe G', et un morphisme de groupes [ : G — G’ tels que H = ker f.

PROPOSITION 2.13. Il y a une bijection entre les sous-groupes de G/H et les sous-
groupes de G contenant H, donnée par K — 7 1(K).

THEOREME 2.14 (Factorisation par le quotient). Soit G un groupe, H un sous-groupe
distingué, m : G — G/H la projection canonique. Soit f : G — G' un morphisme de
groupes. Alors il existe un morphisme de groupes f': G/H — G’ tel que f = f o7 si et
seulement si H C ker f, et f' est alors unique.

DEMONSTRATION. Supposons d’abord qu’une telle factorisation existe. Alors ker 7 C
ker f donc H C ker f.

Supposons maintenant que H C ker f. Soit x € G, alors f(x) ne dépend que de I'image
de z dans G/H, on peut donc définir une fonction f’': G/H — G’ par f'(§) = f(x) on
x est une représentant de £. Alors f’ est automatiquement un morphisme de groupes. La
factorisation dit que f’ est définie de fagon unique sur I'image de 7, or 7 est surjective,
donc [’ est définie de fagcon unique. O

COROLLAIRE 2.15 (Formule d’isomorphisme). Soit f : G — G’ un morphisme de
groupes. Alors la factorisation précédente induit un isomorphisme f': G/(ker f) — Im f.

Exemple : GL,(k)/SL, (k) est isomorphe a k*.
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3. Actions de groupes
3.1. Définitions.

DEFINITION 3.1. Soit G un groupe et X un ensemble. Une action (a gauche) de G
sur X est la donnée d’une application - : G x X — X vérifiant les propriétés suivantes :

(1) pour tout a,b € G etx € X onaa-(b-z)=(ab)- x
(2) e-x=uwx.

On appelle aussi cela une opération.

PROPOSITION 3.2. Une action de groupe de G sur X est la méme chose qu’un mor-
phisme de groupes de G dans Bij(X), la correspondance étant donnée par a — (¢q : T +—
a-x).

On dit que 'action est fidele si le morphisme précédent est injectif.
Si X ={1,...,n}, on note &,, pour Bij(X).

PROPOSITION 3.3. On suppose que G agit sur X et X', et que H est un sous-groupe
de G. Alors ces actions induisent :

(1) H agit sur X

(2) G agit sur X x X'

(3) G agit sur P(X) Uensemble des parties de X

(4) siY C X vérifie : pour tout a € G,z € Y,a-x €Y, alors G agit sur'Y

Exemples : Bij(X) agit sur X, GL, (k) agit sur k™, mais aussi sur '’ensemble des droites
de k™, 'ensemble des ses sous-espaces vectoriels, ’ensemble de ses bases, GL, (k) agit sur
M, (k) par conjugaison, GL, (k) x GL,(k) agit sur M, (k) par (P,Q)- M = PMQ™".

G agit sur lui-méme par conjugaison, par translation, il agit par conjugaison sur
’ensemble de ses sous-groupes, et si H est un sous-groupe de G, G agit sur G/H par
g-aH = gaH.

Le groupe I' des isométries du plan préservant un triangle équilatéral agit sur 1’en-
semble des sommets de ce triangle. Cette action est fidele, et donne un isomorphisme
I — 63.

EXERCICE 4. Le groupe des isométries préservant un tétraétre réqulier est isomorphe
a Sy. Le groupe des isométries directes préservant un cube est isomorphe a S4. Le groupe
des isométries directes préservant un icosaédre régulier est isomorphe a s (difficile!).

DEFINITION 3.4. Le stabilisateur de x, noté G, ou Stab(x), est l'ensemble {g € G, g -
x =x}. C’est un sous-groupe de G.

DEFINITION 3.5. L’orbite de x, notée G - x, est l’ensemble des {g-x,g9 € G}.

On note X I'ensemble des éléments de X fixés par G.

On définit une relation d’équivalence sur X en posant x ~ y si et seulement si il existe
g € G tel que g - x = y. Les orbites sont les classes d’équivalence pour cette relation.
Deux éléments équivalents pour cette relation sont dits conjugués. Si y = ¢ - z, alors
Stab(y) = gStab(z)g~!. On dit que I'action est transitive s’il n’y a qu'une seule orbite.

Un exemple : I'action de G sur lui-méme par conjugaison. On appelle classe de conju-
gaison de x son orbite pour cette action. On note Z(z) pour Stab(x) (centralisateur de
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x). On note Z(G) le noyau de G — Bij(G) donné par cette action (centre de G), c’est
aussi G€.

Action de G sur G/H a gauche par translation : cette action est transitive. Le stabi-
lisateur de H est H, et le stabilisateur de aH est aHa™*.

G agit fidelement (et transitivement) sur lui-méme par translation, d’ott un morphisme
injective G — Bij(G), et Bij(G) est isomorphe a &,, avec n = |G|. D’ou :

THEOREME 3.6 (théoreme de Cayley). Si G est de cardinal n, il s’identifie d un
sous-groupe fini de &,,.

3.2. La formule des classes.

PROPOSITION 3.7. L’application f : G/Stab(x) — G -z, g — g - x est bien définie et
est une bijection.

En particulier, 'orbite de z est finie si et seulement si Stab(x) est d’indice fini dans
G, et alors |G - x| = [G : Stab(z)]. En particulier, le cardinal de I'orbite divise 1'ordre de
G.

PropoOSITION 3.8 (Formule des classes). Si X est fini alors | X| =3 ,cc|G : Stab(z)]
ou, C' comprend un représentant de chaque orbite de l'action de G sur X.

3.3. Le cas des p-groupes. Soit p un nombre premier. Un groupe G est appelé un
p-groupe si c¢’est un groupe fini de cardinal une puissance de p.

THEOREME 3.9. Soit G un p-groupe agissant sur un ensemble fini X. Alors | X| =
| XY modulo p.

THEOREME 3.10 (Lemme de Cauchy). Soit G un groupe fini, et p un nombre premier
divisant le cardinal de G. Alors il existe un élément dans G d’ordre exactement p.

DEMONSTRATION. Soit X = {(z1,...,2,) € GP,x1...x, = e}. Alors X est un en-
semble de cardinal |G|P~! : en effet, pour tout z1, ..., 2,1 € GP~!, il existe un unique z,,
qui complete le p-uplet en un élément de X. En particulier, p|| X|.

Le p-groupe Z/pZ agit sur X par (j, (x1,...,2p)) = (T14j, ..., Tp+;), les indices étant
pris modulo p. Pour cette action, on a X%/?* = {(z,...,2),x = e ou x est d’ordre exactement p}.
Comme p||X%/PZ| il existe bien au moins un z d’ordre exactement p. 4

THEOREME 3.11. Soit G un p-groupe. Alors Z(G) est non trivial.

DEMONSTRATION. On regarde 'action de G sur lui-méme par conjugaison. Comme
G est un p-groupe, on a |G| = |GY| modulo p, donc p divise |GY| = |Z(G)|. Comme
|Z(G)| n’est pas I'ensemble vide (il contient I’élément neutre), c’est que Z(G) contient
au moins p éléments. Il

EXERCICE 5. Un groupe d’ordre p? est abélien.

3.4. Les théorémes de Sylow. Soit p un nombre premier, et G un groupe fini. Si
le cardinal de G est de la forme n = p®m, avec m premier a p, on dit qu’un sous-groupe H
de G est un p-Sylow de G si son cardinal est p®. De fagon équivalence, H est un p-Sylow
de G si H est un p-groupe et p ne divise pas [G : H].

THEOREME 3.12. Soit G un groupe fini. Alors :
(1) G admet au moins un p-Sylow.
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(2) tous les p-Sylow de G sont conjugués.

(3) soitn,(G) le nombre de p-Sylow de G, alors n,(G) divise l'ordre de G, et n,(G) =1
modulo p.

La preuve repose sur les deux résultats suivants :

PROPOSITION 3.13. Soit G un groupe fini, P un p-Sylow de G, H un sous-groupe de
G. Alors il existe a € G tel que aPa=' N H est un p-Sylow de H.

et :

LEMME 3.14. Tout groupe fini G peut-étre plongé dans un groupe fini admettant un
p-Sylow.

PREUVE DE LA PROPOSITION 3.13. On fait agir H par translation a gauche sur
G/P. Le stabilisateur de aP est aPa™ N H. Le cardinal de l'orbite de aP est donc
|H|/|aPa~'NH|. Toutes les orbites ne peuvent étre de cardinal divisible par p, sinon p divi-
serait |G/ P| ce qui n’est pas le cas. Il existe donc a tel que p ne divise pas |H|/|aPa"'NH|,
ce qui dit exactement que aPa~' N H est un p-Sylow de H. O

En appliquant ceci a H = P un p-Sylow de G, on en déduit que tous les p-Sylow
de G sont conjugués. Supposons que G admette au moins un p-Sylow, alors n,(G) est le
cardinal de 'orbite de 'action de G sur ses p-Sylow par conjugaison, donc divise |G]|.

PREUVE DU LEMME 3.14. On sait que G s’injecte dans &,,, ou n est 'ordre de G. 11
suffit donc de montrer que &,, admet un p-Sylow. Pour cela on utilise :

PROPOSITION 3.15. Pour tout corps k, il existe un plongement de &,, dans G L, (k).

Ce plongement est donné par o — u,, ou u, est I'application linéaire définie par son
action sur la base canonique : u,(€;) = e,

Choisissons maintenant k = Z/pZ, alors GL,,(Z/pZ) admet un p-Sylow, en effet il est
d’ordre p"™~V/2[T"_ (p* — 1), et contient comme sous-groupe 'ensemble U des matrices
triangulaires supérieures avec des 1 sur la diagonale, de cardinal p™—1/2. O

Reste a prouver le dernier point sur n,(G). Soit P un p-Sylow de G, on le fait agir
sur 'ensemble X des p-Sylow de G par conjugaison. Alors n,(G) = |X| est congru a
| XP| modulo p. Reste a voir que le seul point fixe de cette action est P. Soit donc @ un
p-Sylow fixé par I’action de P par conjugaison. Soit H le sous-groupe engendré par P et
Q, alors P et () sont des p-Sylow de H. Par ailleurs () est distingué dans H, donc c’est
le seul p-Sylow de H, donc P = ().

COROLLAIRE 3.16 (Corollaire de la proposition 3.13). Soit H un sous-groupe de G
qui est un p-groupe, alors H est contenu dans un p-Sylow de G.

4. Le groupe symétrique

On note &,, le groupe des bijections de 'ensemble {1,...,n} vers lui-méme, muni de
la composition. &,, est de cardinal n!.
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4.1. Cycles et classes de conjugaison. Un cycle de longueur r, ou r-cycle, est

une permutation de la forme suivante : soit iy, ..., 4, des éléments distincts de {1,...,n},
alors o(i;) = i1 81 j < reto(i,) =iy, et les autres éléments de {1,...,n} sont fixés par
o. On note cette permutation [i;...7.] ou (i1 ...7.). L’ensemble {i,...,,.} est appelé

le support du cycle. Deux cycles a support disjoint commutent entre eux. On appelle
transposition un 2-cycle.

THEOREME 4.1. Une permutation o s’écrit de fagon unique (a l'ordre prés) comme
produit de cycles a supports disjoints.

ESQUISSE DE DEMONSTRATION. Soit H le sous-groupe de &,, engendré par o. On
écrit {1,...,n} = L4 X; la décomposition en orbites. Le groupe H envoie donc chaque
X vers lui-méme. Fixons 7; € X, alors les autres éléments de X, sont de la forme
ok (i1), et les o*(iy) sont distincts pour 0 < k < r ou r est le cardinal de X;. On note
0¥(iy) = ixy1, alors o agit sur X; comme le cycle [i1...4,]. Ce qui donne D'écriture de o
comme produit de cycles a supports disjoints.

Réciproquement, si on écrit ¢ comme produit de cycles a supports disjoints, alors
les supports des cycles sont exactement les orbites sous 'action de H, ce qui prouve
I'unicité. U

COROLLAIRE 4.2. Les transpositions engendrent S,,, et tout 0 € &,, peut s’écrire
comme le produit d’au plus n — 1 transpositions.

DEMONSTRATION. Il suffit de prouver que chaque cycle [y . . . 14,] est produit de trans-
positions. Or [iy ..., = [i1ia] . .. [i,—10,]. O

PROPOSITION 4.3. L’ordre d’une permutation o est le ppcm des cardinaux des supports
des cycles a supports disjoints apparaissant dans o.

PROPOSITION 4.4. Soit o = [iy .. .1, un cycle, et € &,,. Alorstor™ = [7(i1) ... 7(i;)]
COROLLAIRE 4.5. Z(6,) = {Id} sin > 2, et &,, est commutatif sin < 2.

DEMONSTRATION. Soit n > 2, et 0 € &,,, 0 # Id. Trouvons 7 tel que To7 ! # 0.
Supposons d’abord que o contienne dans sa décomposition en cycles un cycle [iy . ..4,]

avec 7 > 2. Posons alors 7 = [iyi]. Si ce nest pas le cas, alors o contient dans sa
décomposition en cycles deux cyles distincts, disons [iy . ..4,] et [j1...Js], avec r > 1. On
pose alors 7 = [i1j1]. O

On appelle partition de l'entier n la donnée d’entiers > 0 k; > --- > k, tels que

n =k + -+ k. Soit 0 € G,,, on lui associe une partition de n par les longueurs des
cycles a supports disjoints qui interviennent, rangées par ordres décroissants.

THEOREME 4.6. L’application ainsi définie induit une bijection entre les classes de
conjugaison de &,, et les partitions de n.

4.2. Signature et groupe alterné.

THEOREME 4.7. Il existe un unique morphisme de groupes non trivial S, — C*. Son
image est égale a {1, —1}, on Uappelle signature et on le note ¢.

DEMONSTRATION. On commence par montrer qu’il existe au plus un tel morphisme
et que son image est alors {1, —1}. Soit 7 = [12] une transposition. Alors e(7)* = ¢(7%) =
1, donc (1) = £1. D’autre part, toutes les transpositions sont conjuguées, donc elles
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ont toutes méme image par €. De plus, les transpositions engendrent &,,, donc € est

entierement déterminé par (7). Sie(7) = 1, alors € est le morphisme trivial. Sie(7) = —1,
alors I'image de ¢ est {1, —1}.
Reste a montrer I'existence d'un € tel que £(7) = —1. Onpose £(0) = [I1<icj<n U(EZ:?U) .

Ensuite, € est non trivial. Posons o = (12) et calculons (o) : pour toute paire {3, j} #
{1,2} la quantité o=0l) o5t > 0, et %{{'(1) < 0, donc (o) < 0.

i—j 2 ' A

Enfin, c¢’est un morphisme de groupes. Calculons £(o7). C'est [];-; %jﬂm qui vaut
[Li<; % [Tic; %;(]) D’autre part [];; % =TIl %](]), d’ou finalement
e(or) = e(0)e(T). O

PROPOSITION 4.8. La signature vérifie les propriétés suivantes :

(1) si o est un r-cycle, alors (o) = (—1)"!

(2) si o s’écrit comme produit de k transpositions, alors e(o) = (—=1)F.
DEFINITION 4.9. On appelle groupe alterné, et on note 2, le noyau de €.

PROPOSITION 4.10. C’est un sous-groupe distingué de &,,, et son unique sous-groupe
d’indice 2.

DEMONSTRATION. C’est un sous-groupe distingué comme noyau d’un morphisme. Il
est d’indice 2 car € induit un isomorphsme &,,/2(,, — Ime et Ime est de cardinal 2. Soit
H un sous-groupe d’indice 2 de G,,, alors il est distingué, donc induit un morphisme ¥ :
S, — 6,,/H surjectif. Comme &,,/H est canoniquement isomorphe au groupe {1, —1},
on en déduit que 1) = € par unicité du morphisme signature, donc H = 2,,. U

EXERCICE 6. 2, est engendré par les 3-cycles. On utilisera que 2A,, est formé des
éléments qui sont produit d’un nombre pair de transpositions.

THEOREME 4.11. Sin > 5, alors 2, est simple.

5. Représentations linéaires des groupes finis

Dans tout ce chapitre, G est un groupe fini. On fixe un corps K (apreés quelques
définitions initiales on prendra K = C).

5.1. Représentations, sous-représentations, morphismes.
5.1.1. Définition. On a deux définitions équivalentes :

DEFINITION 5.1. Une représentation linéaire de G est la donnée d’un K -espace vecto-
riel de dimension finie G, et d’une action de G sur'V telle que pour tout g, 'application
V—->V,zw g-x soit K-linéaire.

DEFINITION 5.2. Une représentation linéaire de G est la donnée de (p, V'), ou V est
un K -espace vectoriel de dimension finie, appelé espace sous-jacent de la représentation,
et p un morphisme de groupes G — GL(V'). On abrégera parfois en p ou V au lieu
de (p,V). On notera aussi g - v pour p(g)(v). On appelle degré de la représentation la
dimension de V.

La premiere définition revient a se donner un morphisme de groupes G — Bij(V) tel
que I'image soit contenue dans GL(V).
On dit que la représentation est fidele si p est injectif.
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5.1.2. Construction de représentations. Soit ¢ : G — K* un morphisme de groupes,
alors ¢ définit une représentation de dimension 1 de G, donnée par ¢(g) € GL,(K) = K*.
Lorsque v est le morphisme trivial, on obtient la représentation triviale de GG, notée 1.

Soit ¢ : G — K* un morphisme de groupes, et (p, V') une représentation. On définit
la représentation tordue par ¥ (p(1), V(¢)), d’espace sous-jacent V', définie par g +—
¥(g)p(9)-

Soit (p, V') et (p', V') deux représentations du groupe G. On petu définir la représen-
tation somme (p @ p/,V @ V'), d’espace sous-jacent V & V' et our = p @ p’ est donné
par l'inclusion de GL(V) x GL(V') - GL(V & V).

On définit aussi une représentation Hom(V, V') en faisant agir G sur f:V — V'’ par
(g-f) =9 (f(g7*-x)). Lorsque V' = 1 on note V* la représentation obtenue, appelée
représentation duale de V.

Si G agit sur un ensemble fini X, on définit la représentation de permutation associée
a X : on pose Vy = @,exCe,, et on définit px(g)(e;) = eg. Lorsque X est G muni
de son action de translation a gauche, on appelle cette représentation la représentation
réguliere. Si l'action de G sur X est fidele, la représentation associée l'est aussi. On
retrouve 'inclusion &,, — GL,, (k) définie précédemment.

DEFINITION 5.3. Un sous-espace stable par G de la représentation (p, V') est un sous-
espace vectoriel W de V' tel que p(g)(W) C W pour tout g € G. On dit alors que (pjw, W)
est une sous-représentation de V.

On note V¢ I'ensemble {v € V,g-v = vWg € G}. Cest I'espace des invariants de la
représentation, c¢’est une sous-représentation de V.

Exemple : soit (p, k™) la représentation de permutation associée a l'action de &,
sur {1,...,n}. La droite D = k(e; + --- + e,) est un sous-espace stable. L’hyperplan
H, ={zr = Y xe, >z, =0} = (e, —ej,1 < i,j < n) est un sous-espace stable (on
'appelle la représentation standard de &,,).

5.1.3. Morphismes de représentations.

DEFINITION 5.4. Soit (p, V) et (o,W) deux représentations de G. Un morphisme de
représentations de V vers W est une application linéaire f : V. — W telle que pour tout
g € G, pourtoutx € V onag-f(x) = f(g-z). On note Homg(V, W) le C-espace vectoriel
des morphismes de représentations de V vers W. On dit aussi que [ est G-équivariante.

Un isomorphisme de représentations est un morphisme de représentations qui est un
isomorphisme d’espaces vectoriels.

PROPOSITION 5.5. Soit p et p/ deux représentations isomorphes du groupe G. Alors
il existe u : V — V' linéaire inversible telle que p'(g) = uo p(g) ou™' pour tout g € G.

PROPOSITION 5.6. Homg(V, W) = Hom(V, W)¢.

DEMONSTRATION. Soit f € Hom(V,W). Alors f € Hom(V, W)Y si et seulement si
pour tout g € G et pour tout x € V on a (g- f)(z) = f(x), c’est-a-dire g- f(g7' - z) =,
c’est-a-dire f(g~!-x) = g~' - x pour tout g € G, x € V, ce qui est bien équivalent a dire
que f est G-équivariant. O

5.1.4. Sous-espaces stables. A partir de maintenant on suppose K = C.

THEOREME 5.7. Tout sous-espace stable par G admet un supplémentaire stable.
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Exemple : H,, est un supplémentaire de D (en caractéristique 0 seulement !).

COROLLAIRE 5.8. Soit W un sous-espace stable et U un supplémentaire stable. Alors
(p, V) est isomorphe a (ppw, W) ® (pj,U).

DEFINITION 5.9. Un produit scalaire hermitien invariant par G sur V est la donnée
d’un produit scalaire hermitien (,) tel que (g-v,g-w) = (v,w) pour tous v,w € V.

PROPOSITION 5.10. Il existe un produit scalaire hermitien invariant par G sur V.

DEMONSTRATION. Soit [, ] un produit scalaire hermitien quelconque. On pose (v, w) =
Ygealg v, g w). 0

PREMIERE PREUVE DU THEOREME 5.7. Fixons un produit scalaire hermitien inva-
riant par G sur V. Comme W est stable par G, alors W+ aussi, on a donc trouvé un
supplémentaire stable. O

DEUXIEME PREUVE DU THEOREME 5.7. Soit p un projecteur quelconque d’image
W. On pose m = ﬁzgeg p(g) opop(g)~t. Alors 7 est un projecteur G-équivariant
d’image W, et son noyau fournit le supplémentaire cherché. En effet : il est clair que
p(g)om = mop(g) pour tout g. De plus mop = p. D'ott mom = 15 Yge mop(g)opop(g) " =
ﬁ Ygec P(g)omopop(g)~t =m. De plus, W est contenu dans I'image de , et enfin 7

et p ont méme rang puisque méme trace, donc Imp =Imzm = W. U

PROPOSITION 5.11. Soit mg = ﬁ Yyea p(g). Alors mg est un projecteur sur V< et il
définit un morphisme G-équivariant V.— V.

DEMONSTRATION. On vérifie facilement que 74 = 7. On a p(g) o 7g = mg, donc
I'image de mg est contenue dans V¢, et clairement 7g(z) = x pour tout x € V¢ donc
I'image de 7 est VC. La formule 7 o p(g) = mg s'interpréte alors en disant que ¢ est
G-équivariant de V sur V¢ (sur lequel G agit trivialement). O

5.1.5. Représentations irréductibles.

DEFINITION 5.12. Une représentation est dite irréductible si elle n’a pas de sous-espace
stable non trivial, c’est-a-dire différent de {0} et V.

On note Zg 'ensemble des classes d’isomorphismes de représentations irréductibles
de G.

PROPOSITION 5.13. H,, est une représentation irréductible de G,,.

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que si x € H,, x # 0, alors le sous-espace
vectoriel V, de H, engendré par les o - x est H,, entier. Soit donc un tel x, z = Zx e;.

Il existe i et j tels que x; # z;. On pose T = (ij), alors x — 7 - = (x; — z;)(e; )
donc e; —e; € V,. Soit k,¢ € {1,...,n}, et o tel que o(i) = k et 0( ) =/,
o-(e; —ej) = ep — ey, ce qui montre que V,, = H,. D

THEOREME 5.14 (Lemme de Maschke). Toute représentation est somme directe de
sous-représentations irréductibles.

Exemple : C" est isomorphe a 1 & H,,.
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DEMONSTRATION. La preuve se fait par récurrence sur le degré de la représentation :
si elle n’est pas irréductible, il existe une décomposition non triviale V.= U & W en
sous-représentations, qui sont sommes de représentations irréductibles par hypotheses de
récurrence. O

Remarquons que la décomposition n’est pas unique (prendre par exemple V' avec
I’action triviale de GG, n'importe quelle décomposition de V' en somme directe de droites
convient).

THEOREME 5.15 (Lemme de Schur). Soit V' et W deuz représentations irréductibles.
Alors soit Homg(V,W) =C, si V et W sont isomorphes, soit Homg(V, W) = {0}.

DEMONSTRATION. Soit f € Homg(V,W). Si f n’est pas nulle, alors f est un iso-
morphisme. En effet, comme f est G-équivariante, ker f et Im f sont des sous-espaces
stables par G. L’irréductibilité de V' et W dit alors que ces espaces sont nuls ou V' ou
W tout entier. Donc : si Homg(V, W) # 0, alors V' et W sont isomorphes. Supposons
maintenant V' et W’ isomorphes, alors on peut supposer W = V. Soit f € Homg(V, V),
alors f — AId est aussi G-équivariant pour tout A. Choisissons A\ une valeur propre de f,
on voit qu’alors f = A1Id par le méme raisonnement. U

PROPOSITION 5.16. Si G est abélien, toute représentation irréductible est de dimen-
ston 1.

DEMONSTRATION. Soit V' une représentation de GG, de dimension > 1. Si pour tout
g € G, p(g) est une homothétie, alors V' n’est pas irréductible : n’importe quel sous-espace
de V est stable par G. Sinon, soit g tel que p(g) n’est pas une homothétie, et A une valeur
propre de p(g). Posons W = ker(p(g) — AId). C’est un sous-espace stable par G car G
est abélien. Il est non trivial car A est une valeur propre de p(g) et p(g) n’est pas une
homothétie. U

5.1.6. Critére d’isomorphisme. Soit V une représentation de GG. On suppose V iso-
morphe & ®;V;, avec V; irréductible. Soit W € Zg. On note ny = |{i, V; ~ W}.

PROPOSITION 5.17. Deux représentations V' et V' sont isomorphes si et seulement
si ny = ny, pour tout W € L. En particulier, nw ne dépend pas de la décomposition
choisie.

DEMONSTRATION. Soit f : V' — V’/ un isomorphisme. Soit Viy = @; v,i~wVi. Le
lemme de Schur dit que f(Viy) C Vi, et si fjy;, est un isomorphisme alors ces deux
espaces ont méme dimension ny dim W = nf, dim W et donc ny = nj, . U

5.2. Caractéres et fonctions centrales.
5.2.1. Caractéres.

DEFINITION 5.18. Soit V' wune représentation de G. On appelle caractére de V' la
fonction xy : G — C, g — trpy(g).

PROPOSITION 5.19. Si deux représentations sont isomorphes, elles ont méme carac-
tere.

DEMONSTRATION. Soit p, p/ : G — GL,(C) isomorphes. Il existe donc A € GL,(C)
tel que Ap(g)A~" = p/(g) pour tout g € G, d’on I'égalité des caractéres. O
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Lorsque V' est de dimension 1, le caractere de la représentation se confond avec la
représentation elle-méme. On dit que xy est un caractere linéaire.

PROPOSITION 5.20. Pour tout g € G, on a xv(g7') = xv(9g).

DEMONSTRATION. Soit Aj,..., A, les valeurs propres de p(g), de sorte que xy(g) =
S \;. Chaque ); est un complexe de module 1, puisque ¢/l = e donc p(g) est annulé
par le polynome X/¢ — 1, les valeurs propres de p(g) sont donc parmi les racines de ce
polynome, donc des racines de I'unité. En particulier, \;' = A;, et x1(¢7) = LA ! =
YA =xv(9) U

Nous avons prouvé au passage :

PROPOSITION 5.21. p(g) est diagonalisable pour tout g.

PROPOSITION 5.22. Xvew = Xv + Xw- XHom(V,W) = XVXW- XV* = XV -

DEMONSTRATION. On prouve la formule pour Hom(V, W). Soit g € G, on fixe une
base (e;) de V' et une base (f;) de W qui sont des bases de diagonalisations de g de
valeurs propres (A;) et (u;) respectivement. On note (u; ;) la base de Hom(V, W) telle
que u; ;j(ex) = 0sii #k, et f; si i = k. Alors c’est une base de diagonalisation de ¢ sur
Hom(V, W), de valeurs propres \; ' i;, ce qui donne le résultat. O

PROPOSITION 5.23. dim V¢ = 3o xv(9).
DEMONSTRATION. On a dim V¢ = trng, or g = ﬁ > gec Pv(9)- O

PROPOSITION 5.24. Soit (px, Vx) la représentation de permutation associée a l’action
de G sur un ensemble fini X. xx(g) est le nombre de points fizes de l'action de g sur X.

5.2.2. Fonctions centrales.

DEFINITION 5.25. Une fonction centrale sur G est une fonction f: G — C telle que
pour tous g,h € G on a f(gh) = f(hg), ou de fagcon équivalente f(ghg™') = f(h). On
note R(G) l'espace des fonctions centrales sur G.

R(G) est un espace vectoriel de dimension le nombre de classes de conjugaison de
(. Tout caractere d'une représentation est une fonction centrale. Remarquons que si une
fonction centrale est un caracteére, son conjugué aussi (en regardant la représentation
duale).

On définit un produit scalaire hermitien sur R(G) par :

{u,v) = € >_ ulg)v(g)

PROPOSITION 5.26. Soit V' et W des représentations de G, alors (xw, xv) = dim Homg (W, V).
Si 'V et W sont irréductibles, alors (xw,xv) =1 si V et W sont isomorphes et 0 sinon.
En particulier, la famille des (xv)verz, forme une partie libre de R(G).

DEMONSTRATION. On a Homg(W,V) = Hom(W, V)%, donc dim Homg(W,V) =

&7 g Xttom(w,v) (9) = 167 S xw(9)xv(g) = (W, V). O
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5.2.3. Décomposition de représentations.

PROPOSITION 5.27. Soit V' une représentation de G, et V = &;V; une décomposi-
tion de V' en somme directe de représentations irréductibles. Soit W une représentation
irréductible de G. Alors le nombre ny de V; qui sont isomorphes ¢ W vaut (xw, xv)-

COROLLAIRE 5.28. S7 deux représentations ont méme caractére, elles sont isomorphes.

COROLLAIRE 5.29. Soit ny la multiplicité de W € g dans V. Alors (xv,xv) =
Swer iy En particulier, V' est irréductible si et seulement si {xv,xv) = 1.

On appelle caractere irréductible le caractére d’une représentation irréductible. Alors
le conjugué d'un caractere irréductible est un caractere irréductible.
Prenons I'exemple de la représentation réguliere gauche Vi de G sur lui-méme.

ProPOSITION 5.30. Soit W € Z, alors W apparait dans Vg avec multiplicité dim W.
En particulier, Yyer, (dimW)? = |G|.

DEMONSTRATION. Calculons (xw, xv.) = ﬁzg xw(9)xve(g) = |T1;|XW(1)XVG(1) =
dim W, puisque g agit sans point fixe sur Vi pour g # 1 donc xy,(g) =0si g # 1. U

5.2.4. Base de R(G).

THEOREME 5.31. La famille des {xv} pourV parcourant Zg est une base orthonormée
de R(G).

COROLLAIRE 5.32. Le cardinal de Zg est le nombre de classes de conjugaison de G.

DEMONSTRATION. On sait déja que c’est une famille orthonormée. Reste a voir qu’elle
est génératrice.

Soit @ € R(G) tel que (o, xv) = 0 pour toute représentation irréductible V. Pour
toute représentation (p,V) de G, on peut définir fy, : V — V par la formule fy, =

>, a(g)p(g). Alors fy,, est G-équivariante : en effet, p(g) o fv.a = X a(g=th)p(h), et
fvaoplg) = Xpalhg=t)p(h). Les deux quantités sont égales car a est une fonction
centrale.

Supposons maintenant que V' est irréductible, alors fy, est une homothétie par le
lemme de Schur. Par ailleurs, tr(f) = |G|{a,xv) = 0 donc fy, = 0. On en déduit

que fy.o est nul pour tout V, puisque toute représentation est somme de représentations

irréductibles. On applique cela a la représentation réguliere, alors fyq(e1) = >, a(g)e, =
0 ce qui donne a(g) = 0 pour tout g € G.

O

5.3. Table des caracteres.

5.3.1. Définition. La table de caracteres d’un groupe fini G est un tableau donnant
la valeur des caracteres des représentations irréductibles de G. Les lignes du tableau sont
indexées par les représentations irréductibles, et les colonnes par les classes de conjugaison
(C;) dans GG, données par un de leur représentant (puisque les caracteres sont des fonctions
centrales). C’est donc un tableau carré, et la case en position (4, j) contient x;(C;).

On met en premiere ligne le caractere trivial, et en premiere colonne la classe de conju-
gaison de 1’élément neutre. On écrit parfois le cardinal de chaque classe de conjugaison
au-dessus de la description de la classe.
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5.3.2. Propriétés. On lit sur la colonne de la classe de conjugaison de 1 la dimension
de la représentation, puisque yy (1) = dim V.

La somme des carrés des dimensions des représentations fait |G]|.

Notons X la matrice des x;(C;), et K la matrice diagonale ayant pour coefficients les

PROPOSITION 5.33. On a XK'X =|G|1d, et XX =|G|K™!.

DEMONSTRATION. La premiére égalité est une réécriture du fait que les caractéres
irréductibles forment une famille orthonormée. La deuxieme suit formellement. U

COROLLAIRE 5.34. Les colonnes sont orthogonales pour le produit scalaire hermitien
usuel, et la norme de la colonne associée a C; est |G|/k;.

5.3.3. FExemple : le cas de G3. C’est un tableau 3 x 3. Les classes de conjugaison sont
celles de Id (cardinal 1), (12) (cardinal 3), et (123) (cardinal 2).
On connait déja trois représentations irréductibles de &3 : 1, €, et Hz. D’ou la table :

1 3 2
Id (12) (123)
1 (1 1 1
e |1 -1 1
Hy; |2 0 -1

5.3.4. Ezemple : le cas de &4. On a 5 classes de conjugaison : Id (cardinal 1), (12)
(cardinal 6), (123) (cardinal 8), (12)(34) (cardinal 3), et (1234) (cardinal 6).

On commence par mettre dans le tableau la représentation triviale, la signature et Hy.
On observe ensuite que Hy(e) est différent de Hy, on le rajoute encore dans le tableau. 11
manque une représentation, de dimension n vérifiant 1+ 1+ 9+ 9+ n? = 24 ce qui nous
donne n = 2. On peut compléter par orthogonalité des colonnes, ou bien utiliser le fait que
S4/V est isomorphe & &3, ou V est le sous-groupe de cardinal 4 contenant les produits
de deux transpositions a supports disjoints. Donc toute représentation irréductible de G5

donne une représentation irréductible de &y, et la représentation cherchée provient de
Hj.

1 6 8 3 6
Id (12) (123) (12)(34) (1234)

1 |1 1 1 1 1
e |1 -1 1 1 ~1
Hy |3 1 0 ~1 ~1
Hye) |3 =1 0 ~1 1
Hy |2 0 -1 2 0




CHAPITRE 2

Anneaux

1. Généralités
1.1. Définitions.

DEFINITION 1.1. Un anneau est la donnée de (A, +,%,04,14), ot :
(1) (A,+,04) est un groupe abélien (on appelle + ’addition de A)

(2) % est une loi de composition interne associative A x A — A (on appelle x la
multiplication de A)

(3) 14 est un élément de A tel que pour tout a € A, on a ax 1y = 1axa = a (c’est
lunité de A).
(4) pour tout a € A, on a Op xa=ax04 = 04.

(5) la multiplication est distributive par rapport a ['addition : pour tous a,b,c on a
ax(b+c)=axb+axc, et (a+b)xc=a*c+bx*c.

On appelle opposé de a € A son inverse pour +, et on le note —a. On a —a = (—1) * a.

On dit que A est commutatif si x est commutative.
Exemples d’anneaux : Z, C[X|, Z/nZ, R, M,(C), 'anneau nul (I'unique anneau tel

que 04 = 14).

DEFINITION 1.2. Un sous-anneau de (A,+,%,04,14) est une partie A’ de A avec
Op€Aetlye Acet (A, +,%04,14) est un anneau.

DEFINITION 1.3. Soit (A,+,%,04,14) et (B,+,%,0p,15) deuzr anneauz. Un mor-
phisme d’anneau est une application f: A — B vérifiant :

(1) f(04) =0p et f(1a) =15

(2) pour tous a,b € A, f(a+b) = f(a)+ f(b) et f(axb) = f(a)* f(b).
On appelle noyau de f, et on note ker f, l'ensemble des {x € A, f(x) = 0p}, et image de
f, noté Im f ’ensemble f(A).

En particulier, f induit un morphisme de groupes (A4, +,04) — (B, +,05). De plus,
Im f est un sous-anneau de B. ker f n’est pas un sous-anneau de A (sauf si B est nul).

Pour tout anneau A, il existe un unique morphisme d’anneaux Z — A, et un unique
morphisme d’anneaux A — AnneaulNul. Il n’existe aucun morphisme d’anneaux AnneauNul —
A si A n’est pas I'anneau nul aussi.

On dit que A est integre s’il n’est pas nul et si pour tous a,b € A, ona ab # 0sia # 0
et b # 0.

Exemples : Z est integre, M, (C) ne 'est pas si n > 1, Z/67Z n’est pas integre.

On appelle unité de A un élément a inversible pour x, et on note A* ’ensemble des
unités de A. Un anneau commutatif non nul tel que A* = A\ {0} est appelé un corps.
Un corps est un anneau integre.

19
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PROPOSITION 1.4. Z/nZ est intégre si et seulement sin =0 ou n est premier. Z/nZ
est un corps si et seulement si n est premier.

1.2. Idéaux et quotients. A partir de maintenant tous les anneaux consi-
dérés sont commutatifs
1.2.1. Idéaux.

DEFINITION 1.5. Un idéal de A est une partie I de A telle que :
(1) I est un sous-groupe de (A,+,0)
(2) pour tout a € A etx €1, on aax € 1.

Exemple : {0}, A sont des idéaux. Idéal principal : Az = (z) = {ax,a € A}. Les
idéaux de Z sont les nZ, les idéaux de C[X] sont les PC[X]. Plus généralement on a la
notion d’idéal engendré par une partie de A : I = (X) est 'ensemble des éléments de la
forme Y, a;x;, avec a; € A et z; € X.

Un idéal est dit propre s’il n’est pas A tout entier.

PROPOSITION 1.6. Soit f : A — B un morphisme d’anneaux, alors ker f est un idéal
de A. Si I est un idéal de B, f~(I) est un idéal de A.

1.2.2. Quotients. Soit A un anneau et [ un idéal, on définit une relation d’équivalence
sur A par a ~ b si et seulement si @ —b € I. On note A/I l'ensemble des classes
d’équivalence.

THEOREME 1.7. Il existe une unique structure d’anneau sur A/I qui fait de la pro-
jection canonique ™ : A — A/l un morphisme d’anneaux.

DEMONSTRATION. Observons que I est un sous-groupe distingué de (A, +,0), ce qui
traite la partie additive de la structure d’anneau de A/I. Pour la multiplication, il faut
vérifier que si a, € A/I, et a,a’ et b, b’ sont des représentants de v et 3, alors ab ~ a'b’.
Sia =a+x,V =b+y,z,y€l,onadl =ab+ay+xb+axy €ab+ 1. d

Exemple : Z/nZ, R[X]/(X?*+1) =C.
On a la propriété de factorisation :

ProPOSITION 1.8. Soit f : A — B un morphisme d’anneauz, I un idéal de A. Alors
f se factorise par A/I si et seulement si I C ker f.

et la propriété d’isomorphisme :

PROPOSITION 1.9. Soit f : A — B un morphisme d’anneauz, alors f induit un
isomorphisme A/ ker f — Im f.

1.2.3. Opération sur les idéauz. Soit I et J deux idéaux de A, on note I+ J ’ensemble
des {x +y,z € I,y € J}. Clest un idéal de A. On dit que I et J sont premiers entre eux
sil+J=A.

Soit I et J deux idéaux de A, on note IJ l'ensemble des {3, x;y;,x; € I,y; € J}.
C’est un idéal de A. Tl n’est en général pas égal & {zy,z € I,y € J}.

Si I et J sont des idéaux, I N J est un idéal. On a IJ C I N J mais n’y est pas
forcément égal.

PROPOSITION 1.10 (Lemme chinois). Soit Iy, ..., I, des idéaux de A qui sont deux d
deuz premiers entre eux. Alors AJIy ... I, — AJI; x --- x A/I, est un isomorphisme.
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DEMONSTRATION. Commencons par définir le morphisme : on a un morphisme d’an-
neaux A — A/} x --- x A/I,, dont le noyau contient Iy ...I, dounw : A/I;... I, —
A/I} X ---x A/I,. On raisonne par récurrence sur n, en observant que Iy et I ... I, sont
premiers entre eux.

Il suffit donc de travailler avec I,.J premiers entre eux. Soit a € I, b € J avec
a+ b= 1. Observons que keru = I N J. Montrons que I NJ = 1.J : soit x € I N .J, alors
r =2z(a+0b) € IJ. Soit maintenant (Z,7) € A/I x A/J, alors u(bx + ay) = (Z,7) donc u
est surjective. U

1.2.4. Propriétés des idéauzr. Un idéal I est de type fini s’il peut étre engendré par
un nombre fini d’éléments. On note alors I = (xy,...,x,). Il est principal §’il peut étre
engendré par un seul élément. Tout idéal de Z est principal.

Un idéal I de A est dit premier s’il est propre et si ab € I implique que a € I ou
bel.

Un idéal I de A est dit maximal s’il est propre et s’il n’existe pas d’idéal propre de A
contenant strictement 1.

PROPOSITION 1.11. Un idéal I est premier si et seulement si A/I est intégre. Un
idéal I est maximal si et seulement si A/I est un corps.

COROLLAIRE 1.12. Les idéaux premiers de Z sont {0} et les (p), p premier. Les idéauz
mazximauz de Z sont les (p), p premier.

On a le résultat suivant dont la preuve utilise le lemme de Zorn :

PROPOSITION 1.13 (Théoreme de Krull). Tout idéal propre de A est contenu dans un
idéal mazximal.

1.2.5. Caractéristique d’un anneau.

DEFINITION 1.14. Soit A un anneau, et n le générateur > 0 du morphisme d’anneauz
Z — A. On appelle n la caractéristique de A et on le note car(A).

A contient alors comme sous-anneau Z/ car(A)Z. A est de caractéristique 0 si et
seulement si nly # 0 pour tout n > 0. Z/nZ est de caractéristique n. Si A est intégre,
alors car(A) = 0 ou est premier.

ProprosITION 1.15. Soit A — B un morphisme d’anneaux. S’il est injectif, on a
car(A) = car(B). En général, on a soit car(A) = car(B) = 0, soit car(B) | car(A).

1.3. Corps des fractions d’un anneau intégre.

THEOREME 1.16. Soit A un anneau intégre. Il existe un unique corps K, appelé corps
des fractions de A et noté Frac(A), tel que A — K, et tel que tout morphisme injectif
A — F ou F est un corps se prolonge de facon unique en K — F.

ESQUISSE DE DEMONSTRATION. Soit X = A x (A\ {0}). On munit X d’une relation
d’équivalence par (a,b) ~ (a’,b) si et seulement si ab’ = a’b. On note K 1'ensemble des
classes d’équivalence. On définit une addition sur K par (a,b) + (¢,d) = (ad + be, bd) et
une multiplication par (a,b)(c,d) = (ac, bd). Cela munit K d’une structure d’anneau, et
A s'injecte dans K par a — (a,1). Si (a,b) est non nul, son inverse est (b,a), K est donc
un corps.

Soit u : A — F injectif, on le prolonge & K — F par u((a,b)) = u(a)u(b)~'. d
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Notons que K a la méme caractéristique que A.

Exemple : Frac(Z) = Q, Frac(C[X]) = C(X).

2. Anneaux de polynomes
2.1. Définitions.

DEFINITION 2.1. L’anneau des polyndomes en une variable sur A, noté A[X] est
l’ensemble des sommes formelles >, ~qa, X" avec tous les a; nuls sauf un nombre fini,
muni de Uaddition (3,50 nX™) + (50 bnX") = X oso(@n + b,) X", de la multiplication
(Xns0anX™)(Xns0 b X" = >on>0 Zzzg(akbn_k)X”, de Uélément nul 04 et de ’élément
unité 14.

On a une inclusion A — A[X], a — (a9 = a,a; = OVi > 0) qui est un morphisme
d’anneaux.

On a car(A[X]) = car(A).

DEFINITION 2.2. L’anneau des polynémes en n variable sur A, noté A[Xq,...,X,]
est l'ensemble des sommes formelles Y enn a0 X® ot X = X" ... X2, avec tous les «
nuls sauf un nombre fini, muni de Uaddition (3, aaX*) + (3Xa0baX®) = Y o(@a + ba) X,
de la multiplication (3, aaX*)(X a0 0aX®) = X0 Ygir—alasgby) X, de 'élément nul 04 et

de Uélément unité 14.

On a que A[Xq,..., X, = A[Xy,..., X0 ][X4)

2.2. Degré.

DEFINITION 2.3. Le degré de P(X) = ¥, a, X" est deg(P) = sup{n,a, # 0}. Si
P =0 on pose deg(P) = —oc.

DEFINITION 2.4. On appelle coefficient dominant de P le coefficient non nul d’indice
le plus grand. P est dit unitaire si son coefficient dominant est 1.

On a toujours deg(P + @) < max(deg(P),deg(Q)).
PROPOSITION 2.5. Si A est intégre, alors deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

Notons que ce n’est pas forcément vrai si A n’est pas integre. Dans Z/6Z[X], on a
deg(2X) =1, deg(3X +1) =1, et deg(2X(3X +1)) = 1.

COROLLAIRE 2.6. Si A est intégre alors A[X]| aussi, et on a A[X]|* = A*.
2.3. Division euclidienne par un polyndéme unitaire.

THEOREME 2.7. Soit P € A[X], Q € A[X] unitaire. Il existe un couple unique (U, R)
de polynomes tels que P =UQ + R et deg(R) < deg(Q).

2.4. Morphismes d’évaluation. Soit A un anneau et u : A — B un morphisme
d’anneaux. On dit que B est muni par u d’une structure de A-algebre. Si v: A — C' est
un autre morphisme d’anneaux, on dit que f : B — C' est un morphisme de A-algebre si
fou=wv. Exemple : C[X] est une C-algebre. L’application C[X] — C, P — P(1) est un
morphisme de C-algebres.

Soit B une A-algebre. On a une bijection entre B et Hom4(A[X], B), ou b corres-
pond & P — P(b) qui est le morphisme d’évaluation en b. On a une bijection entre B"
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et Homy(A[Xq,...,X,], B), ou (by,...,b,) correspond & P +— P(by,...,b,) qui est le
morphisme d’évaluation du polynoéme en (by,...,b,).
Un polynéme P € A[Xy,...,X,] définit donc une fonction polynomiale A" — A.
Soit a € A. On dit que a est une racine de P € A[X] si P(a) = 0.

PROPOSITION 2.8. Pour tout polynéome P, il existe un polynome @Q tel que (P(X) —
P(a)) = (X — a)Q(X). En particulier, si a est une racine de P, alors il existe Q(X) tel
que P(X) = (X — a)Q(X).

COROLLAIRE 2.9. Le noyau du morphisme d’évaluation en a est l’idéal engendré par
(X —a). Le morphisme d’évaluation en a induit un isomorphisme A[X]/(X —a) — A.

COROLLAIRE 2.10. Si A est intégre, un polynome de degré n a au plus n racines.
Ce n’est pas vrai si A n’est pas integre : 2X a deux racines dans Z/4Z.

COROLLAIRE 2.11. Si A est infini, toute fonction polynomiale détermine entiérement
le polynome dont elle provient.

Ce n’est pas vrai si A est fini : dans Z/pZ, 0 et XP — X définissent la méme fonction.

EXERCICE 7. Un anneau A est un corps fini si et seulement si toute fonction A — A
est polynomiale.

On dit que a est une racine d’ordre k£ > 1 de P §'il existe @ tel que P(X) = (X —
a)*Q(X). Si k > 1 on dit que a est une racine multiple de P.

EXERCICE 8. Si A est intégre, P de degré n a au plus n racines en comptant la
multiplicité.

2.5. Dérivation. Soit P =Y a,X"™ € A[X]. Le polynéme dérivé de P, noté P’, est

PROPOSITION 2.12. Supposons A intégre. Alors a est racine multiple de P si et seule-
ment si a est racine de P et de P'.

EXERCICE 9. Si car(A) # 0 on ne peut pas lire la multiplicité de la racine sur les
dérivées successives !

2.6. Corps des fractions.
PROPOSITION 2.13. Supposons A intégre, et K = Frac(A). Alors Frac(A[X]) =
K(X).
3. Questions de factorisation

Dans cette section, tous les anneaux sont integres.
3.1. Vocabulaire.

DEFINITION 3.1. On dit que a divise b, et que b est divisible par a, s’il existe ¢ tel que
b= ac. C’est équivalent a dire que (b) C (a).

On dit que a et b sont associés si a divise b et b divise a, ce qui est équivalent a dire
qu’il existe une unité u telle que b = au, ou que (a) = (b). La relation d’association est
une relation d’équivalence.
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On dit que a non nul est irréductible si ce n’est pas une unité et s’il n’est divisible que
par les éléments qui lui sont associés et les unités.

On dit que a est premier si albc implique alb ou alc, ou de fagon équivalente, si l'idéal
engendré par a est premier.

On dit que a et b sont premiers entre eux si les seuls éléments divisant a la fois a et
b sont des unités.

Exemple : dans Z, les irréductibles sont les nombres premiers. Dans k[X], les irréduc-
tibles sont les polynomes irréductibles.

ProOPOSITION 3.2. Tout élément premier est irréductible.

DEMONSTRATION. Soit @ un élément premier. Supposons a = be. On a donc be € (a).

Comme a est premier, cela veut dire que b € (a) ou ¢ € (a), donc a est associé a b ou
c. U

EXERCICE 10. La réciproque n’est pas forcément vraie, par exemple 2 x 3 = (1 +
V5)(1 —+/5) dans Z[/=5].

PROPOSITION 3.3. Soit a et b tels que (a) et (b) sont premiers entre euzx. Alors a et
b sont premiers entre eux.

EXERCICE 11. La réciproque n’est pas forcément vraie, par exemple X et'Y dans
C[X,Y].

3.2. Anneaux principaux.

DEFINITION 3.4. Un anneau A est dit principal s’il est intégre et si tout idéal est
principal.

DEFINITION 3.5. Soit a,b des éléments de A principal. On appelle pged de a et b tout
générateur de (a) + (b) et ppem de a et b tout générateur de (a) N (b). On appelle relation
de Bézout tout relation de la forme ax + by = d pour le pged d et a et b.

Le pged et ppem sont donc définis a une unité pres.

PROPOSITION 3.6. Un pged d de a et b est caractérisé (a association prés) par la
propriété suivante : x divise a et b si et seulement si x divise d.

DEMONSTRATION. Supposons (d) = (a)+ (b). Soit 2 divisant d, alors (d) C (), donc
(a) C (x) et (b) C (x) donc x divise a et b. Si x divise a et b alors (a) C (z) et (b) C (2)
donc (d) C (x) d’ou z divise d. Soit maintenant un autre d’ avec cette propriété, alors il
divise a b donc d, et il est divisible par d donc associé a d. Il

THEOREME 3.7 (Relation de Bézout). a et b sont premiers entre euz si et seulement
si (a) et (b) sont premiers entre euzx. En particulier, si a et b sont premiers entre eux
alors il existe x et y tels que ax + by = 1.

DEMONSTRATION. Soit a et b premiers entre eux et soit d un pged de a et b. Alors d
divise a et b donc d est une unité donc (a) + (b) = A. Réciproquement, si 1 est un pged
de a et b alors tout élément qui divise a et b est une unité, donc a et b sont premiers entre
eux. U

PROPOSITION 3.8. Dans un anneau principal, tout élément irréductible est premier.
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DEMONSTRATION. Un élément a irréductible est premier si et seulement si il vérifie
le lemmme d’Euclide : si a | be alors a | bou a | c.

Montrons que le lemme d’Euclide est vrai dans un anneau principal. Soit a irréductible,
et b et ¢ tels que a | be. Supposons que a ne divise pas b. Alors a et b sont premiers entre
eux. Il existe donc une relation de Bézout az + by = 1, d’ott acx + bey = ¢, don a | ¢
puisque a | be. O

3.3. Anneaux euclidiens.

DEFINITION 3.9. Un stathme euclidien sur A est la donnée d’une fonction v : A\
{0} — N wérifiant la condition suivante : pour tout a et b dans A, b non nul, il existe q
et r tels que a = bq+r, et soit r = 0, soit v(r) < v(b). On dit alors que q est un quotient
et r un reste de la division euclidienne de a par b.

Par exemple, Z muni de v(x) = |z|, ou k[X] muni de v(P) = deg P. Attention, (q,r)
n’est en général pas unique.

THEOREME 3.10. Tout anneau euclidien est principal.

DEMONSTRATION. Soit [ un idéal non nul de A. On regarde {v(z),x € I\{0}}. Cest
une partie non vide de N, donc admet un élément minimal, disons v(zy). Montrons que
I = (xp). On a déja (z¢) C I. Soit = € I, on écrit la division euclidienne de z par zy :
x=qro+r.Onar €l et soit r =0 soit v(r) < v(zg), donc r = 0 par choix de xg, ce
qui montre que x € (xg). O

Il existe des anneaux principaux non euclidiens.

THEOREME 3.11. Il exmiste un algorithme, appelé algorithme d’Euclide étendu, qui
permet de calculer le pged de deux éléments, ainsi qu’une relation de Bézout.

DEMONSTRATION. Soit a et b deux éléments de A. On définit trois suites d’éléments
de A de la fagon suivante : xg =a, z1 = b, ug =1, u1 =0, vy =0, v; = 1.

Ensuite, si x,, # 0, on effectue la division euclidienne de x,,_1 par x,, : T,_1 = ¢, Tpn+7n.
On pose alors xp11 = Ty, Upi1 = Un—1 — Quln, Uni1l = Up_1 — QuUn. Si x, = 0 on s’arréte.

On a pour tout n tel que les termes sont définis, u,a + v,b = x,, et pged(zp_1,x,) =
ngd(iIZ’n, anrl) = ngd(CL, b)

Par ailleurs, il existe un n tel que z,4; = 0 puisque v(z,) décroit strictement pour
n > 1. Alors x,, = d est un pged de a et b. O

3.4. Anneaux factoriels.
3.4.1. Définition. Soit A un anneau integre. On note Z(A) un ensemble de représen-
tants des éléments irréductibles de A pour la relation d’association.

DEFINITION 3.12. On dit que A vérifie la propriété (E) si pour tout a € A non nul,
il existe une unité u, et des entiers a; > 0 pour m € Z(A), nuls sauf un nombre fini, tels
que a = Ul ezaym™™. On dit que A vérifie la propriété (U) si lécriture précédente est
unique.

EXERCICE 12. Cette définition ne dépend pas du choix de représentants qu’on a pris
pour Z(A).

DEFINITION 3.13. Un anneau factoriel est un anneau intégre vérifiant (E) et (U).
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Exemple : Z[/=5] n’est pas un anneau factoriel.

Ecrivons a = u]lrez(ay ™. On note a; = vr(a) (valuation m-adique de a). On a
v (ab) = ve(a) + v (D).

Soit a et b non nuls dans A factoriel. Alors a divise b si et seulement si v;(a) < v,(b)
pour tout 7, et a et b sont premiers entre eux si et seulement si pour tout 7 on a soit
v(a) = 0 soit v, (b) = 0.

3.4.2. Propriétés.

PROPOSITION 3.14. Dans un anneau factoriel, les propriétés suivantes sont vérifiées :
(1) on a le lemme d’Euclide : si a est irréductible, alors albc implique alb ou alc.

(2) on a le théoréme de Gauss : si albc et a est premier a b alors a divise c.
Autrement dit, dans un anneau factoriel, tout élément irréductible est premier.

DEMONSTRATION. Montrons la premiére. a | be dit que v,(be) > 1, donc v,(b) > 1
ou v,(c) > 1 ce qui donne bien a | bou a | c.

Montrons la seconde : si a | be alors vi(a) < v,(b) + v:(c) pour tout irréductible .
Comme a est premier & b, on a v, (b) = 0 pour tout 7 tel que v;(a) > 0, d’ot v, (a) < v,(c)
pour tout 7w, d’ou a divise c. O

On peut définir une notion de pged et de ppem dans un anneau factoriel. Le pged d de a
et b est défini par v, (d) = min(v,(a), v;(b)) et le ppcm m par v,(m) = max(v.(a), v (b)).

PROPOSITION 3.15. (m) = (a) N ().
d est caractérisé par le fait que x | a et x | b si et seulement si x | d.

En revanche, on n’a pas forcément (d) = (a) + (b). Considérer par exemple X et Y
dans k[X,Y].

PROPOSITION 3.16. Soit K le corps des fractions de A. Tout élément x non nul de
K peut s’écrire x = a/b avec a et b premiers entre eux (écriture réduit d’une fraction), et
pour tout autre écriture x = a'/b' on a que a|a’ et b |l .

3.4.3. Anneauz principauz et factorialité.
THEOREME 3.17. Tout anneau principal est factoriel.

PROPOSITION 3.18. Soit A un anneau intégre vérifiant (E) et dans lequel tout élément
irréductible est premier. Alors A est factoriel.

DEMONSTRATION. Prouvons que A a la propriété (U). Nous devons montrer que s'il
existe une égalité a = b avec a = ullrcza) ™" et b = vl eqa) 7P alors u = v et
a, = B, pour tout m. On raisonne par récurrence sur min(} a,, > B;). Si cette quantité
est nulle, 'un des co6té est une unité, donc l'autre aussi, donc les deux sommes sont
nulles. Supposons maintenant > a,; > 0. Soit 7y tel que a,, > 0. Alors my | a, donc
7o | b. Le lemme d’Euclide est vrai dans A puisque tout élément irréductible est premier.
On en déduit que 7, divise I'un des 7%7. Si 7 # m,, pour tout n, mp ne divise pas 7.
Donc g | wg’fO, donc 3, > 0, donc on peut diviser par 7y des deux cotés et appliquer
I’hypothese de récurrence. U

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.17. Pour la propriété (E) : voir preuve dans le
cas noethérien. Par ailleurs, dans un anneau principal, tout élément irréductible est pre-
mier (proposition 3.8). Il ne reste plus qu’a appliquer la proposition 3.18. U



3. QUESTIONS DE FACTORISATION 27

PROPOSITION 3.19. Les notions de pgcd et de ppem de A vu comme anneau principal
ou comme anneau factoriel coincident.

DEMONSTRATION. On a déja vu que les notions de ppcm étaient les mémes.
Pour le pged, on utilise la caractérisation de d comme 1’élément tel que z | d si et
seulement si x | a et | b. O

3.5. Anneaux de polyndémes et factorialité.
THEOREME 3.20. Soit A un anneau factoriel. Alors A[X] est factoriel.

COROLLAIRE 3.21. Si A est factoriel, A[Xy,...,X,| est factoriel pour tout n. En
particulier, si k est un corps, k[ X1, ..., X,] est factoriel pour tout n.

EXERCICE 13. En revanche, si A est principal, A[X] ne l’est en général pas. En fait
A[X] est principal si et seulement si A est un corps.

DEFINITION 3.22. Soit P € A[X] non nul. On appelle contenu de P, et on note C(P),
le pgcd de ses coefficients, qui est défini modulo A*. On dit que P est primitif si C(P) = 1.

Tout polynéme peut s’écrire P = ¢@) avec () primitif.
PROPOSITION 3.23. Si P et QQ sont non nuls alors C(PQ) = C(P)C(Q) modulo A*.

DEMONSTRATION. Il est clair que C(P)C(Q) | C(PQ). Montrons que si C(P) =
C(Q) = 1 alors C(PQ) = 1. Soit 7 un irréductible de A, et regardons 'image de P et
@ dans 'anneau quotient B = A/(7), qui est intégre car un irréductible est premier.
L’image de P et @ est non nulle, puisque leurs coefficients ne sont pas tous divisibles
par 7, donc I'image de PQ est aussi non nulle. Donc tous les coefficients de P ne sont
pas divisibles par 7, donc 7 ne divise pas C(PQ). Comme c’est vrai pour tout m, on en

déduit que C'(PQ) = 1. O
Notons K le corps des fractions de A.

LEMME 3.24. (1) Soit P € K[X]. Il existe a € K* tel que aP € A[X] et C(aP) =
1

(2) Soit P € A[X] primitif, et P = QR dans K[X]. Alors il existe a et b dans K*
avec ab =1, a@ € A[X] et bR € A[X] et C(aQ) =1 et C(bR) = 1.

DEMONSTRATION. Prenons pour a un ppcm des dénominateurs des coefficients de P.
On obtient aP € A[X], il ne reste plus qu’a diviser par C'(aP).

Ecrivons Q = (a/b)Q’, R = (¢/d)R’ avec a,b,c,d € A et Q', R € A[X] primitifs. On
a alors bdP = acQ'R', d’ou (ac)/(bc) € A* en considérant le contenu. O

PROPOSITION 3.25. Les irréductibles de A[X] sont les irréductibles de A et les poly-
nomes non constants de contenu 1 qui sont irréductibles dans K[X].

DEMONSTRATION. Il est clair que les irréductibles de A sont irréductibles dans A[X],
car leurs seuls diviseurs possible sont des constantes. De méme, tout élément de A qui
est irréductible dans A[X] est un irréductible de A.

Soit P € A[X] non constant, C(P) = 1 et P irréductible dans K[X]. On écrit P = QR
avec @, R dans A[X]. Alors I'un des deux est une constante par irréductibilité de P
dans K[X], disons Q. On a C(Q) | C(P), donc C(Q) = 1, donc @ est une unité. D’ou
l'irréductibilité de P dans A[X].
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Réciproquement, soit P non constant, irréductible dans A[X]. On a C(P) = 1 puisque
C(P) | P. Supposons P = QR dans K[X]. On écrit P = (aQ)(bR) comme dans le lemme
3.24. Par irréductibilité de P, P divise a@) ou bR, donc par considération du degré, @) ou
R est une unité de K[X], donc P est irréductible dans K[X]. O

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.20. Montrons 'existence d'une décomposition.
Soit P € A[X] non nul. Si P est constant, on utilise la factorialité de A. Sinon, on écrit
dans K[X] que P = u[] P, avec u € K* et les P, parcourant des polynémes irréductibles
de K[X]. On peut supposer que les P; sont dans A[X] et de contenu 1. Dans ce cas on a
forcément u = C'(P) € A ce qui permet de finir la décomposition.

Pour 1'unicité, il suffit de montrer que tout P irréductible est premier. Supposons
P € A, c’est donc un élément premier de A puisque A est factoriel. On a A[X]/(P) =
(A/P)[X] qui est donc bien integre. Soit maintenant P irréductible non constant, et
u: A[X]/(P) — K[X]/(P). Il suffit de montrer que u est injective, puisque K[X]/(P)
est integre. Il faut voir que PK[X] N A[X] = PA[X]. Soit @ € PK[X]| N A[X], on peut
supposer C(Q) = 1 et on écrit Q = PR, R € K[X]. Soit a tel que aR € A[X] primitif
comme dans le lemme 3.24, alors a@ = PaR d’ou aC(Q) = C(aQ) = C(P)C(aR) =1
modulo A*, donc a € A*. O

4. Anneaux noethériens
4.1. Définitions et premiéres propriétés.

DEFINITION 4.1. Un anneau A (pas nécessairement intégre) est dit noethérien si tout
idéal de A est de type fini.

Exemple : tout anneau principal est noethérien. Il existe des anneaux non noethé-
riens : considérer A = k[(X,,)nen]. Un anneau noethérien peut avoir un sous-anneau non
noethérien : regarder A C Frac(A) pour 'anneau A précédent.

PROPOSITION 4.2. Si A est noethérien, tout quotient de A par un idéal aussi.

PROPOSITION 4.3. On a équivalence entre les trois propriétés suivantes :
(1) tout idéal de A est de type fini

(2) toute famille croissante d’idéaux est stationnaire

(8) toute famille non vide d’idéaux admet un élément maximal

DEMONSTRATION. 1 = 2. Soit (I,,) une famille croissante d’idéaux. Alors I = UI,
est un idéal. Il est de type fini, engendré par xi,...,x,. Il existe NV tel que Iy contient
tous les x;, alors I = Iy = I,, pour tout n > N.

2 = 3. Considérons (I,).cx une famille non vide d’idéaux ne contenant pas d’élément
maximal, et construisons une famille croissante d’idéaux non stationnaire. On prend I, €
X quelconque, et si I, € X est construit, il n’est pas maximal, donc il existe I,,.1 € X
contenant strictement I,,.

3 = 1. Soit I un idéal de A. On considere la famille des idéaux de type fini contenus
dans /. Soit J un élément maximal, alors I = J. Sinon, soit x € I, = ¢ J, alors (J, z) est

contenu dans I, contient strictement J et est de type fini, contradiction.
O

On en déduit une preuve du théoreme de Krull dans le cas des anneaux noethériens :
soit I un idéal propre de A, considérer la famille de tous les idéaux propres de A contenant
I et appliquer la propriété 3.
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4.2. Anneaux noethériens et polynomes.

THEOREME 4.4 (Théoréme de Hilbert). Soit A un anneau noethérien. Alors A[X] est
aussi noethérien.

DEMONSTRATION. Soit I un idéal de A[X]. Construisons une partie génératrice finie
de I.

Pour tout entier n on note J, la partie de A formée par les coefficients dominants
des éléments de I de degré < n. Alors J, est un idéal de A. Montrons que si a,b sont
dans J, alors a + b aussi. Soit P, () dans [ de degré < n de coefficients dominants a
et b respectivement. Supposons par exemple deg P > deg @), alors a + b est le coefficient
dominant de P + Xd¢P=d¢@Q) De plus J, est aussi la réunion de {0} et de I'ensemble
des coefficients dominants des polyndémes de I de degré exactement n.

On a une suite croissante d’idéaux de A qui devient donc stationnaire : il existe N tel
que Jy = J, pour tout n > N.

Pour tout n < N, il existe une partie finie E,, de I formée de polynomes de degré n
dont les coefficients dominants engendrent .J,,. Notons E = U, <y, et montrons que E
est une partie génératrice (finie) de /. On raisonne par récurrence sur le degré de P € [.
Soit P € I de degré n. Son coefficient dominant a peut s’écrire > x;a; avec x; dans A
et a; le coefficient dominant de P; € E,,. Alors Q = P — >, x;P; est un élément de I de
degré < n, ce qui permet de conclure. O

4.3. Existence de décomposition en irréductibles.
THEOREME 4.5. Soit A noethérien intégre. Alors la propriété (E) est vérifiée.

DEMONSTRATION. Soit a € A non nul. Montrons qu’il est produit d’irréductibles. Si
ce n’est pas le cas, a = bc avec b et ¢ non inversibles, et b ou ¢ n’est pas produit d’irré-
ductibles, disons b. Posons ag = a, a; = b, on construit ainsi par récurrence une famille
(a;) d’éléments qui ne sont pas produits d’irréductibles, et (a;) C (a;11) et I'inclusion est
stricte. C’est impossible par la propriété des familles croissantes d’idéaux. O






CHAPITRE 3

Modules

Dans tout ce chapitre, A désigne un anneau commutatif.

1. Généralités
1.1. Définitions.

DEFINITION 1.1. Un A-module est un ensemble M muni de (+,0y) de sorte que
(M, +,0p) est un groupe abélien, et d’une application A x M — M wvérifiant :

(1) Pour tout m dans M, 04-m =0y et 1ly-m=m

(2) Pour tous a,b dans A, m dans M, (a+b)-m=a-m+b-m
(3) Pour tout a dans A, m,n dans M, a-(m+n)=a-m+a-n.
(4) Pour tous a,b dans A, m dans M, (ab)-m =a- (b-m)

DEFINITION 1.2. Soit M et M' deux A-modules. Une application A-linéaire de M
dans M’ est une fonction f : M — M’ telle que [ est un morphisme de groupes de
(M, +) vers (M',+), et de plus f(a-m) = a- f(m) pour tous m € M, a € A. On note
Hom (M, M"), ou simplement Hom(M, M"), l’ensemble des applicactions A-linéaires de
M dans M.

Exemple : si A est un corps, un A-module est exactement la méme chose qu’'un espace
vectoriel sur A, et une application A-linéaire est la méme chose que les applications
linéaires pour un corps.

Exemple : si A = Z, un Z-module est la méme chose qu’'un groupe abélien et un
morphisme de Z-modules est la méme chose qu'un morphisme de groupes. Par exemple
Z/nZ est un Z-module.

Exemple : pour tout a € C, on peut définir une structure de C[X]-module sur C par
P-z=P(a)z.

Exemple : pour tout anneau A, A" est un A-module, et pour tout idéal I de A, I et
A/I sont des A-modules.

DEFINITION 1.3. Soit M un A-module, un sous-module de M est un sous-groupe de
N tel que pour tout a € A, a- N C N.

Exemple : on considére A comme un A-module. Alors ses sous-modules sont exacte-
ment ses idéaux. Si M est un A-module et I un idéal de A, IM est un sous-module de
M.

Si f € Hom(M, M’), on note ker f = {x € M, f(z) = 0}. C’est un sous-module de
M, et ker f = 0 si et seulement si f est injective. On note Im f = {f(z),z € M}. Clest
un sous-module de M’. On dit que f est un isomorphisme si ¢’est une bijection. Dans ce
cas la bijection réciproque f~! est automatiquement une application linéaire.

31
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1.2. Quotients, supplémentaires. Soit M un module et N un sous-module. On
définit une relation d’équivalence sur M par : m ~ m’ si et seulement si m —m’ € N. On
note M /N l'ensemble quotient, et m: M — M/N la projection canonique.

THEOREME 1.4. Il existe une unique structure de A-module sur M/N telle que 7 est
une application linéaire.

Pour tout f: M — M, il existe u tel que f = uon si et seulement si N C ker f, et
u est alors unique.

Pour tout f : M — M, la factorisation précédente donne un isomorphisme u :

M/%ker f — Im f.

On introduit la notion de suite exacte : soit M % N % P deux applications linéaires.
On dit que c’est une suite exacte en N si ker g = Im f.

On dit que la suite 0 — M Ly N % P =5 0 est exacte si elle est exacte en M, N et P,
c’est-a-dire que f est injective, g surjective, et ker g = Im g. Dans ce cas, M s’identifie a
un sous-module de N, et P a N/M.

DEFINITION 1.5. Soit M un A-module, P et QQ deux sous-modules de M. On dit que
P et Q) sont en somme directe dans M, et on note M = P @® Q, si tout m € M s’écrit de
facon unique m =p+q, p € P et q € Q.

Soit N un sous-module de M, on dit que le sous-module P est un supplémentaire de
N siN©oP =M.

Tout sous-module n’admet pas forcément de supplémentaire. Exemple : 2Z C Z.

PROPOSITION 1.6. Soit N, P deux sous-modules de M. Alors N & P = M si et
seulement si la projection canonique : w: M — M /N induit un isomorphisme de P sur
M/N.

1.3. Générateurs.

DEFINITION 1.7. Soit X une partie de M. Le sous-module engendré par M est le plus
petit sous-module de M contenant X, c’est aussi l’ensemble des Y a;x;, a; € A et x; € X.

La somme de deux sous-modules P et QQ, notée P + @, est le sous-module engendré
par P et Q).

On dit que M est de type fini s’il existe une partie finie X de M telle que M est
engendré par X.

Tout quotient d’un module de type fini est de type fini. En revanche, tout sous-module
d’un module de type fini n’est pas forcément de type fini. Un module est de type fini si
et seulement si ¢’est un quotient de A™.

On dit qu'un module est libre de type fini s’il existe n tel que M est isomorphe a A™.

On appelle base de M une famille X qui est libre, ¢’est-a-dire que pour toute relation
Y wex @z = 0, on a a, = 0 pour tout z, et qui est génératrice. Le choix d'une base donne
un isomorphisme entre M et AX.

Tout module n’admet pas forcément de base, toute famille libre ne se prolonge pas
forcément en une base, toute famille génératrice ne contient pas forcément de base. Un
module admet une base finie si et seulement si il est libre de type fini.

PRrROPOSITION 1.8. Soit M un module libre de type fini. Alors toutes les bases de M
ont méme cardinal, qu’on appelle rang de M. De facon équivalente, il existe un unique n
tel que M est isomorphe a A™.
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DEMONSTRATION. Soit I un idéal maximal de A. Le module quotient M/IM est un
A/I-espace vectoriel, et I'image d'une base de M sur A est une base de M /IM sur A/I.
On utilise alors les résultats connus sur les espaces vectoriels. O

Exemple : Z/nZ n’est pas un Z-module libre si n # 0. La famille {2,3} de Z est
génératrice comme Z module, mais ne contient pas de base. La famille {2} de Z est libre,
mais ne se prolonge pas en une base de Z comme Z-module.

On définit le produit (ou la somme) de deux modules : M & N = M x N.

1.4. Modules noethériens.

DEFINITION 1.9. Un module est dit noethérien si tout sous-module de M est de type
fini.

En particulier, M lui-méme est de type fini. Si A est un anneau noethérien, c’est un
A-module noethérien.

ProrosiTiON 1.10. Soit 0 - N — M — @Q — 0 une suite exacte. Alors M est
noethérien si et seulement si N et () le sont.

DEMONSTRATION. Si M est noethérien, tout sous-module de N est noethérien, car
un sous-module de N est un sous-module de M. Le quotient est aussi noethérien : si
P’ C P, 'image par m d'une famille génératrice de 71 (P’) est une famille génératrice de
P

Supposons maintenant N et ) noethériens, et soit M’ un sous-module de M. Alors
M’ N N est de type fini, engendré par xy,...,z,. 7(M’) est de type fini, engendré par

Yy« Ym- S0it 21,..., 2, dans M’ relevant yq,...,y,,. Montrons que M’ est engendré
Par Xy, ..., Tp, 21, - .., 2m. S0it x € M'. 1l existe des a; tels que m(x) = 3 a;y;. Alors
x — Y a;z; € N, donc s’écrit > b;x;. O

Soit A un anneau noethérien. On a le résultat suivant :
THEOREME 1.11. Soit M un module de type fini sur A. Alors M est noethérien.

DEMONSTRATION. En appliquant récursivement la proposition 1.10, on voit que A™
est noethérien pour tout n. Comme M est de type fini, il existe n et une suite exacte
0— N — A" — M — 0. On applique alors de nouveau la proposition 1.10. O

2. Algebre linéaire
Soit M et N deux modules libres de rang fini sur A.

PROPOSITION 2.1. Etant donné un choiz de bases (e;)1<i<m de M et (f;)i1<i<n de N,
il existe une bijection canonique entre Homy (M, N) et M, ,.(A).

DEMONSTRATION. Si C' € My, ,(A), on définit uc : M — N par u(e;) = X, ¢ f;-
Comme e est une base de M, cette définition se prolonge de fagon unique par linéarité
a M entier. (on utilise le fait que e est libre pour l'existence du prolongement au sous-
espace engendré par e, et le fait que e est génératrice pour le fait que cela définit u sur
M entier)

Réciproquement, soit v : M — N, on définit C, la matrice dont le coefficient ¢; ; est
la coordonnée de u(e;) sur f; dans la base f (on utilise le fait que f est génératrice pour
'existence de ¢; ;). O



34 3. MODULES

DEFINITION 2.2. Soit C' € M,,(A). On définit tr(C) par la formule Y, ¢;; et det(C)
par la formule Y-, cs, €(0) I1; Ciogi)-

On peut calculer le déterminant comme dans le cas des corps en développant par
rapport a une ligne, une colonne.

PROPOSITION 2.3. (1) tr(CD) = tr(DC) pour tous C, D € M, (A).
(2) det(CD) = det(C) det(D) pour tous C, D € M, (A).

DEMONSTRATION. Le (1) est un calcul simple.

Montrons comment déduire (2) du résultat analogue sur les corps. Soit R = Z[X; ;,Y: ;,
i,j < n] Panneau de polyndmes & 2n* variables sur Z. Soit X,Y € M, (R) les matrices
de coefficients X, ; et Y;; respectivement. On a det(XY') = det(X)det(Y") car on peut
considérer toutes ces matrices comme des éléments de M, (Frac R).

Soit maintenant A un anneau, et C, D € M,(A). On définit u : R — A par u(X;;) =
cij et w(Yi;) = d;i;. Alors C = w(X), D = w(Y), CD = u(XY), det(C) = u(det(X)),
det(D) = u(det(Y)) et det(CD) = u(det(XY)), de sorte que le résultat se déduit du
résultat sur R. 4

Soit f € Homyu(M,M). On définit son déterminant det(f) dans une base. Alors
comme dans le cas des corps, il ne dépend pas du choix de la base (par 1’égalité (2) de la
proposition 2.3, et det(fg) = det(f)det(g). En particulier, si f est inversible, det(f) € A*.

DEFINITION 2.4. Soit C € M,(A). On définit la comatrice de C, ou matrice des
cofacteurs, notée co(C'), comme la matrice dont le coefficient en position (i,7) est (—1)"J
fois le déterminant obtenu en enlevant de C' la i-iéme ligne et la j-iéme colonne.

PROPOSITION 2.5. C -tco(C) ="'co(C) - C = (det(C)) 1d.
COROLLAIRE 2.6. f est inversible si et seulement si det(f) € A*.

On peut donc définir un groupe GL,,(A) comme I'ensemble des éléments de M,,(A)
de déterminant inversible.

f est surjective si et seulement f est bijective. En revanche f peut-étre injective sans
étre bijective (et on a f injective si et seulement si det(f) n’est pas diviseur de 0, mais
ce n'est pas tres facile).

DEFINITION 2.7. Soit C' € M,(A). On considére X Id —C € M,(A[X]), et on pose
xc = det(XId—C) € A[X], c’est le polyndme caractéristique de C. Deux matrices
semblables ont méme polynome caractéristique, on peut donc définir aussi x., pour u €
Enda(M), M libre de rang n.

THEOREME 2.8 (Cayley-Hamilton). x¢(C) = 0.

DEMONSTRATION. Deux méthodes : on peut utiliser la technique de la preuve de la
proposition 2.3 pour se ramener au cas des corps. On peut aussi faire une preuve directe
vraie dans tout anneau, qu’on explique maintenant.

Soit M = A", et (eq,...,e,) la base canonique de M. On munit M d’une structure
de A[X]-module par X - m = Cm.

Par ailleurs, on a une action naturelle de M, (A[X]) sur M™ : si B € M,(A[X]),
on pose ug(my,...,my) = (X;b1; - mj,...,>;bnj - mj), et u induit un morphisme
d’anneaux (non commutatifs) M, (A[X]) — End4(M™), en particulier ug,p = ug + up,
et uppr = up oupr.
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De plus, pour tout P € A[X], upu(mi,...,m,) = (P(X)-mq,...,P(X) -m,) =
(P(C)m..... P(C)m,).

On considere C' comme un élément de M, (A[X]) par I'inclusion de A dans A[X], et
on observe alors que uc(e) = uxn(e) = (X -ep,..., X -e,), ou e = (ey,...,e,) (mais on
n’a pas 1’égalité d’opérateurs uc = uxiq).

Considérons la matrice X Id —C' € M,,(A[X]). Alors ux14—c(e) = 0, donc wt co(x 1d —c)(x 1d —c)(€) =
0, d’ol Uget(x 1 —c)y1a(€) = 0, et finalement ., cy1a(e) = 0, donc (xo(C)er, ..., xc(C)en) =
0. En particulier, x¢(C)e; = 0 pour tout i, donc x¢(C) = 0. O

3. Modules de type fini sur un anneau principal
Dans toute la suite on fixe un anneau principal A.

3.1. Sous-modules.

THEOREME 3.1. Soit M un module libre de type fini sur A, et N un sous-module de
M. Alors N est libre de rang inférieur ou égal au rang de M.

DEMONSTRATION. Soit (ey,...,e,) une base de M, et (ef) la base duale associée. On
note N; = NN(Ae;+- - -+ Ae;) pour i < n. On va montrer par récurrence sur ¢ que N; est
libre de rang < 7. Le cas © = 1 est la propriété d’étre un anneau principal, qui revient a
dire que tout sous-module d’un module libre de rang 1 est libre de rang 0 ou 1. Supposons
la propriété vraie au rang i. On regarde e}, ;(N;11) : c’est un idéal de A, engendré par un
élément disons a. Si a = 0, cela signifie que N; = N, 1 donc la propriété est vraie aussi
au rang ¢ + 1. Sinon soit z € N4 tel que e, ;(2) = a. Alors N;11 = N; ® Az. En effet,
pour tout x € Ny, il existe b € A tel que €}, (x) = ab, alors x — bz € Nj, et il est clair
que N; N Az = {0}. O

Ceci n’est pas vrai si on ne suppose pas A principal : regarder par exemple le sous-
module (X,Y) de C[X,Y].

COROLLAIRE 3.2. Tout sous-module d’un module de type fini est de type fini et peut
étre engendré par moins d’éléments (ou autant) que le module de départ.

3.2. Théorémes de structure.

THEOREME 3.3. Soit M € M, s(A) une matrice. Alors il existe des matrices inver-
sibles P et Q) de tailler et s respectivement telles que PMQ soit de la forme diag(dy, . . ., dmin(r,s))
avec di|dsy . . . |dwmin(rs)- De plus les (d;) sont entierement déterminés, et (dv) est le pged
des coefficients de la matrice.

Les (d;) sont appelés facteurs invariants de la matrice M, et la matrice ainsi obtenue
est la forme normale de Smith. On commence par observer :

PROPOSITION 3.4. Soit M € M, (A). Pour tout n < min(r, s), on note I,, l'idéal en-
gendré par les mineurs de taillen de M. Alors I,, ne dépend que de la classe d’équivalence

de M.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.3. L’unicité des (d;) provient de ce que dans une
telle décomposition, on a nécessairement I, = (d; ...d,). On note pged(M) pour I;.
Pour montrer le théoreme il suffit de prouver qu’il existe P et () inversibles telles que

PMQ@ est de la forme (C(l)l ]\2’) avec d; = pged(M) et donc divisant tous les coefficients

de M’ et ensuite raisonner par récurrence sur la taille de la matrice.
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Soit ¢ > 1. Alors il existe une matrice inversible telle que la multiplication a gauche
(resp. a droite) par cette matrice change m4; en un générateur de pged(my1,my ;) (resp
de pged(my.1,m;1)). Montrons-le pour les matrices 2 x 2. Soit u =my; et v =my et d

' . a b
un pged de u et v. Il existe a et b tels que au + bv = d, alors la matrice (—v/d u/d>

convient. De plus, si my ;1 | m;1 (resp. 11 | my;), on peut faire en sorte que la premiere
ligne (resp. la premiére colonne) ne soit pas modifiée.

Par applications successives de cette méthode, on se rameéne au cas ou m;,; divise
tous les coefficients de la premieére ligne et de la premiere colonne. Précisément, les idéaux
engendrés par (my 1) forment une suite croissante, et strictement croissante a chaque fois
qu’on applique la méthode avec my; fm;; ou my,, et comme elle devient stationnaire
c’est qu'au bout d’'un moment m; ; divise tous les m; 1 et mq ;.

Ensuite par opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes, on se rameéne au cas
d 0
0o M)

Si d divise pged(M’) on a fini. Sinon, par opération élémentaire sur les lignes ou les
colonnes on met sur la premiere ligne ou la premiere colonne un élément non divisible
par d, et on recommence la méthode précédente.

L’algorithme finit par terminer, car les idéaux engendrés par m;; a chaque étape
forment une suite croissante, qui ne peut donc étre strictement croissante et infinie. [J

ou M est de la forme

REMARQUE 3.5. Lorsque l’anneau est euclidien, la phase de remplacement de my
par un générateur de pged(ms 1, my;) peut se faire par opérations élémentaires sur les
lignes et les colonnes.

On peut exprimer ce résultat en termes d’endomorphismes :

THEOREME 3.6 (Théoreéme de la base adaptée). Soit M un module libre de rang m,
et N un module libre de rang n, et w € Homa (M, N). Il existe une base (e1,...,en) de
M, et une base (fi,..., fn) de N, et des éléments dy, ..., d,, de A avec dy|...|d,, tels que
u(e;) = d;f; (avec d; =0 sii > n de sorte que u(e;) est bien défini méme pour lesi > n).

COROLLAIRE 3.7. Soit N un sous-module du module libre M de rang m. Il existe une
base (e1,...,em) de M, n < m, etdy | -+ | d, non nuls tels que les d;je;, 1 < i < n,
forment une base de N.

On déduit aussi du théoreme 3.3 le théoreme de structure des modules de type fini
sur un anneau principal :

THEOREME 3.8. Soit M un module de type fini. Alors il existe un entier n > 0,
des éléments dy|...|d, de A non nuls et non inversibles, tels que M est isomorphe a
A" @ (@I_,A/(d;)). De plus n et les (d;) sont uniquement déterminés.

DEMONSTRATION DE L’EXISTENCE. M étant de type fini, c’est un quotient de A*
pour un s > 0. Le noyau de la projection p : A* — M est un module libre, isomorphe
a un A”. On applique alors le théoreme 3.6 au morphisme A" — A° ce qui montre
I’existence. U

PROPOSITION 3.9. Soit M = @& A/(d;), avec les d; non nuls et non inversibles et
dy | -+ | dy. Alors il existe des éléments irréductibles non associés p,...,p,, et des
entiers n;j avec 1 <i <7, 1 <75 <my;, et 1 <n;; <...n;m, pour tout i, tels que M est
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isomorphe & ®_, (@72, A/(p;"”). De plus les (p;) et les n;; sont uniquement déterminés
par M.

Soit M = &I_ (@] A/(p;""), ot les p; sont des irréductibles non associés, et 1 <
ni1 < ... N, pour tout 1. Alors il existe dy,...,d, des éléments non nuls et non in-
versibles avec dy | --- | d,, et M est isomorphe 4 @I A/(d;). De plus les (d;) sont

uniquement déterminés par M.

DEMONSTRATION. Il s’agit essentiellement du lemme chinois : si d = u[]}_; pi", alors
A/(d) est isomorphe a ®]_; A/(p;"). O

PROPOSITION 3.10. Soit M = A" & (®_ (&2, A/(p;™)). Soit p un élément pre-
mier, et k = A/(p). Alors dimy,(p"M/p"* M) = 0 si aucun des p; n’est associé a p, et
dimy, (p"M/p" M) = n+ #{j,ni; > r} sip est associé a p;.

DEMONSTRATION. Si p ne divise pas d, alors la multiplication par p est un automor-
phisme de A/(d). Par ailleurs, p"A/p" "' A est isomorphe & A/pA. O

On en déduit la preuve de I'unicité :

COROLLAIRE 3.11. Supposons M = A™ & (®i_, (]2, A/ (p;™)). Alors n, les (p;) et
les n; ; sont entierement déterminés par M.

COROLLAIRE 3.12. Dans le théoréme 3.3, les (d;) sont uniquement déterminés.

DEMONSTRATION. Soit M € M, ;(A) comme dans I'énoncé, et soit u : A" — A® donné
par la matrice M dans la base canonique. Alors A°/u(A") est isomorphe a ®A/(d;) si
s<r,eta A" @ (®A/(d;)) si s > r, donc on peut lire les d; sur le quotient. On utilise
alors 1'unicité dans le théoréeme 3.8. U

REMARQUE 3.13. On an =0 si et seulement si M est de torsion.
COROLLAIRE 3.14. Soit M un module de type fini sans torsion. Alors M est libre.

DEFINITION 3.15. Si p est un élément irréductible, et M wun A-module, on note
M(p) = {m € M,3In € N,p"m = 0}. On Uappelle partie p-primaire de M, et c’est
un sous-module de M.

PROPOSITION 3.16. Soit M un module de type fini qui est p-primaire. Alors M est
isomorphe a @;A/(p™) ot les n; sont uniquement déterminés.

On peut reformuler le théoréeme 3.8 en termes de modules p-primaires :

THEOREME 3.17. Soit M un module de type fini de torsion. Alors M est isomorphe
a ®,M(p), et les M(p) sont nuls sauf un nombre fini. De plus M(p) est isomorphe a
®;A/(p") ot les ny; sont uniquement déterminés par M.

3.3. Applications aux groupes abéliens de type fini.

THEOREME 3.18. Soit G un groupe abélien de type fini. Il existe n > 0, des entiers
dy | -+ | dy, strictement positifs avec di > 1 définis uniquement par G, tels que G =~
" & (&7, Z/diZ).

G est fini si et seulement si n = 0. Si G est fini, d,, est 'exposant de G (c’est-a-dire
le plus petit entier annulant G).

3.4. Applications a ’algebre linéaire. Dans cette section on fixe un corps k.
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3.4.1. Généralités. Soit V un k-ev de dimension finie, et v € End(V). On munit V'
d’une structure de k[X]-module par X -z = wu(z). On note [V, u| le k[X]-module ainsi
obtenu.

PROPOSITION 3.19. Le k[X|-module [V,u] est de type fini et de torsion.

DEMONSTRATION. Toute famille génératrice de V' comme k-ev est une famille gé-
nératrice du k[X]-module [V, u]. V étant supposé de dimension finie, [V, u| est de type
fini.

Comme End(V) est de dimension finie, il existe un polyndéme P non nul tel que
P(u) = 0. Alors P annule [V, u], qui est donc de torsion. O

PROPOSITION 3.20. Tout k[X]-module de type fini de torsion est de la forme [V, u].

DEMONSTRATION. Soit M un k[X]-module de type fini de torsion. Il existe un po-
lynéme P non nul tel que P annule M, de sorte que M est un k[X]/(P)-module. Il est
de type fini, donc c’est un quotient de (k[X]/(P))™ pour un certain n. Notons V' le k-ev
sous-jacent a M, il est de dimension finie. L’action de X est un endomorphisme k-linéaire
de V, qu’'on note u, alors M = [V, u]. d

PROPOSITION 3.21. Les morphismes de k[X]|-modules entre [V u| et [V’ u'] corres-
pondent naturellement aux applications linéaires f 'V — V' vérifiant fou=u'o f. En
particulier, les k[X]-modules [V,u] et [V,u'] sont isomorphes si et seulement si u et u
sont conjugués.

Les sous-k[X]-modules de [V,u] correspondent naturellement auzx sous-espaces vecto-
riels de V' stables par u.

DEFINITION 3.22. On dit que u est cyclique (de polynome P) si [V, u] est isomorphe d
k[X]/(P) pour un certain polynéme P. De fagon équivalente, u est cyclique si et seulement
si il existe x € V tel que V' est engendré par les u"™(x),n > 0.

PROPOSITION 3.23. Soit [V,u] = & k[X]|/(P;) un k[X]-module. Alors le polynéme
minimal de u est le ppcm des P;.

Si u est cyclique de polynéme P, alors p, = x, = P.
3.4.2. Calcul des facteurs invariants.

THEOREME 3.24. Soit uw € End(V). Alors les facteurs invariants de [V,u] sont les
facteurs invariants non constants de la matrice X Id =M, ou M est la matrice de u dans
une base quelconque de V.

Comme on I’a vu a la proposition 3.8, pour calculer les facteurs invariants de [V, u] il
suffit de trouver une application surjective 7 : k[X|" — [V, u] et une application surjective
¢ k[X]® — kerm.

Notons (ey,...,e,) une base de V', et (f1,...,f,) la base canonique de k[X]™. On
définit une surjection 7 : k[X]" — [V, u| par 7(f;) = e;.

Soit M = Mat.(u), et soit % 'endomorphisme de k[X]" tel que Mats(a) = M. Il
vérifie la propriété : pour tout i, w(a(f;)) = u(e;).

Soit ¢ = XId—u € End(k[X]"). Alors ¢ a pour matrice X Id —M dans la base
(fla . 7fn)

PROPOSITION 3.25. Im ¢ = ker .
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DEMONSTRATION. Le sous-module Im ¢ est engendré par les ¢(f;). On a w(¢(f;)) =
7(Xfi —u(f;)) =0. Dou Im¢ C kerm.

Soit m > 0 un entier et t € k[X]". Alors X"t —a™(t) € Im ¢. En effet, X™Id —a™ =
po (Xt Xiam~1=1). Soit maintenant x € ker 7. On peut écrire z = 7, P;(X) f;. Posons
xo = Y1y Pi(a)(f;). D’apres le résultat précédent, x — z¢ € Im ¢.

Soit Vo C k[X]" le sous-k-ev formé des > \;f; avec \; dans k. Alors 7 induit un
isomorphisme de k-ev entre V et V', et Vj est stable par . On en déduit que zo = 0. En
effet, xy € Vp, et m(xg) = 0 puisque on a supposé x € ker .

Finalement, x = x — x( est bien dans Im ¢. U

On peut donc utiliser la suite exacte k[X]" RN k[ X]™ 5 [V,u] — 0 pour calculer les

facteurs invariants de [V, u].
3.4.3. Applications de la classification. Soit Py, ..., P, les polyndmes unitaires non
constants qui sont les facteurs invariants de [V, u|. La classification nous donne :

PROPOSITION 3.26. [V,u] est isomorphe a &7 k[X]/(P;) comme k[X]-module. I
existe une décomposition de V en ®",V; des sous-espaces stables par u, tels que u; = uly,
est cyclique de polynome P;.

COROLLAIRE 3.27. p, = P, et xu = P1... Py,

DEMONSTRATION. La relation sur x,, vient du fait que P; ... P,, = det ¢ (& une unité
pres), ou ¢ est défini au paragraphe précédent. U

On remarque qu’on a encore redémontré le théoreme de Cayley-Hamilton.

PROPOSITION 3.28. Soit A et B dans M, (k). Alors A et B sont semblables si et
seulement si X Id —A et X Id —B sont équivalentes comme éléments de M, (k[X]).

3.4.4. Le cas des corps algébriquement clos. On suppose maintenant que k est algé-
briquement clos. Les éléments premiers de k[X] sont alors exactement les (X — \) pour
A€ k.

On note V), la composante (X — A)-primaire de [V, u]. Alors le corollaire 3.17 donne
que V = @,Vi. De plus, V) = & k[X]/(X — A)™. Le k[X]-module k[X]/(X — \)"
correspond & [V} ,,, Uy ] o1 uy, a pour matrice :

A1

—_

Cela donne donc le :

THEOREME 3.29. Sur un corps algébriquement clos, tout endomorphisme admet une
unique décomposition de Jordan.



