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Introduction : formes normales matricielles

Etant donné une famille de transformations B = fy;(A),
» |dentifier des invariants
» Représentant unique des classes d’équivalences
» Simplifier les calculs (forme structurée ou creuse)
Différent types:
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» Elimination de Gauss-Jordan
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Introduction : formes normales matricielles

Etant donné une famille de transformations B = fy(A),
» Identifier des invariants
» Représentant unique des classes d’équivalences
» Simplifier les calculs (forme structurée ou creuse)
Différent types:

Similitude dans un corps: B = U~'AU

» Forme normale de Frobenius (ou forme canonique
Cr,
o CPl
rationnelle): F = ) , AVeC pit1|p; et

Cp,
Py = MinPoly(A).

» Méthode de Krylov ou élimination ZigZag



Motivation

Equivalence dans un corps: élimination de Gauss

» Forme échelonnée réduite, profile de rang: résolution de
systémes polynomiaux par bases de Grébner.

» Résolution de systémes linéaires: crypto (cribles, calcul
d’index, ...)

Equivalence dans un anneau: réduction de réseaux

» Forme normale de Hermite: Z-modules et leur saturation

» calcul de vecteurs courts:
» difficile (donc applications en crypto)
» améliore les complexités
» théorie des codes: décodage en liste



Complexités
Produit de matrices: accés aux algorithmes rapides

» dans un corps: O (n¥). w €]2.3727, 3] (exposant de I'algebre lin.)
> dans Z: O (n“*M(log|/Al])) = O (n* log||A])

Equivalence dans un corps: forme echelonnée réduite
» Gauss-Jordan: O (n¥)
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» dans un corps: O (n¥). w €]2.3727, 3] (exposant de I'algebre lin.)
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Motivation

Briques de base algorithmique et logicielles pour le calcul
de formes normales en algébre linéaire.

Réductions a une brigue de base

MatMul : bloc rec. 1% n (%)“’_1 =0 (n*) (Gauss)
MatMul : iteratif > 7_, n (%)‘”*1 =0 (n¥) (Frobenius)
Linear Sys: dans Z (Hermite)

Compromis taille/dimension
Hermite : perturb. de rang 1 pour réduire le déterminant
Frobenius : degré k, dimension n/k pourk=1...n



Motivation

Briques de base algorithmique et logicielles pour le calcul
de formes normales en algébre linéaire.

Réductions a une brigue de base

MatMul : bloc rec. 1% n (%)“’_1 =0 (n*) (Gauss)
MatMul : iteratif > 7_, n (%)‘”*1 =0 (n¥) (Frobenius)
Linear Sys: dans Z (Hermite)

Compromis taille/dimension
Hermite : perturb. de rang 1 pour réduire le déterminant
Frobenius : degré k, dimension n/k pourk=1...n

Mise en oeuvre dans les bibliotheques
» FFLAS-FFPACK: dense, Z, ou p ~ mot machine.
» M4RI:dense, GF(2)
» LinBox: dense/creux/boite-noire dans Z, Z,



Le produit de matrices dans Z/pZ
Principe:
» Réductions modulaires différées =-plongement dans Z
» Arithmétique flottante (fma, SSE2, avx ...)
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Le produit de matrices dans Z/pZ
Principe:
» Réductions modulaires différées =-plongement dans Z
» Arithmétique flottante (fma, SSE2, avx ...)
» Optimisation de cache
=repose sur les BLAS existants

Multiplication classique dans Z/65521Z sur un P4, 3.4 GHz
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Le produit de matrices dans Z/pZ
Principe:
» Réductions modulaires différées =-plongement dans Z
» Arithmétique flottante (fma, SSE2, avx ...)

Optimisation de cache
=repose sur les BLAS existants

Algorithme sous-cubique (Strassen-Winograd)

v

v

Produit matriciel : BLAS vs FFLAS Opteron 2.4Ghz 4Go RAM
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Elimination de Gauss pour la forme échelonnée
réduite

Elimination de Gauss < Forme échelonnée réduite

» Complétement étudiée pour le calcul numérique

» Spécificités du calcul exact:
» pas de contrainte de stabilité (pivotage partiel ou total
» Défaut de rang, profil de rang

» Eventuellement: taille des coefficients (Z ou GF(2))



Elimination de Gauss pour la forme échelonnée
réduite

Elimination de Gauss < Forme échelonnée réduite

» Complétement étudiée pour le calcul numérique
» Spécificités du calcul exact:

» pas de contrainte de stabilité (pivotage partiel ou total
» Défaut de rang, profil de rang

» Eventuellement: taille des coefficients (Z ou GF(2))

Definition (Profil de rang en ligne)

Sous séquence lexico. minimale de r = rang(A) indices de
lignes € {1,2,...,n} linéaires indépendantes.

Definition (Profil de rang générique)

Les r = rang(A) mineurs dominants principaux sont non nuls.



Plan

Elimination de Gauss pour la forme échelonnée réduite
Décompositions a base d’éliminations de Gauss



Décomposition LU

» L: triangulaire inf. unitaire
» U: triangulaire sup. inversible

Existe pour

» les matrices ayant un profil de rang générique (tout mineur
principal dominant est non nul)



Décomposition LUP

» L: triangulaire inf. unitaire
» U: triangulaire sup. inversible
» P: matrice de permutation
Existe pour
» toute matrice réguliere
» ou toute matrice avec profil de rang en ligne générique



Décomposition PLUQ

A |= P L ‘

v

L: triangulaire inf. unitaire

v

U: triangulaire sup. inversible

v

P: matrice de permutation

v

Q: matrice de permutation

Existe pour
» toute matrice m x n



Décompositions CUP et PLE

u
A =/\C .

» C: forme échelonnée colonne
» E: forme échelonnée ligne

Existe pour
» toute matrice m x n
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Décompositions CUP et PLE

A |= C v P
A = P L E

» C: forme échelonnée colonne
» E: forme échelonnée ligne

Existe pour
» toute matrice m x n

» Profil de rang en ligne: indice des pivots dans C
» Profil de rang en colonne: indice des pivots dans E
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Elimination de Gauss pour la forme échelonnée réduite

Algorithmes



Type d’algorithmes

Localité des données: algorithmes par blocs

» cache aware: itératif par blocs
» cache oblivious: récursif par blocs

Efficacité du cas de base: itératif simple
Complexité asymptotique: récursif par blocs
Parallélisation:

» processor aware: itératif par blocs
» processor oblivious: récursif par blocs



Type d’algorithmes
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» cache aware: itératif par blocs
» cache oblivious: récursif par blocs

Efficacité du cas de base: itératif simple
Complexité asymptotique: récursif par blocs
Parallélisation:

» processor aware: itératif par blocs
» processor oblivious: récursif par blocs



Préliminaires

TRSM: TRiangular Solve with Matrix
A B|7'[D] _[aA' 11 -B|[1 D
C E| 1 I C 1| |E




Préliminaires
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Préliminaires

TRSM: TRiangular Solve with Matrix

R s | Eﬁ] _

G=D - BF (MM)
H=A"'G (appel récursif)

H
Return [ F}

B
C

» O (nv)
» En place




La décomposition CUP

1. Partage A en deux sur les lignes

A1
A2




La décomposition CUP

1. Partage A en deux sur les lignes
2. Appel récursif sur A;
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La décomposition CUP

1. Partage A en deux sur les lignes
2. Appel récursif sur A;

3. G%Az]Ul_l (trsm)
H

4. H(—Azz—GXV(MM)




La décomposition CUP

ok~ wnh =

Partage A en deux sur les lignes
Appel récursif sur A;

G+ 1421U1_1 (trsm)

H <+ Ap—GxV(MM)

Appel récursif sur H



La décomposition CUP

S

Partage A en deux sur les lignes
Appel récursif sur A;

G+ 1421U1_1 (trsm)

H <+ Ap—GxV(MM)

Appel récursif sur H
Permutations de lignes



La décomposition CUP

Partage A en deux sur les lignes
Appel récursif sur A;

G+ A21U1_1 (trsm)

H <+ Ap—GxV(MM)

Appel récursif sur H

ok~ wnh =

6. Permutations de lignes
» Les créneaux de C indiquent le profil de rang en ligne de A.



Algorithme PLUQ Quad-recursif
Principe:
» découpe récursive selon lignes et colonnes

» il existe une fagon de permuter les blocs qui révele les
profils de rang en ligne et en colonne a la fois.
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Algorithme PLUQ Quad-recursif
Principe:
» découpe récursive selon lignes et colonnes

» il existe une fagon de permuter les blocs qui révele les
profils de rang en ligne et en colonne a la fois.




Comparaisons CUP vs PLUQ

» les algorithmes CUP et PLUQ ont une complexité
sous-cubique sensible au rang: O (mnr*~2)

» la constant du O () est identique et vaut 2/3 quand w = 3.
» ils sont en-place

Profil de rang

» CUP révéle le profil de rang en ligne

» PLUQ révele les profils de rang en ligne et colonne (ainsi
que ceux de toute sous-matrice dominante)




Applications

- Det - Echelon - Reduced
- Rank - Nullspace basis Echelon form
- RankProfile - Inverse
- Solve
LUDecomp TRTRI TRTRI -1 TRTRM -1
A u Y 3V A
23 L 113 |k 13 |L 2/3
LU decomp Echelon form decomp Reduced Echelon
Gauss A=LU (TA=E) form decomp
1 TA=R
Gaussjordan
2
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Forme normale de Hermite



Calcul de la forme normale de Hermite

Equivalence dans un anneau: H = UA, ou det(U) = +1
p1 * X1,2 * ok X1,3 *
P2k * X3 %

P x

Forme de Hermite: H = ,avec 0 < x,; < pj

Forme échelonnée réduite dans un anneau

Amélioration de I'algorithme de Micciancio-Warinshi

» O (n’log||A|)) (heuristiquement: O (n®log||A]]))
» espace: O (n*log ||A]|)

=-Bon comportement avec les matrices aléatoires (uniforme),
fréquentes en théorie des nombres



Calcul de la forme normale de Hermite

Equivalence dans un anneau: H = UA, ou det(U) = +1
p1 * X1,2 * ok X1,3 *
P2k * X3 %

P x

Forme de Hermite: H = ,avec 0 < x,; < pj

Forme échelonnée réduite dans un anneau

Amélioration de I'algorithme de Micciancio-Warinshi

» O (n’log||A|)) (heuristiquement: O (n®log||A]]))
» espace: O (n*log ||A]|)
=-Bon comportement avec les matrices aléatoires (uniforme),

fréquentes en théorie des nombres
Implantation, réduction a des briques de base:

» SyslLin dans Z,
» PLUQ et MatMul dans Z,



Algorithme naif

1 begin
2 foreach i do
3 (g tiy. . 1) = XQCA(Ai iy Ait1iy - - -, Ani);
4 Li <= 320 il
5 forj=i+1...ndo
Ay . * &limine *
6 L L+ Li— L s /* élimine */
7 forj=1...i—1do
Aj,i . * réduit *
L L+ Li— | %L /* réduit */




Calcul modulo le déterminant [Domich & Al. 87]

Pour A inversible: max; Zj H; < detH

103 —130 40
352 —450 135
486 —627 188

-5 8 -3 -9
=2 8 =2 =2
A= 7 -5 -8 4

—
|
—_
=)}
(=)
o0 W o0 W
Ll aw
[N N
| S ——
T
Il
| — |

237 —299 90]

S O = O
S B~ = W

detA = 1944



Calcul modulo le déterminant [Domich & Al. 87]

Pour A inversible: max; Zj H; < detH

-5 8 -3 -9 5 5 1 0 3 237 =299 90
A= =2 8 =2 =2 8 5 H= 0 1 1 103 —130 40
|7 -5 -8 4 3 —4|’7 |0 0 4 352 —450 135
1 -1 6 0 8 -3 0 0 O 48 —627 188
detA = 1944

De plus, tous les calculs peuvent étre faits modulo d = detA:

v Lz? IJ - [H I,J

=0 (n*) x M(n(logn + log ||A]))) = O™ (n*log ||A]))



Calcul modulo le déterminant

» Estimation pessimiste sur I'arithmétique
» d grand mais la plupart des coefficients de H sont petits
» En moyenne : seules les dernieres colonnes sont grandes

=Calculer H' proche de H mais de petit déterminant



Calcul modulo le déterminant

» Estimation pessimiste sur I'arithmétique
» d grand mais la plupart des coefficients de H sont petits
» En moyenne : seules les dernieres colonnes sont grandes

=Calculer H' proche de H mais de petit déterminant

[Micciancio & Warinschi 01]
B b
A= CT Apn—1,n ”
d" an,
= ([7]).o=en([])

g = ngd(dl dz) = sd| + td> Alors

det B _ 50I 100 150 200
sch +dd"|) — g



Algorithme de Micciancio & Warinschi

begin

Compute d; = det (L?TD ,dr = det (Lfr]) ; /* Double Det */
(g7 S, [) = Xng(dl ) dz),
B . * *
Compute H, the HNF of [scT N m,T] mod g ; /* Modular HNF */
B b . * *
Recover H, the HNF of [scT id sanrnt mn’n] ; /* AddCol */

B b
Recover H; the HNF of [cT anl,n] ; /* AddRow */

T
d A



Algorithme de Micciancio & Warinschi

begin

Compute d; = det (Lﬂ) ,dr = det (L?D ; /* Double Det */
(g7 S, [) = Xng(dl ) dz),
B . * *
Compute H, the HNF of [scT N th] mod g ; /* Modular HNF */
B b . * *
Recover H, the HNF of [scT id sanrnt tan,n] ; /* AddCol */

B b
Recover H; the HNF of [cT a,,l,n] ; /* AddRow */

T
d A



Double Déterminant

Premiére approche: LU mod py,...,pr + TRC

» Une seule élimination pour les n — 2 premiéres lignes
» 2 mises a jour pour les derniéres ligne (remontée triang.)
> k grand tel que []~_, pi > n"log ||A|"/?



Double Déterminant

Premiére approche: LU mod py,...,pr + TRC

» Une seule élimination pour les n — 2 premiéres lignes
» 2 mises a jour pour les derniéres ligne (remontée triang.)
> k grand tel que []~_, pi > n*log ||A|"/?

Deuxiéme approche: [Abbott Bronstein Mulders 99]

» Résoudre Ax = b.
> § =ppcm(qi, ..., qn) 19 Xi = pi/qi
Alors § est un grand diviseur de D = detA.
» Calculer D/§ par LU mod pl1,...,pr + TRC
> k petit, tel que [T, pi > n" log ||A|*/?/5



Double Déterminant : amélioré

Soitx = [xi,...,x,] lasolutionde [ A | c |x=d. Alors
_ Xn—1

y=[-%,...,—=L Ll estlasolutionde [ A|d |x=c.

» 1 résolution de systéme
» 1 seule LU par p;

=-Calcul de d,, d, pour le colt de 1 déterminant



AddCol

Probleme

Trouver un vecteur e tq

[Hl‘e}:U{ B b }

scT +wd” SQp—1,n + tann

b
¢ o v |:sanfl,n + tan,n:|

~1
B b
= Hi |:SCT + ldT:| |:S(1n—lgl + tan,n:|

=-Résoudre un systéeme.
» n — 1 premieres lignes petites
» derniére ligne grande



AddCol

Remplacer la derniére ligne par une ligne aléatoire petite w’.

=l

Soit k une base du noyau de B.Alors
x=Yy+ak.
ou
_ gy — (sc" +d") -y
B (scT +1td") - k
=limite 'arithmétique chére a des produits scalaires
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Méthode de Krylov

Definition (degree d Krylov matrix of one vector v)

K = [v Av ... Ad_lv]
0 *

1
AX K=K Xx



Méthode de Krylov

Definition (degree d Krylov matrix of one vector v)

K:[v Av ... Ad_lv]
0 *
1

AX K=K Xx

=ifd = n,
K~'AK = Cps_



Méthode de Krylov

Definition (degree d Krylov matrix of one vector v)

K = [v Av ... Ad_lv]
0 *
1
AX K=K X
1 *
=ifd = n,
K~'AK = Cps_

=[Keller-Gehrig, alg. 2] computes K in O (n*logn)



Definition (degree k Krylov matrix of several vectors v,)

K= [ v ... Ay ‘ vy ... AFly, ‘ ‘vl .. ARy, }
Propriété
k k <k

0

1

\1
H
\1

AXK=KX




Hessenberg poly-cyclic form

If (dy,...d,) is lexicographically maximal such that

K:[vl Adl_lvl‘...‘vl Adl—lvl]

is non-singular, then 4 A 4

N

1

AXK=KX \
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Forme normale de Frobenius

Algorithme



Principle

k-shifted form:

-




Principle

k + 1-shifted form:

k+1

k+1

d

=y

[y




Principle

» Compute iteratively from 1-shifted form to d;-shifted form



Principle

» Compute iteratively from 1-shifted form to d;-shifted form
» each diagonal block appears in the increasing degree



Principle

» Compute iteratively from 1-shifted form to d;-shifted form
» each diagonal block appears in the increasing degree
» until the shifted Hessenberg form is obtained:

dy d> d
" —

AN

1




Principle

» Compute iteratively from 1-shifted form to d;-shifted form
» each diagonal block appears in the increasing degree
» until the shifted Hessenberg form is obtained:

dy d> d
" —

AN

1

0

1\
1

How to transform from & to k + 1-shifted form ?



Krylov normal extension

for any k-shifted form
k k <k

0

AN

1

-




Krylov normal extension

for any k-shifted form

k

0

AN

-

€2

€3

-

k

k

k

compute the n x (n + k) matrix

1

N\

=l

1
C1

N\

€2

€3

N\




Krylov normal extension

for any k-shifted form computf the n k(n k) mkatrlx

k k <k

1

\ N\

1 1
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and form K by picking its first linearly independent columns.
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The algorithm

» Form K: just copy the columns of A,
» Compute K: rank profile of K
» Apply the similarity transformation K—'A;K
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If #+F > 2n?, the transformation will succeed with high
probability. Failure is detected.




Lemme

If #+F > 2n?, the transformation will succeed with high
probability. Failure is detected.

How to use fast matrix arithmetic ?



Permutations: compressing the dense columns
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Permutations: compressing the dense columns
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Plan

Forme normale de Frobenius

Reduction au produit de matrices



Reduction to Matrix multiplication

Similarity transformation: parenthesing
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Reduction to Matrix multiplication

Similarity transformation: parenthesing
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Reduction to Matrix multiplication

Similarity transformation: parenthesing
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Reduction to Matrix multiplication

Similarity transformation: parenthesing

_ ,— I * ,— ] x , [ x ,
ot (lp 2 (e (fs 2 (rerly ))))7
=0 (k(2))
Overall complexity: summing for each iteration:

w—1

n e I B . )
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A new type of reduction
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xl, — A

dimension = n
degree =1

D dimension = 1
degree = n

det(xI, — A)
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A new type of reduction

xl, — A

dimension = n
degree = 1

dimension = 1
degree = n

det(xI, — A)

Keller-Gehrig 2

dimension = b

\ degree = 2/

Progression

arithmétiq

ue

dimension = ¢

degree = k



Conclusion

Réductions vers des briques de base

MatMul: récursif par bloc Zl"g" (£)“7 =0 () (Gauss)
MatMul: Itératif >3 n (%) = O (n*) (Frobenius)
SysLin: over Z (forme de Hermite)

Compromis taille/dimension

» Forme de Hermite : perturbations de rang 1 pour réduire le
déterminant

» Forme de Frobenius : degré k, dimension n/k pour
k=1...n
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