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Résumé — Nous nous intéressons & la réalisation pratique d’une procédure permettant d’effectuer une analyse multifractale,
c’est-a-dire des fluctuations de régularité locale, de champs scalaires bidimensionnels, d’images notamment. L’originalité de
la procédure réside dans la construction, a partir des coefficients d’une transformée discréte bidimensionnelle en ondelettes,
de coefficients dominants, impliqués ensuite dans ’estimation des attributs multifractals. Nous donnons des éléments mathé-
matiques relatifs aux problémes théoriques liés a la validité du formalisme multifractal ainsi construit, et & son application
a des images réelles. Nous indiquons comment ['utiliser pour détecter la présence éventuelle de singularités oscillantes. Pour
étudier les performances des procédures construites, ces estimateurs sont mis en ceuvre sur un grand nombre de réalisations
de processus synthétiques, dont les propriétés multifractales sont connues théoriquement. Nous validons le fait que ’analyse
multifractale 2D, construite sur les coefficients dominants, permet une mesure effective et compléte des propriétés multifractales
des images analysées. De plus, comparant les résultats obtenus d’images mono-fractales a ceux produits sur des images
multi-fractales, nous commentons de fagon détaillée I’apport des coefficients dominants par rapport a l'usage des coefficients
d’ondelettes. Les attributs multifractals ainsi estimés peuvent ensuite étre impliqués dans des taches de classification, par exemple.

Mots-clés : Image, Analyse Multifractale, Coefficients dominants, Transformée Discréte en ondelettes, fonction uniformément
holdérienne, intégration fractionnaire, validité du formalisme multifractal, singularité oscillante, mouvement brownien fraction-
naire, cascade multiplicative.

Abstract — We investigate the design of a practical procedure aiming at performing the multifractal analysis of images, i.e.,
the analysis of the fluctuations of their local regularity. The originality of the present contribution consists of its being based
on wavelet leaders, constructed from the coefficients of the two-dimensional discrete wavelet transform. Multifractal attributes
are then estimated from the wavelet leaders. We give some mathematical results regarding the validity of the corresponding
multifractal formalism and its application to actual real-life images. We indicate how to use it in order to detect the presence of
oscillating singularities. To study the statistical performance of the proposed procedures, these estimators are applied to a large
number of realizations of synthetic processes with theoretically known and controlled multifractal properties. We validate the
fact that multifractal analysis in 2D, based on Leaders, allows an effective and complete estimation of the multifractal properties
of images. In addition, the results obtained on mono- and multi-fractal images allow us to give detailed comments on the relative
advantages and benefits of Leader and coefficient based estimation procedures. Multifractal attributes hence estimated can be
further involved in various tasks, such as e.g., classification.

Key-words: Image, Multifractal Analysis, Wavelet Leaders, Discrete Wavelet Transform, Uniform Hoélder function, Fractional
Integration, Multifractal Formalism Validity, oscillating Singularity, Fractional Brownian Motion, Multiplicative Cascade.

1 Motivation M >> 1 et d’ordres statistiques ¢, des moments empi-

riques de quantités Tx (a, k) :

Invariance d’échelle. Des phénomenes d’invariance 1

S(a,q) = — Y [Tx(a,k)|? = Ga®?. (1)
n

d’échelle ont été fréquemment observés dans de nombreuses

situations de natures tres différentes. L’invariance d’échelle
peut étre définie de maniere opérationnelle par le compor-
tement en lois de puissance vis-a-vis de 1’échelle d’ana-
lyse a, pour une large gamme d’échelles a € [a,,an],

a
Kk
Les Tx(a,k) consistent en coefficients multi-résolution,

c’est-a-dire décrivant le contenu du processus analysé X (t)
a la fois autour d’une position t et a une échelle d’analyse



a. En pratique, on choisit souvent pour T'x (a, k) les coef-
ficients d’ondelettes [1, 2, 3, 4].

L’analyse pratique de I'invariance d’échelle réside princi-
palement dans ’estimation des exposants des lois d’échelle
¢(g), & partir de données analysées X. Ces ((gq) sont en-
suite souvent utilisés dans des taches classiques de traite-
ment du signal telles que détection, identification et classi-
fication, ou dans l'interprétation des mécanismes qui sont
a Dorigine du signal X.

Analyse multifractale. L’analyse multifractale est un
outil théorique, aujourd’hui devenu classique, pour ’étude
pratique de données expérimentales. Elle consiste a carac-
tériser les fluctuations en temps (ou espace) de la régula-
rité du processus analysé. Cette caractérisation s’obtient
par Panalyse du comportement des S(a,q) dans la limite
des petites échelles, a — 0.

Images. Quoique 'analyse multifractale s’étende théo-
riquement sans difficulté particuliére aux dimensions su-
périeures, la plupart des mises en ceuvre pratiques se can-
tonnent aux cas 1D et donc aux signaux (voir, a contra-
rio, [5, 6] pour des applications en 2D). Jusqu’ici, pour
I’analyse multifractale pratique 2D, d’images donc, un seul
formalisme a été proposé, et est quasi-exclusivement uti-
lisé, celui des mazima des coefficients (MMTO) : il repose
sur le squelette d’une transformée en ondelettes continue
2D (maxima locaux de la transformée) [1, 2]. Cependant,
son cout de calcul est élevé, et la phase de détermina-
tion du squelette s’avere délicate a définir théoriquement
et mettre en place pratiquement. Ainsi, quoique ’analyse
multifractale soit utilisée dans de nombreux contextes ou
les données sont naturellement des images (nuages et pré-
cipitations en géophysique [7, 8], imageries biomédicales
des rythmes ou structures du corps humain [9, 10], struc-
ture de l'univers ou des galaxies en astronomie [11], phé-
nomenes de croissance cristalline en physique [12, 13], re-
connaissance de texture en vision assistée par ordinateur
[14, 15], ...), elle reste souvent conduite sur des coupes
1D. Il y a donc un réel manque d’outils validés théorique-
ment et balisés pratiquement pour I’analyse multifractale
d’images, auquel cet article propose une solution.

Coefficients dominants.  Elaborant sur des résultats
théoriques récents [4, 16] et sur nos précédents travaux
réalisés sur des signaux (1D) [17], nous proposons ici une
procédure d’analyse multifractale pour les images reposant
sur deux ingrédients-clés : utilisation d’une transformée en
ondelettes discretes (ou dyadique) 2D ; construction d’un
formalisme multifractal reposant sur les coefficients do-
minants plutot que sur les coefficients d’ondelettes eux-
mémes. D’une part, I'usage d’une transformée en onde-
lettes discrete permet d’obtenir des cotts de calculs tres
faibles. D’autre part, il a été montré récemment que les
coefficients dominants possedent les propriétés théoriques
adéquates pour la construction d’un formalisme multifrac-
tal : ce sont des quantités monotones croissantes avec
I’échelle d’analyse qui rendent compte de fagon fine de
lirrégularité de la fonction analysée. Ce formalisme mul-
tifractal par coefficients dominants est soutenu par des

résultats théoriques montrant qu’il permet une estimation
de la totalité du spectre multifractal de la fonction étu-
diée (notamment de sa partie décroissante), contrairement
a celle construite directement sur les coefficients d’onde-
lettes [4].

L’objectif de cette contribution est double : d’une part,
donner des éléments théoriques relatifs a la validité du
formalisme multifractal, sa généralité et ses limitations;
d’autre part, proposer une mise en oeuvre opérationnelle
de ce formalisme, étudier ses performances pratiques et
les comparer a celles obtenues directement avec les coef-
ficients d’ondelettes. Ces comparaisons sont conduites au
moyen de simulations numériques réalisées a partir de pro-
cessus synthétiques 2D multifractals et monofractals, dont
les propriétés sont connues a priori.

2 Analyse multifractale : théorie

Dans la Section 2.1, nous rappelons les notions ma-
thématiques pertinentes concernant ’analyse multifrac-
tale des fonctions bornées définies sur R?. Pour une image
d = 2, et la variable t est une variable d’espace; pour un
signal d = 1 et la variable t dénote le plus souvent le temps
ou 'espace.

2.1 Exposant de Holder et spectre de sin-
gularité

L’analyse multifractale d’une fonction bornée X (t) consiste

a décrire les fluctuations de régularité locale en fonction de
t. Cette régularité est mesurée en comparant localement
les variations de X & un comportement en loi de puis-
sance : soit a € R; X(tg) appartient & C*(tg) s'il existe
une constante C' > 0 et un polynéme P, deg(P) < a, tels

que
| X(t) — Pr, (t)] < C[t — to]*

L’exposant de Holder est défini comme le supremum de
ces « :

h(tg) = sup{a: X € C*(tg)}.

On remarque que, puisque X est bornée, on a toujours
X € C%typ), et donc h(tg) > 0. Cet exposant rend compte
localement, en tg, de la régularité de la texture de I'image.
Par exemple, h(tp) > 1 indique que I'image est localement
dérivable. A contrario, 0 < h < 1 rend compte du fait
que I'image est continue mais non dérivable. Dans ce cas,
la proximité de 1 pour h indique que 'image est presque
aussi réguliere qu’une fonction dérivable, tandis qu'un h
proche de 0 traduit une forte irrégularité, proche de la
discontinuité.

L’information relative a la variabilité de la régularité du
champ X, c’est-a-dire sur la fluctuation de h en fonction
de t, est ensuite décrite par le spectre multifractal (ou
spectre de singularités)D(h). Pour donner sa définition, il
est d’abord nécessaire de rappeler celle de la dimension de
Hausdorff d’un ensemble :

Soit A C R%. Pour € > 0 et § € [0, d], notons

M? = inf E ]
R =
K2



ou R est un recouvrement générique de A par des disques
B; de diametre ¢; < . L’infimum est donc pris sur l'en-
semble de tous ces recouvrements possibles. La mesure
d-dimensionelle de A est

mess(A) = 21_% M?

En fonction de 4, cette mesure prend la valeur +oo puis
0. La dimension de Hausdorff de A est

dimpg (A) = inf{5 : mess(A) = O}

Le spectre multifractal D(h) est défini comme la dimen-
sion de Hausdorff de ’ensemble A;, € R¢ des points t ot1 X
prend le méme exposant de Holder h, A, = {t,h(t) = h} :

D(h) = dimu{Ar}. (2)

Pour des présentations plus détaillées et théoriques de

I’analyse multifractale, le lecteur est renvoyé a, par exemple,

[4, 18, 19, 20].

L’estimation de D(h) & partir d’une seule observation
de X, de taille finie, constitue une question pratique es-
sentielle, qui, pour des données expérimentales, ne peut
étre abordée directement d’apres la définition que nous
venons de donner. En effet, cela nécessiterait la détermi-
nation de l'exposant de Holder en chaque point. Or, de
nombreux exemples mathématiques (comme les cascades
multiplicatives [21, 22]) conduisent & des exposants de Hol-
der partout discontinus, dont la détermination numérique
directe locale est donc inaccessible. On a alors recours a
des formules qui, lorsque certaines hypotheses mathéma-
tiques de validité sont remplies, permettent d’obtenir le
spectre a partir de quantités numériquement calculables.
De telles formules s’appellent des formalismes multifrac-
tals. Un bénéfice complémentaire de ces formalismes mul-
tifractals réside dans le fait que les nouvelles quantités
numériques calculables, qui entrent dans leurs définitions,
peuvent étre utilisées comme outil de classification ou de
sélection de modeles, sans relation explicite au spectre de
singularité.

2.2 Formalisme multifractal par coefficients

dominants

Nous nous plagons maintenant dans le cadre des images
(d = 2); mais, dans un premier temps, nous ne suppo-
sons plus que X est une fonction bornée (X peut étre par
exemple une mesure, ou une fonction de L).

Coefficients d’une transformée en ondelettes dis-
créte 2D.  Soient Hy(k), Go(k) les filtres (passe-bas et
passe-haut, respectivement) miroirs en quadrature définis-
sant une transformée discrete en ondelettes 1D. L’ondelette-
mere associée a cette multirésolution possede un nombre
de moments nuls, noté N, > 1. La transformée discrete
en ondelettes 2D peut alors étre définie par I'application
récursive de 4 filtres bidimensionnels GU™ (ky, ko), m =
0,1, 2,3 obtenus comme produits tensoriels de Hy et G.
Par convention, G (ky, ko) = Ho(k1)Ho(ks) correspond

au filtre passe-bas 2D produisant 'approximation a la ré-
solution inférieure, tandis que les G, m = 1,2, 3, corres-
pondent aux filtres passe-haut fournissant les coefficients
d’ondelettes 2D Dg(m) (J, k1, k2), m = 1,2,3. Pour une in-
troduction plus détaillée aux analyses en ondelettes 1D
ou 2D, le lecteur peut consulter les ouvrages de référence,
e.g., [23, 24].

Pour 'analyse d’invariance d’échelle, une normalisation
L' des coefficients d’ondelettes

AV (G, k1, ke) = 27992 D (5, Ky k)

est plus adaptée que la normalisation L? (cf. [25, 26]). En
effet, les coefficients dominants, sur lesquels sera construite
I’analyse multifractale, sont définis en utilisant cette nor-
malisation [16].

Régularité uniforme. Soit € € R. Une mesure ou une
fonction X (t) appartient & C¢ si ses coefficients d’onde-
lette vérifient :

3C >0 V) ki, kyym [dUY (G ki, ko) < €295 (3)
On définit alors
hmin =sup{e: X € C°}. (4)

On peut retrouver expérimentalement cet exposant a par-
tir des quantités

wj = sup |d§n)(j7k17k2)\-

m,k1,k2
On a, en effet,

lnwj.

(5)

Une fonction ou une mesure est uniformément héldé-
rienne si hpyn > 0. Cette propriété induit alors la chaine
d’implications suivante : I'image est uniformément holdé-
rienne, donc elle est continue, donc elle est bornée, donc
ses coefficients dominants sont finis. Ces implications sont
strictes.

La notation h,,;, est justifiée par la propriété suivante :
Si humin > 0,

hmin = lim inf YR
121?—1»% In 27

Vto, h(to) > humin-

On remarquera cependant que hy,;, n’est pas nécessai-
rement Uinfimum de la fonction h(tp) comme le montre
'exemple classique de chirp : [t|* sin(|t|~?), a, 3 > 0 qui
est C* en dehors de l'origine; on a h(0) = « alors que
homin vaut /(8 + 1).

Coeflicients dominants. Introduisons l'indexation d’'un
carré dyadique

Nikrke = {1277, (ky +1)279), ko277, (k2 +1)279)},

et dénotons 'union de 9 tels intervalles voisins par

3Njker ks = U

m,n={-1,0,1}

>‘jJ€1+m7k2+n'

A partir des dg;n) (j, k1, k2), on définit les coefficients do-
minants par :

Lx(jyki, ko) =  sup AV (V)] (6)

My N C3Aj ke ko



notons que ce sup est fini des que X est une fonction bor-

(en effet, cette tranformation est bijective entre fonctions

née. En termes pratiques, le coefficient dominant Lx (7, k1, k2) concaves). La fonction L(h) est appelée le spectre de Le-

remplace le coefficient d’ondelette dg;") (j, k1, ko), m =1,2,3,

par celui possédant la plus grande valeur absolue parmi
tous les coefficients existant dans un voisinage spatial de
(1, k2), & toutes les échelles plus fines 27" < 27,

Si X est uniformément holdérienne et possede un expo-
sant de Holder h en tg alors les coefficients dominants le
reproduisent : si 277k est le point dyadique le plus proche
de to,

Ve >0, Lx(j,k) < 2/(hto)=e) 97 _,

et cette majoration est fausse si € < 0. C’est sur ce ré-
sultat théorique fondamental que repose 'usage des coef-
ficients dominants pour 1’analyse multifractale [4]. Aussi,
dans toute la suite de la Section 2, nous faisons I’hypothes
que X est uniformément holdérienne; dans la Section 3,
nous examinerons comment se ramener a ce cas quand X
est une mesure.

Fonctions de structure et fonctions d’échelle.
Construisons maintenant les moyennes temporelles des puis-
sances g-emes des coefficients dominants, communément
appelées fonctions de structure, par analogie avec la phy-
sique statistique :
SEGa) = — 3 LGk ka)?
Ga) = oo 3 Lxliku)

(7)

L’analyse multifractale consiste essentiellement & évaluer,

dans la limite des petites échelles, le comportement du

logarithme des fonctions de structures :
In2/

La fonction (1,(q) est souvent nommée fonction d’échelle

dans la littérature relative aux aspects mathématiques et
théoriques de ’analyse multifractale.

Co(g) = liminf
27 —0

Invariance d’échelle et analyse multifractale. Qua-
litativement et pratiquement, 1’équation (8) ci-dessus est
associée a un comportement des fonctions de structure en
loi de puissance dans la limite des petites échelles :

SE(j,q) ~ G,29%(@ 27 . (9)

Cette relation matérialise le lien entre la propriété d’'inva-
riance d’échelle et 'outil d’analyse que constitue 'analyse
multifractale. En effet, la relation (9) prend la forme de
Péquation (1), postulée comme définition de Iinvariance
d’échelle, avec pour choix spécifique de quantités multiré-
solution, les coefficients dominants. Adoptant le point de
vue de la relation (9), les (1(q) sont souvent dénommés
exposants d’échelle dans la littérature associée aux appli-
cations et mises en ceuvre de l'analyse multifractale, et
parfois fonctions de partition, par analogie & la mécanique
statistique.

Spectre de Legendre. La fonction ¢ — (1.(q) étant
concave, cf. [16], on peut, sans perte d’information, consi-
dérer plutot sa transformée de Legendre

£(h) = min(d + oh — Go0). (10)

gendre de 'image.

Formalisme multifractal. Le formalisme multifrac-
tal fournit une interprétation du spectre de Legendre en
termes de singularités holderiennes, puisqu’il consiste a

affirmer que
Vh, D(h) = L(h). (11)

Commentaires. La relation (11) ci-dessus est celle uti-
lisée en pratique pour calculer numériquement le spectre
multifractal. Il est essentiel de noter, cependant, qu’elle ne
permet la mesure de D(h) que si L(h) est bien défini. I
faut pour cela que tous les coefficients dominants soient
bornés et donc, en pratique, que X soit une fonction bor-
née. Pour les applications, on cherche a estimer le spectre
de Legendre, qui est la seule quantité a laquelle on a ac-
cés numériquement, sans pouvoir en général déterminer
si son interprétation en termes de spectre multifractal est
valide ou non. Les conditions de validité de ce formalisme
restent, en effet, théoriquement mal connues : la relation
(11) n’est pas valable pour toute fonction ou toute réali-
sation de processus aléatoire X (t) en général. Les sections
suivantes proposent des discussions avancées sur cette dé-
licate question théorique. Mentionnons néanmoins immé-
diatement que le formalisme multifractal, construit sur les
coeflicients dominants, possede deux propriétés théoriques
essentielles pour une mise en ceuvre pratique.

i) Supposons que limage analysée soit uniformément
holdérienne, alors la fonction d’échelle (r,(q), définie par
léquation (8) ci-dessus, est indépendante du choix précis
de 'ondelette-mere d’analyse g. Ce point a été discuté de
fagon détaillée dans [16]. Il est important dans les appli-
cations car il montre que la fonction d’échelle (ou, de fa-
¢on équivalente sa transformée de Legendre L£(h)) est une
quantité intrinseque qui peut donc étre utilisée comme ou-
til de classification ou d’identification (indépendamment
de la validité du formalisme multifractal que nous allons
étudier ci-dessous).

ii) I est prouvé théoriquement que 1’équation (11) est
rigoureusement exacte pour deux catégories de processus
stochastiques largement utilisés en pratique pour la modé-
lisation des propriétés d’invariance d’échelle dans les ap-
plications : les processus autosimilaires a variance finie et
accroissements stationnaires (tels que le mouvement brow-
nien fractionnaire) [27] et séries d’ondelettes aléatoires
dont les coefficients sont de la forme

df;(n) (]7 k1, k2) = /’L()\j7k1,k2)7

et ol p est une martingale multiplicative (telles que les
cascades multiplicatives de Mandelbrot [21, 22]) ol une
de leurs extensions construites a partir de processus de
Poisson composés [28]).

2.3 Validité du formalisme multifractal

Cette section propose une discussion avancée des condi-
tions de validité du formalisme multifractal.



Majoration du spectre de singularité. Notons N;
le nombre de cubes dyadiques de coté 27 qui intersectent
un ensemble A. La dimension supérieure de boite de A est
donnée par

1
dimp(A) = lim sup ©

j——o0 10

et sa dimension de packing par

dimp(A) = inf {sup <dimBAi A C U Ai> } ,
ieN et
ou linfimum est pris sur toutes les partitions de A en
une famille dénombrable de sous-ensembles 4;. On a alors
toujours : VA, dimpg(A) < dimp(A) [29].
Définissons maintenant

Gp={t: h(t) <h}et F, ={t: h(t) > h};
on a, alors, cf [4, 30] :
Vg <0, dimp(Fy) < d+qh—((q).

Supposons, de plus, que I'image soit uniformément hol-
dérienne; alors, on obtient, cf [4, 30] :

Vg >0, dimyg(Gp) <d+qh—((q).

Combinant ces deux arguments, on en déduit que, sous
la seule hypothése de régularité uniforme, le spectre de
singularité est toujours majoré par le spectre de Legendre :

D(h) < L(h). (12)

Cette majoration est, en général, fausse si 'hypothese de
régularité uniforme n’est pas vérifiée.

Caractérisation des spectres de Legendre. Dans
la suite de ce paragraphe, nous supposons que la fonction
(Pimage) considérée vérifie également une propriété d’ir-
régularité uniforme, c’est-a-dire qu’il existe C’, 3 > 0 tels
que .
Vi, k1, ko, Lx(j, k1, ko) > C'27°. (13)
Les fonctions L£(h) qui sont effectivement les spectres de
Legendre d’une image X se caractérisent alors aisément
[31] :

— elles sont concaves,

— Il existe 0 < hpmin < Amed < Bmaz < +00 tels que

£(h) =—ocosih ¢ [hmina hmax];

- Vh € [hmin, Pmaz], L(h) >0,

— L(hmed) = d.
On appellera de telles fonctions des spectres admissibles,
et leurs transformées de Legendre des fonctions d’échelle
admissibles.

Remarques :

Nmaz = Inf{5 :

enfin, A,eq > 0 n’est pas nécessairement unique, c’est-a-
dire que L(h) peut prendre la valeur d sur un intervalle.

Bomin & déja été défini, on a

(13) est vérifié};

On prouve alors le résultat suivant (cf. [30]) :
Théoréme : Soit X une image vérifiant les propriétes de
régularité et d’irrégularité uniformes (cf. respectivement,
les équations (3) et (13)). Si son spectre de Legendre L(h)

est dégénéré, c’est-a-dire vérifie hpin = hmaz, olors en
tous points, h(t) = hpmin(= hmaz) et le formalisme mul-
tifractal est vérifié. Sinon, on peut construire plusieurs
images ayant ce spectre de Legendre L(h) et des spectres
de singularités différents.

Ce théoreme stipule que le seul cas ot la connaissance de

¢(q) permet de connaitre le spectre de singularités, et ou le
formalisme multifractal est vérifié sans hypothese supplé-
mentaire, est celui des fonctions ou des processus possé-
dant un spectre dégénéré, encore appelés monofractal(e)s.
Notons cependant que ce cas recouvre des exemples im-
portants, comme les champs browniens fractionaires.
Ce théoreme indique également que, pour n’importe quel
spectre admissible non dégénéré, on peut théoriquement
construire un contre-exemple pour lequel D(h) differe de
L(h). Une telle construction est détaillée dans [31].

3 Mesures et intégration fraction-
naire

Une image numérique est une moyenne locale (sur chaque
pixel) d’une intensité lumineuse ; elle s’interprete donc na-
turellement comme une approximation, a ’échelle de ré-
solution, d’une mesure positive, et non comme celle d’une
fonction bornée (a fortiori uniformément holderienne). Une
analyse non détaillée ici de banques d’images généralistes
indique qu’on rencontre a priori autant d’images caractéri-
sées par hp,n < 0 que par A, > 0. Il n’y a donc aucune
raison a priori de supposer qu'une image est uniformé-
ment hodlérienne. On ne peut pas appliquer directement
les techniques décrites précédemment sans analyse préa-
lable. A titre d’exemple, I'image de ’exemple de la section
6.5 (cf. figure 1) est caractérisée par h,q, = —0.40.

3.1 Exposants de Holder négatifs, (pseudo-
) intégration fractionnaire et forma-
lisme multifractal

Rappelons qu’une mesure (bidimensionnelle) p est une
forme lindaire sur C(R?), c’est-a-dire vérifiant : 3C > 0
telle que Vf continue & support compact,

[(ulf)| < Csup|f].

Les coefficients d’ondelettes Dl(tm) (j, k) de p vérifient donc
D (k)| = 27 (™ (277 - —(k))| < 027 (14)

(le lecteur verifiera aisément qu’une croissance en 2-2/ est
effectivement atteinte, dans le cas d’'une masse de Dirac
par exemple).

Exposants de Holder négatifs. Les coefficients d’on-
delette d’une mesure peuvent croitre exponentiellement
quand j — —oo . Ainsi, ses coeflicients dominants peuvent
étre infinis, et le formalisme multifractal construit sur ces
coefficients dominants ne peut donc pas lui étre direc-
tement appliqué. Cette difficulté n’est pas spécifique de
I'image, mais se pose aussi pour de nombreux signaux
(1D) positifs qui s’interpretent comme des discrétisations



de mesures (le signal de dissipation en turbulence hydro-
dynamique [21], ceux de précipitations en météorologie [7],

..); notons que, en dimension 1, les coefficients d’on-
delette d’une mesure peuvent croitre en 277. De méme,
toutes les analyses multifractales pratiques proposées pré-
cédemment, c’est-a-dire tous les formalismes multifractals
envisagés jusqu’ici, sont confrontés a ce probleme : ils ne
s’appliquent pas a I’étude d’une mesure non bornée (c’est-
a~dire dont la masse totale n’est pas finie) [16] .

On peut relier cette difficulté a ’existence d’exposants
de Holder négatifs pour les mesures. On dira qu’'une me-
sure p sur R? est C%(ty) si, pour r assez petit,

#(B(to,r)) < Crot2,

ou B(tg,r) désigne la boule de centre t; et de rayon . On
définit alors

h(to) = sup{a: u € C*(tg)}.

Cette définition (bien qu’elle ne soit pas celle habituelle-
ment utilisée pour la régularité des mesures) est justifiée
par la remarque suivante : si ¢ a une densité au voisinage
de tg, avec un comportement du type

dp ~ |t — to|*dt

(ici, toute valeur de ov > —2 est possible), alors son expo-
sant de Holder en tg est a,, comme attendu. Les exposants
de Holder d’une mesure sur R? sont toujours supérieurs
ou égaux a —2.

L’exposant hy,;, d’'une mesure est bien défini (rappe-
lons qu’il est défini directement & partir des coefficients
d’ondelettes, et non a partir des coefficients dominants) et
(14) montre que Ay, est toujours supérieur ou égal —2.

Ainsi, une mesure (et donc une image) est naturellement
susceptible de présenter des exposants de Holder négatifs.

Intégration fractionnaire. Une facon de se ramener
a 1’étude d’une fonction bornée (voire uniformément hol-
derienne), et de pouvoir ainsi appliquer les méthodes que
nous avons décrites, consiste & intégrer fractionnairement
suffisamment 'image. Cette approche a été utilisée dans
e.g., [1, 2, 12].

L’intégrée fractionaire d’ordre v d’une fonction ou d’une
mesure X est définie sur sa transformée de Fourier par

(IX)(€) = (1+ [€?)2 X (6). (15)

Si X est une mesure positive de R?, une intégration frac-
tionnaire d’ordre v > 2 suffit toujours pour que 17X soit
une fonction uniformément holderienne ; dans la pratique,
un ordre moindre peut s’avérer suffisant. Par exemple, on
modélise souvent des images de synthese par des fonctions
a variation bornée, qui, en dimension 2, ne sont pas néces-
sairement bornées, mais sont cependant plus régulieres que
des mesures générales; dans ce cas, une intégration frac-
tionnaire d’ordre 1 suffit. On voit que, dans tous les cas,
il convient de disposer d’un critere permettant de déter-
miner si 'image (ou le signal) considérée est effectivement
une fonction bornée (voire uniformément holderienne) et,
si ce n’est pas la cas, a partir de quel ordre d’intégration
fractionnaire elle (il) le sera. La réponse & cette question
est fournie par la proposition qui suit.

Proposition : Soit X une mesure telle que hyin < 0;
deés que v > —hpin, alors I" X est une fonction uniformé-
ment holderienne.

Remarque : Il est donc important de déterminer h,,;y,
avant de commencer I'analyse multifractale. Supposons en
effet que X ne soit pas une fonction bornée, I'image sto-
ckée étant, en pratique, une approximation a une échelle
finie, on ne dispose que d’un nombre fini de coefficients
d’ondelette, et on peut ainsi toujours calculer les coeffi-
cients dominants correspondants (qui sont donc numéri-
quement toujours accessibles). Ces coefficients dominants
seront cependant sans signification théorique (ils corres-
pondront au sup des premiers termes d’une suite non bor-
née), ils prendront une valeur arbitraire, et 1’analyse mul-
tifractale ainsi réalisée sera complétement erronée.

Pseudo-integration fractionaire et formalisme mu-
tifractal. Dans la pratique, le calcul d’une intégration
fractionaire peut se révéler difficile. Plutot que d’effectuer
réellement une intégration fractionnaire sur une image,
puis de lui appliquer le formalisme multifractal défini au
paragraphe 2.2, nous allons proposer une version modifiée
du formalisme multifractal qui combine les deux opéra-
tions, contournant ainsi cette difficulté.
i) On remplace d’abord les coefficients d’ondelettes

A" (j, ky, k) par :
A7 (G, by ko) = 2094 (G, ka, ko)

On obtient ainsi les coefficients d’ondelette d’une pseudo-
integrée fractionaire DX de X qui a exactement les mémes
propriétés de régularités globale et locale que I"X : Si
¥ > —hmin, I"X et I"X ont méme fonction d’échelle et
méme exposant de Holder en tout point.

ii) On introduit ensuite les coefficients dominants asso-

ciés & ces nouveaux coefficients :

LGk k) = sup  [d977(\)). (16)

m, /\/C3)‘j,k1,k2

Qualitativement, ces coefficients dominants généralisés de
X jouent un role équivalent a celui de coefficients do-
minants calculés a partir de 17 X. Quantitativement, on
montre que, si I*X possede un exposant de Holder h en
to alors les coefficients dominants généralisés correspon-
dants le reproduisent : si 277k est le point dyadique le
plus proche de to, L (4, k1, k2) ~ 2.
iii) Puis, on considere les fonctions de structure :

. 1 .
S(j.q) = o Z L (4, k1, ko) (17)
T k1 ko

Celles-ci se comportent comme une loi de puissance en
fonction de I’échelle d’analyse 27, dans la limite des petites
échelles 29 — 0 :

L ~ j Gy
SEG,q) =~ G99, (18)
Et le spectre de Legendre de 17X est donc
L (h) = min(1 + gh — ¢4(q)). (19)
q#0



Spectre de Legendre de ’image originale? La mé-
thode proposée consiste a fixer un v > —Ahy,,, puis a
appliquer & la fonction 17X, qui est uniformément hol-
derienne, la technique du formalisme multifractal, pour
obtenir un spectre de Legendre £, (h). Ceci souleve ce-
pendant immédiatement des problemes d’interprétation et
pratiques : quel est le lien entre £, (h) et I'image d’orgine
X 7 Comment les résultats obtenus dépendent-ils de la va-
leur de ~y choisie ?

Pour examiner ces questions, il est nécessaire de reve-
nir & 'interprétation de la fonction d’échelle en termes de
singularités holderiennes, fournie par le formalisme multi-
fractal.

Supposons (hypothese restrictive, mais vérifiée par de
nombreux modeles) que le formalisme multifractal est vé-
rifié par 17X si vy > —hu,in et que, de plus, les singularités
ponctuelles de 17 X sont de type cusp, c’est a dire que I'ex-
posant de Hélder de I7X en tout point to est h(tg) +
(c’est typiquement le cas de |t — to|”). Alors, les spectres
de singularités de 17X et 1% X se déduiront I'un de I’autre
par une simple translation de 3 — «, et il en ira de méme
pour leurs spectres de Legendre L. (h) et Lg(h). On peut
ainsi exhiber naturellement une fonction L(h) :

VY > —hmin, Ly(h+7v) = L(h). (20)

Contrairement a [’association heuristique souvent faite,
L(h) ne peut en général pas étre interprétée comme étant
le spectre de Legendre de X, car nous nous plagons a priori
dans le cas ou X n’est pas uniformément holderienne. Ce-
pendant, la fonction £(h) ainsi construite est intrinseque-
ment liée a 'image originale X et ainsi la caractérise pré-
cisément. Elle correspond exactement au spectre de Le-
gendre de X si X est uniformément Holdérienne.

Toutefois, la situation dans laquelle X ne contient que
des singularités de type cusp n’est pas la plus générale.
Méme lorsque ’hypothese de validité du formalisme mul-
tifractal est vérifiée par les 17X, la translation (20) peut
étre mise en défaut. On dit alors que X présente des singu-
larités oscillantes. Nous allons maintenant examiner cette
situation.

3.2 Intégration fractionnaire et singulari-
tés oscillantes

Singularités oscillantes. En dimension 1, 'exemple
typique de singularité oscillante (ou chirp) est la fonction

1
Cjaw (1 .
[t — o] sin <t—t0|5> ou «, §>0.

Un calcul élémentaire montre que, pour une telle fonction,
apres n intégrations, I’exposant de Holder en ¢y augmente
de n(1 + ) et non nB comme c’est le cas pour les sin-
gularités cusp; il en est de méme pour une intégration
fractionnaire d’ordre v non entier.

Cette propriété est a la base de la définition des singu-
larités oscillantes dans le cas général et en plusieurs di-
mensions. Heuristiquement, on demande que, aprés une
intégration fractionaire d’ordre e suffisament petit, 1'ac-
croissement de l'exposant de Holder soit (1 4 3). For-
mellement, on définit I’exposant d’oscillation de la fagon

suivante. On note hY(zg) Pexposant de Holder en xg de
17X, lexposant d’oscillation de X en xq est alors défini

o Blwo) = (é%hzijb))>t_o+ o

Une éventuelle mesure directe, point par point, d’expo-

sants d’oscillation se heurte aux mémes difficultés pra-

tiques que celle de ’exposants de Holder, aussi va-t-on es-

sayer de déterminer de fagon indirecte si une image contient
ou non des singularités oscillantes en comparant les spectres
de Legendre L. (h) de ses intégrés fractionnaires pour toute

une gamme de valeurs de 7.

Intégration fractionnaire. Le raisonnement heuris-
tique conduisant & la translation (20) n’est plus valide a
priori lorsque X contient des singularités oscillantes. Ce-
pendant, le théoréme suivant (cf. [32]) énonce des condi-
tions suffisantes relativement générales, pour garantir la
validité de la relation (20) :
Théoréme : Soit X une fonction bornée. Notons
M (j, k13 ko) Uéchelle j' a laquelle le sup est atteint dans
(6), et
0; = inf (M(j, k1;k2) — j).
k1,k2
Si 0.
lim - =0 (21)
27 —0 7

alors limage X n’a aucune singularité oscillante, et on a
Vy>0 L,(h)=L(h—7). (22)

Notons, d’une part, que la condition (21) ne fait pas a
priori ’hypothese de validité du formalisme multifractal ;
d’autre part, que ce théoreme s’applique aux fonctions et
non aux mesures. Cela signifie que, en pratique, X ne vé-
rifiera la relation (22) qu’a partir d’un ordre v > —hip.
L’hypothese (21) est en pratique souvent vérifiée. C’est par
exemple le cas pour les champs browniens fractionaires, ou
Pon a M(j,k1;ks) < j+ C(logj) (cf. [16] pour le cas mo-
nodimensionel, la démonstration du cas multidimensionel
est similaire) ; c’est aussi le cas des modeles de séries aléa-
toires d’ondelettes dans lesquels les coefficients d’ondelette
sont définies & partir de quantités p(\), p étant une me-
sure (par exemple une martingale multiplicative) (cf. [33]).

Détection de singularité oscillante. Cette procé-
dure d’intégration fractionnaire (avec des ordres v crois-
sants), appliquée & une fonction uniformement hélderienne
fournit un indicateur simple et pertinent sur ’existence
d’éventuelles singularités oscillantes. Ce probleme est im-
portant dans de nombreuses applications, par exemple
pour I’étude de la turbulence pleinement développée, cf
[34].

Supposons en effet que X et ses intégrés fractionnaires
vérifient le formalisme multifractal ; alors, si (22) n’est pas
vérifiée, on peut conclure a I’existence de singularités oscil-
lantes. Dans le sens contraire, si (21) est vérifiée, on peut
conclure & I’absence de singularités oscillantes (sans avoir
a faire ’hypothese de validité du formalisme multifractal).

On notera cependant que ces deux résultats ne per-
mettent pas de conclure dans tous les cas : typiquement,



il peut arriver que (21) ne soit pas vérifiée, et que d’un
autre co6té X et ses intégrés fractionnaires ne vérifient pas
le formalisme multifractal. Enfin, méme dans le cas de va-
lidité du formalisme multifractal, (22) ne permet pas de
conclure a ’absence de singularités oscillantes; en effet,
elles pourraient étre présentes sur des ensembles de di-
mensions suffisamment petites pour étre masquées par les
autres dans les spectres de singularités.

3.3 Discussion

On a vu qu’une image doit, en général, étre intégrée
fractionnairement pour qu’on puisse lui appliquer le for-
malisme multifractal par coefficients dominants. L’ordre
minimal d’intégration fractionnaire, correspondant & (I’op-
posé de) la régularité uniforme de X, doit impérativement
étre déterminé a priori : 7 > —hy,. Plutot que de réaliser
cette intégration fractionnaire puis d’appliquer le forma-
lisme multifractal défini au paragraphe 2.2, on peut combi-
ner ces deux opérations en un seul formalisme, proposé en
section 3.1. Nous montrons aussi que cette procédure per-
met, sous condition, d’obtenir une fonction £(h) intrinse-
quement caractéristique de 'image X initiale, par une opé-
ration de translation appliquée L, (h). La classe d’images
satisfaisant ces conditions s’avere grande. Néanmoins, il
est difficile de décider si une image rentre dans cette classe
ou non. Une procédure pratique simple consiste alors a
appliquer ce formalisme multifractal pour une série de va-
leurs croissantes de ~y. Puis, a partir de tous les spectres
estimés, {L£,(h)}, on compare les translatées. Lorsque ces
dernieres se superposent, on peut conclure a la validité
des hypotheses du théoreme précédent et ainsi a une es-
timation correcte du spectre de X. Lorsque la gamme de
~ pour laquelle la superposition est validée commencent
nettement au dela de —h,,;,, on peut, de plus, conjecturer
la présence de singularités oscillantes.

4 Analyse multifractale pratique

L’objet d’'une analyse multifractale pratique consiste a
estimer les exposants des lois d’échelle ((q), puis dans dé-
duire (via le formalisme multifractal) le spectre de Le-
gendre L£(h), a partir d’une seule observation du processus
aléatoire 2D que représente I'image. Dans toute cette sec-
tion, on suppose que le formalisme multifractal est valide
et I'on confond D(h) et L(h).

4.1 Log-cumulants

Récemment, il a été suggéré de ré-exprimer les ((q)
par un développement limité au voisinage de ¢ = 0 :
C(g) = EPZlcp%T [35, 36]. Nous étendons ici cette idée
au formalisme par coefficients dominants. Les coefficients,
cp, de ce développement s’obtiennent alors naturellement
a partir des cumulants, CI{’L, deInLx(j,-,-):

CPt =cf, +cyn2, (23)

La validité de ce développement jusqu’a un ordre p sup-
pose le caractere fini des moments des Lx (7, -) jusqu’a cet
ordre.

L’utilisation de ce développement est motivée par le fait
que ces log-cumulants, cp, soulignent la différence entre
deux grandes classes de processus invariants d’échelle :
celle pour laquelle les ((¢) ne sont pas des fonctions li-
néaires en ¢q (cz < 0, contenant notamment la famille des
martingales (ou cascades) multiplicatives [21, 22], versus
celle pour laquelle les ((g) sont linéaires en ¢ (Vp > 2 :
cp = 0), comprenant notamment les processus autosimi-
laires & accroissements stationnaires et variance finie (par
exemple les champs browniens fractionnaires), classe sou-
vent dite monofractale.

Un calcul relativement fastidieux, complétement détaillé
dans [37], permet également d’exprimer un développement
de £(h) en fonction des ¢, :

+9 h—oc 2+;63 h—oc 3
2! Co 3! Co
_C4+3C§/CQ h—Cl 4
+ ...
4! Co

L(h)=d

Ce développement permet de lire £(h) comme une ap-
proximation parabolique, centrée autour de c; et de lar-
geur co, complétée par des corrections successives, pour
son asymétrie, c3, son aplatissement ¢y — 3¢3/c, ... En
pratique, on se contentera souvent de l'estimation de c;
et ca, quand ce sera possible de c3, voir ¢4. Ce point sera
discuté de nouveau dans la partie relative aux résultats
expérimentaux (cf. section 6).

4.2 Estimation de ((q) et ¢,
Les Egs (9), (18) ou (23) motivent Iestimation des {(q)
(

et ¢, & partir de régressions linéaires des quantités log, (S(j, ¢))

et C’}{ contre log, 27 = j,

(@) = D wjlogy S(jq) (24)
J=i1
J2 .
& = (logze) > w;Cl. (25)
J=j1

Les poids w; satisfont les contraintes habituelles Eﬁ Jw;
=1let Z;f w; = 0, et peuvent étre exprimés comme w; =
b%;)%__%%, avec S; = Zﬁ j*/bj, i = 0,1,2. Les nombres
positifs b; peuvent étre choisis librement et refletent la
confiance attribuée & chacune des estimées S(j, q) et C’g.

4.3 Estimation de L(h)

Pour obtenir le spectre de Legendre L(h), & partir des
exposants ((q), il faut théoriquement pratiquer une trans-
formée de Legendre, conformément a I’équation 12. Ceci
peut étre effectivement réalisé a partir d’'un algorithme
pratique de calcul de cette transformée. Cependant, pour
contourner la difficulté pratique associée, sous réserve de



dérivabilité de la fonction ((¢), on peut utiliser la formu-
lation paramétrique de la transformée de Legendre :

h(q) ¢'(q)
L(q) d+q¢'(q) — C(q)

Cette reformulation suggere une détermination directe
et paramétrique de D(q), h(q) qui évite le calcul explicite
de la transformée de Legendre (cf. [38]). Un ensemble de
calculs détaillés dans [37] permet d’établir, sous réserve
que la fonction ((q) soit dérivable, que :

jC(q) = —kq+logy BLx (], k)

ELx (5, k)*logy Lx (4, k)*
ELx (4, k)7 ’

puis d’aboutir a une procédure d’estimation par régres-
sions linéaires contre log, 27 = j :

Ja¢'(q)

L(g) = 1+ijU(j,q)7 (26)
h(g) = ijV(j,Q), (27)
Ulg) = loggmy + 3 RO(j.k)log RI(j. k), (28)
k=1
Vi) = S RIGk)log, Lx G, k), (29)
k=1
RI(j. k) = X UoR)” (30)

Zil Lx (Ja k)q ’

ol les w; sont des poids définis comme précédemment.

4.4 Coefficients d’ondelettes ou coeflficients

dominants ?

Pendant longtemps ’analyse multifractale d’images a
été effectuée a partir des coefficients de la transformée
(discrete) en ondelettes, dx (j,k) et non des coefficients
dominants. Un formalisme multifractal ainsi que les pro-
cédures d’estimations associées peuvent étre définis direc-
tement a partir des coefficients d’ondelettes en remplacant
systématiquement Lx(j,k) par |dx(j,k)| dans les équa-
tions (7) & (30). Quelles sont les différences entre le forma-
lisme par coefficients d’ondelettes et celui par coefficients
dominants ?

Il a été montré [4, 16] que le formalisme multifractal
reposant directement sur les coefficients souffrent de deux
défauts majeurs. D’une part, son domaine de validité est
moindre, et il fournit notamment une évalutation erronée
du spectre multifractal si I'image analysée contient des sin-
gularités oscillantes. D’autre part, il ne permet pas d’accé-
der a la partie du spectre associée aux exposants de Holder
les plus élevés. Notamment, si £(h) comprend une partie
décroissante, comme c’est presque toujours le cas en pra-
tique, celle-ci ne peut étre évaluée. En effet, I'obtention de
cette partie du spectre requiert 'usage de moments néga-
tifs. Or, par nature, une transformée en ondelettes produit

un grand nombre de petits coefficients, rendant 1’évalua-
tion des fonctions de structure S(a, q) pour ¢ < 0 instable
numériquement et donc inopérante. L’utilisation des coef-
ficients dominants apporte une solution a chacune de ces
deux difficultés [4, 16]. De plus, il est établi théoriquement
que les fonctions d’échelle ((q) et le spectre multifractal,
définis par les équations (8) et(11), sont indépendants du
choix de l'ondelette-mere ¥y (cf. [4, 16]), ce qui n’est pas
le cas pour le formalisme basé directement sur les coeff-
ciients d’ondelette. Ce dernier point est donc une garantie
supplémentaire de robustesse pour 'algorithme reposant
sur les coefficients dominants.

En pratique, les performances d’estimation ont été com-
parées pour des signaux 1D dans [17] par exemple. Nous
discuterons en section 6 les performances comparées des
procédures construites sur les coefficients d’ondelettes ou
dominants pour des images 2D.

5 Simulations numériques

Les performances statistiques des procédures d’estima-
tion vont maintenant étre étudiées par application a un
grand nombre, Njy;o, de réalisations de processus syn-
thétiques 2D de taille N x N, dont les propriétés mul-
tifractales sont connues théoriquement a priori et peuvent
étre controlées. Les performances sont caractérisées par
les biais, variances et erreurs quadratiques moyennes des
estimées, obtenues par moyenne sur les réalisations indé-
pendantes.

5.1 Processus synthétiques

Nous utilisons d’une part, le mouvement Brownien
fractionnaire (FBM) défini comme le seul processus Gaus-
sien et exactement auto-similaire dont la fonction de co-
variance prend la forme [39] :

EX ()X (') = o ([[6][" + [Jt][*7 — [It" — ¢"|]*),

ou 0 < H < 1 est appelé parametre d’auto-similarité.
Ses propriétés d’invariance d’échelle sont entierement dé-
terminées par le seul H : ((q) = ¢H, et donc ¢; = H,
Vp > 2 : ¢, = 0. Son spectre multifractal se réduit a un
point : D(h) = 26(h — H). Ce processus est synthétisé a
partir de la procédure proposée dans [39] et reposant sur
la méthode dite circulant embedded matriz [40].

D’autre part, nous analysons les cascades multipli-
catives de Mandelbrot (CMC), voir, par exemple, [21].
On utilisera des multiplicateurs log-normaux (CMC-LN),
pour lesquels la fonction ((g) est exactement quadratique
(@) = q—i—%qu, et des multiplicateurs log-Poisson (CMC-
LP), pour lesquels, tous les ¢, sont non nuls (les formes
exactes de ((q) et D(h) peuvent étre consultées par exemple
dans [17]. Afin d’obtenir des processus ayant une régula-
rité uniforme minimale, les cascades sont intégrées frac-
tionnairement d’ordre v > —hmin-

Pour ces deux classes de processus, le formalisme mul-
tifractal est valide.

Ces processus sont simulés numériquement a partir de
routines MATLAB ou C, réalisées par nos soins. Les figures
2(a) et 2(d) proposent un exemple de réalisation de FBM



et CMC-LN.

5.2 Parametres de simulation et d’analyse

Les parametres de ’étude numérique sont fixés a Np;c =
1000 et N = 1024. Nous fixons H = 0.7 pour le FBM,
(c1,¢2) = (0.5125, —0.0250) pour le CMC-LN, (¢q, ¢2, ¢3) =
(0.538,—0.80,0.014) pour le CMC-LP. Le parametre 7 est
fixé a priori v = 0.5 > —h;;,. Les analyses sont conduites
avec des ondelettes construites par produit tensoriel d’on-
delettes orthogonales de Daubechies, de nombre de mo-
ments nuls Ny, = 2. La régression linéaire est réalisée sur la
gamme d’échelles 2% < 27 < 27. Suivant [3], nous choisis-
sons des régressions ponderées, avec des b; proportionnels
aux nombres de coefficients disponibles & chaque échelle :
bj = TL]'.

6 Performances d’estimation

6.1 Spectre multifractal complet

Les figures 2(b) et 2(e) et le tableau 2 comparent les es-
timations de ((g) et D(h), pour (une réalisation de) FBM
et de CMC-LN, obtenues a partir des coefficients d’onde-
lettes et des coefficients dominants. Le tableau 2 montre, a
travers le tres fort biais observé pour les estimées des ((q),
q < 0, par coefficients d’ondelettes, que le formalisme mul-
tifractal correspondant ne fonctionne pas pour g < 0. De
fagon complémentaire, les figures 2(b) et 2(e) illustrent
qu'une analyse reposant sur les coefficients d’ondelettes
permet d’explorer uniquement des moments statistiques
q > 0 et donc, en pratique, uniquement la partie croissante
du spectre de I'image analysée. Au contraire, la procédure
proposée, reposant sur les coefficients dominants, permet
de réaliser une analyse compléte des propriétés multifrac-
tales d’une image, d’obtenir la partie décroissante de son
spectre notamment.

6.2 Biais et variances d’estimation

Pour les ordres statistiques ¢ positifs, les biais et va-
riances des deux procédures sont du méme ordre de gran-
deur pour les ((q) (cf. tableau 2). Pour les log-cumulants
cp, la situation est plus compliquée. Pour c;, les estimées
par coefficients d’ondelettes ou dominants sont compa-
rables en biais et variance. Pour ¢y et c3, les estimées par
coefficients dominants présentent des variances et erreurs
quadratiques moyennes substantiellement plus faibles (de
1 voir 2 ordre(s) de grandeur, cf. figures 2(c) et 2(f)) que
celles obtenues avec les coefficients d’ondelettes. Les bé-
néfices pratiques sont importants. Prenons ’exemple de
Pestimation du ¢y pour le CMC-LN (cf. tableau 2). Coef-
ficients d’ondelettes ou dominants en fournissant une es-
timation dont les biais sont comparables (et tres faibles).
Cependant, I’écart-type de I’estimée ondelettes est de I'ordre
de grandeur de 'estimée elle-méme : cela signifie que, en
pratique, a partir d’une seule observation, il sera difficile,
voire impossible de discriminer entre c; = 0 et co # 0.

Cette question est pourtant cruciale en pratique puisque
de sa réponse dépend pour l'utilisateur le choix de mo-
déliser I'image par un processus autosimilaire ou par une
cascade multiplicative. A contrario, I’écart-type significa-
tivement plus faible de I’estimée par coefficients dominants
permet clairement, a partir d’une seule observation, de dis-
criminer entre le FBM (c2 = 0) et les CMC (c2 < 0). Si on
regarde maintenant le parametre cg # 0 pour le CMC-LP
(cf. tableau 2), on observe que les coefficients dominants
en permettent une estimée précise, avec un écart-type qui
rend tres improbable la valeur 0 : cela montre qu’estimer
un ¢z non nul sur une image 1024 x 1024 est rendu possible
par les coefficients dominants, un résultat remarquable,
inaccessible avec les coeflicients d’ondelettes et jamais ob-
tenu précédemment.

Cette réduction de variance obtenue par les coefficients
dominants constitue donc un bénéfice pratique remarquable
et illustre les apports théorique et pratique des coefficients
dominants : les ¢p,p > 2, rendent compte de l'écart a
la linéarité des ((q) et donc essentiellement du caractere
multi-fractal des processus étudiés, les coefficients domi-
nants sont par nature sensibles a cet écart, que les co-
efficients d’ondelettes peinent & détecter. Au contraire,
le parametre c¢q, terme dominant du développement des
¢(q), traduit la partie autosimilaire du processus, pro-
priété également bien capturée par les coeflicients d’onde-
lettes [41] et les coefficients dominants. Le fait qu’a la fois
pour ¢(q),q > 0 et ¢, les performances d’estimation des
d.(j, k) et Lx(j,k) soient comparables montrent de plus
que celles-ci sont principalement dominées par la propriété
d’autosimilarité, pour tous les g > 0.

6.3 Sélection de la gamme d’échelle pour
la régression linéaire

L’une des difficultés majeures de I'analyse multifrac-
tale pratique réside dans le choix de la gamme d’échelles
271 < 27 < 272 & impliquer dans la régression linéaire.
Ce choix dépend évidemment de 'image analysée. Néan-
moins, examinons les aspects pratiques de cette question
pour les images synthétiques proposées, parfaitement in-
variantes d’échelle, donc pour lesquelles la régression li-
néaire devrait théoriquement étre réalisée sur toutes les
échelles disponibles a ’analyse. Le caractere échantillonné
des signaux ou images implique que les coefficients d’onde-
lettes ne sont pas exactement calculés & petites échelles, ce
point est discuté dans [42] par exemple. Inclure les petites
échelles induit donc un biais dans I’estimation, a contrario,
les exclure augmente la variance d’estimation (diminution
de la gamme d’échelles pour la régression et utilisation des
échelles ou moins de coefficients sont disponibles). Le choix
de la gamme d’échelle pour les estimations d’ondelettes ré-
sulte donc d’un compromis biais-variance, largement étu-
dié et commenté pour les signaux 1D dans [43]. Pour les
estimations par coefficients dominants, cette difficulté est
accrue par la nature méme de ces coefficients : on ne peut
pas pratiquement calculer les véritables coefficients domi-
nants pour les premieres échelles puisque les coefficients
d’ondelettes aux échelles plus fines ne sont pas, par défi-



nition, disponibles. Cette difficulté impose d’exclure une
gamme plus large de petites échelles. C’est le prix pratique
a payer pour bénéficier des avantages apportés par les co-
efficients dominants. Notons que le formalisme construit
sur la MMTO souffre du méme inconvénient.

Le tracé des fonctions de structure (cf. figures 2(b) (FBM)
et 2(e) (CPC-LN), en haut) suggere visuellement 1'usage
de la gamme d’échelles 22 < 27 < 27. Des simulations
numériques indiquent que ce choix réduit la variance d’es-
timation comme attendu, au prix cependant d’une forte
augmentation du biais. L’erreur quadratique moyenne de
I’estimation s’en trouve plus grande, justifiant ainsi le choix
adopté 22 < 27 < 27, pour laquelle cette derniere est
moindre.

6.4 Dépendance de la variance d’estima-
tion en fonction des parametres d’in-
variance d’échelle

I a été observé que la variance d’estimation (par coef-
ficient d’ondelette) du parametre de Hurst pour les mou-
vements browniens fractionnaires, ne dépendait pas (ou
extrémement faiblement) de ce parametre H (cf. [44]). A
notre connaissance, cette étude n’a jamais été étendue a
g # 2 et ¢, pour les processus autosimilaires et n’a ja-
mais été abordée pour les cascades multiplicatives. Nous
I’explorons ici numériquement.

Pour ce faire, les écart-types des estimées sont compa-
rées, pour divers jeux de parameétres définissant les proces-
sus. Pour faciliter ces comparaisons, les écart-types sont
modélisés (arbitrairement) par o; = p|A|?, ol 0 désigne
la quantité estimée et A le parametre en fonction duquel
la dépendance est explorée.

La figure 3 confirme et étend les résultats obtenus dans
le cas 1D pour ¢ = 2 : pour les browniens autosimi-
laires, l’écart-type de l’estimée ondelettes de n’importe
quel ¢(¢),g > 0 ou ¢, semble ne pas (ou faiblement)
dépendre de H. Pour les estimées par coefficients domi-
nants cependant, la situation est différente, une dépen-
dance claire avec le parametre H est mise en évidence.

La figure 4 rend compte de la méme étude, sur le CMC-
LN, pour les écart-types des estimées de ¢; et ca, en fonc-
tion des parametres ¢ et co. La conclusion est essentielle-
ment la méme : pour les estimées ondelettes, la dépendence
de la variance d’estimation de ¢; et ¢ avec les valeurs de ¢;
et ¢y est faible alors qu’elle est nette pour les estimées par
coefficients dominants. D’autres simulations réalisées sur
des processus 1D, rapportées dans [37], confirment cette
différence nette de comportement entre les estimateurs par
coeflicients d’ondelettes et par coefficients dominants.

Cette différence — les variances des estimées reposant
sur les coefficients d’ondelettes dépendent peu ou pas de
la valeur des quantités estimées tandis que celles des es-
timées obtenues des coefficients dominants en dépendent
de fagcon marquée — constitue un résultat original et im-
portant, qui n’avait jamais, a notre connaissance, été rap-
porté auparavant. En premiere lecture, ce fait est en dé-
faveur des coefficients dominants : cette dépendance com-
plique la construction d’intervalles de confiance pour les
estimées. Cette difficulté doit cependant étre relativisée en

regard du résultat obtenu précédemment (cf. paragraphe
6.2) : la variance est au plus comparable & et souvent bien
moindre que celle obtenue par les coefficients d’ondelettes.
Cette dépendance justifie également 1'usage de technique
de bootstrap non paramétrique pour la construction d’in-
tervalles de confiance en analyse multifractale pratique (cf.
[17, 37]).

6.5 Illustration

Nous illustrons le formalisme multifractal par coeffi-
cients dominants sur une image, d’une scene réelle, de
taille (1024 x 768), prise par nos soins avec un appareil
photo numérique standard (cf. Fig.1). Il s’agit de fougeres
naturelles, en référence a la feuille de fougere synthétique,
souvent utilisée comme paradigme de construction frac-
tale. L’analyse multifractale est conduite sur la pseudo-
intégrée fractionnairement avec v = 0.5 > —hy,n = 0.4.
Les fonctions de structure, correspondant au formalisme
multifractal par coefficients dominants (Ondelette : Dau-
bechies avec Ny = 3) sont représentées sur la seconde
ligne et montrent de parfait comportement en lois de puis-
sance. Les exposants de lois d’échelle et le spectre de Le-
gendre (estimés par régression linéaire dans la gamme
23 <9 < 26) sont, représentés sur la trosieme ligne. Les
cumulants estimés sont reportés dans le tableau 1.

C1 Co 3
0.519 | —0.032 | 0.015

estimate

TAB. 1 — Log-Cumulants d’une image réelle. Esti-
mées des log cumulants de I'image de la figure 1.

7 Conclusion et discussion

Les résultats rapportés ici fournissent de claires indica-
tions en faveur de I'usage des coeflicients dominants pour
I’analyse multifractale. La procédure 2D proposée consti-
tue une solution générale, simple, pratique (faible cott de
calcul et implantation simple) et effective. Elle s’étend,
de plus, directement aux dimensions supérieures, sans dif-
ficulté supplémentaire ni théorique, ni pratique. Les ré-
sultats obtenus pour l’analyse des images synthétiques
mono- et multifractals sont trés encourageants. Ils nous
permettent d’envisager, d’une part, I’application de cette
procédure d’estimation a des images réelles, d’autre part,
I'incorporation de techniques statistiques de type boots-
trap, pour obtenir a partir d'une seule image, non seule-
ment les estimations des parameétres multifractals eux-
mémes, mais aussi des intervalles de confiance, et des tests
statistiques, permettant la distinction entre différents mo-
deles mono- et/ou multifractales (cf. [37]).

L’analyse multifractale constitue une caractérisation concep-
tuellement compliquée d’une image : elle relie, via un for-
malisme multifractal, les propriétés d’invariance d’échelle
observées sur les moments empiriques de (quantités multi-
résolution calculées sur) 'image, y compris pour des ordres
négatifs, aux fluctuations de régularité, c’est-a-dire aux
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Fic. 1 - Analyse multifractale d’'une image natu-
relle. lere ligne : image réelle; 2eme ligne : fonctions de
structure pour ¢ = —2 (gauche) et ¢ = 2 (droite) ; 3eme
ligne : exposants des lois d’échelle estimés ¢ (¢) (gauche)
et spectre D(h) (droite).

rugosités des textures, de 'image. Cette mise en rela-
tion est compliquée théoriquement par le fait que I'image
est presque naturellement une mesure. Ce cadre théorique
n’exclut cependant pas une utilisation pratique simple et
pertinente : un ensemble d’attributs multifractals, les ¢,
pour p = 1,2,3, les {(q), D(q) et h(q) pour quelques va-
leurs de ¢ positives et négatives, peut étre systématique-
ment estimé sur une image, puis impliqué dans des taches
usuelles de traitement d’images, comme la classification
automatique par exemple. Cette démarche est déja adop-

tée en vision assistée par ordinateur (voir [15] par exemple).
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FiG. 3 — Dépendance de I’écart-type des estimées
des parametres multifractals en fonction du para-
metre H, pour les mouvements browniens fraction-
naires. Ecart-types des estimées de ¢1 (et ((¢q)) (colonne
de gauche) et ¢y (colonne de droite), par les coefficients
d’ondelettes (1ere ligne) et les coefficients dominants (2nde
ligne), en fonction de H. Une dépendance claire est mise
en évidence pour les coefficients dominants, alors qu’elle
est quasi-inexistante pour les coefficients d’ondelettes.

FBM dx Lx
C) biais| std| mse|| biais| std| mse
¢(—2)|—1.400{|—2.112|2.310(3.129|| 0.028]0.021{0.035
¢(—1)|—0.700{|—0.191|0.512|0.546|| 0.013]0.011{0.016
¢(1)| 0.700{|—0.002|0.010(0.010{|—0.010{0.011{0.015
¢(2)| 1.400{|—0.004|0.020/0.021||—0.019{0.024|0.031
c1| 0.700(/—0.003[0.012|0.012{|—0.011|0.011{0.016
c2| 0.000{| 0.001]0.029|0.029| 0.002(0.003|0.003
c3| 0.000|| 0.004]0.148|0.148{—0.000(0.001{0.001
CASC LN dx Lx
© biais| std| mse biais| std| mse
¢(—2)|-1.075|—2.092|2.335|3.135|| 0.037{0.028|0.047
¢(—1)|—0.525||—0.183|0.547|0.577|| 0.019]0.014|0.023
¢(1)| 0.500{|—0.019/0.013|0.023||—0.020{0.016{0.026
¢(2)| 0.975||—0.037|0.030|0.047||—0.043|0.035|0.056
c1| 0.513]—0.021{0.014|0.025(—0.019|0.014|0.024
c2|—0.025|| 0.005[0.031|0.032|| 0.001|0.006|0.006
c3| 0.000{ 0.002(0.152|0.152| 0.001|0.004|0.004
CASC LP dx Lx
(C] biais| std| mse|| biais| std| mse
¢(—2)|—1.256||—1.859|2.507|3.121|| 0.029|0.064|0.070
¢(—1)|—0.580||—0.138|0.546|0.563|| 0.010{0.025|0.027
¢(1)| 0.500{|—0.016/0.017|0.023||—0.007{0.021|0.022
¢(2)| 0.933||—0.031|0.036|0.047{|—0.013]0.045|0.046
c1| 0.538(/—0.019]0.018/|0.027|—0.008|0.022|0.023
c2|—0.080|| 0.007[0.032|0.033| 0.003|0.015|0.015
c3| 0.014(—0.009(0.152|0.152{|—0.003|0.013|0.013

TAB. 2 — Performances d’estimations comparées.
Biais, écart-types et ereurs quadratiques moyennes des es-
timées d’attributs multifractals, (par régressions linéaires,
dans la gamme j = 3 —7) par coefficients d’ondelettes dx
et coefficients dominants Lx.
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Fic. 4 - Dépendance de D’écart-type des estimées
des parametres multifractals en fonction des va-
leurs de ces mémes parametres, pour les cascades
multiplicatives. Ecart-types des estimées de ¢; (et ((q))
(colonne de gauche) et co (colonne de droite), par les coef-
ficients d’ondelettes (1eére et 3eme lignes) et les coefficients
dominants (2eme et 4eéme lignes), en fonction de ¢; (1ére et
2¢eme lignes) et ¢z (3eme et 4eme lignes). Une dépendance
claire est mise en évidence pour les coeflicients dominants,
alors qu’elle est nettement moins marquée pour les coeffi-

cients d’ondelettes.
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