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Résumé — Elaborant sur des travaux précédents dédiés & I’analyse de champs aléatoires 2D (ou textures d’images) caractérisés
conjointement par des propriétés d’autosimilarité et d’anisotropie [11, 1, 10], nous nous intéressons, dans cette contribution, au
cas ou l'invariance d’échelle des textures d’images est bien décrite par des propriétés multifractales anisotropes. Nous proposons
tout d’abord un modele possédant des propriétés conjointes d’anisotropie et de multifractalité. Nous proposons ensuite une
généralisation de la définition des coefficients dominants a la transformée hyperbolique en ondelettes ainsi qu'une généralisation
de ’analyse multifractale permettant d’estimer conjointement le parameétre d’anisotropie et le spectre multifractal.

Abstract — Expanding a recent work on the study of anisotropic self-similar processes [11, 1, 10], the focus here is on the
analysis of processes with anisotropic multifractal properties. We first propose a model of anisotropic multifractal processes.
Then we generalize the definition of leader coefficients to the hyperbolic wavelet transform. We then propose a methodology for
the joint estimation of the anisotropy and the multifractal spectrum. We also show that classical analysis based on the dyadic
wavelet transform fails to estimate this multifractal spectrum.

1 Motivations et objectifs toire multifractale anisotrope 2D comme processus modele

pour ’étude de textures multifractales anisotropes :
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Dans de multiples applications, la texture de l'image
a analyser est bien caractérisée a la fois par des proprié-
tés d’invariance d’échelle et d’anisotropie (cf. e.g., [12]).
Dans de précédents travaux, nous nous sommes intéressés
d’une part, a ’analyse de textures multifractales isotropes
[13], d’autre part & celle de textures autosimilaires aniso-
tropes [11, 1, 10]. Nous combinons ici ces deux approches
pour étudier les textures multifractales anisotropes. Nous
montrons comment estimer correctement les parametres
multifractals de manieére robuste, et ce méme en présence
d’anisotropie.
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Le terme F(€) correspond a la transformée de Fourier e« (z)
de Texponentielle d’un processus aléatoire gaussien sta-
tionnaire w, dont la fonction de covariance est définie par
cov(w(z),w(y)) = A log(1/||z — yll2,a,)- Le parametre
qui entre dans la définition de cette covariance contrdle les

2 Processus multifractal anisotrope

Combinant les définitions des marches aléatoires multi-
fractales multidimensionelles introduites par exemple dans
[9], comme extension du cas 1D (cf. e.g., [2]), et celles des
processus auto-similaires anisotropes proposés par exemple
dans [4], nous proposons la définition d’une marche aléa-

propriétés multifractales de X, m,,x. On y fait souvent
référence en parlant de parametre d’écart a la monofrac-
talité, de multifractalité ou d’intermittence. Quand A — 0,
le bruit gaussien, w, se décorrele ainsi que e*. Le modele
devient alors monofractal et est équivalent au processus



défini par (1) avec F'(§) = 1. Le processus Xq,,m,(z) est
alors gaussien autosimilaire anisotrope suivant la relation

4 )
{Xa[)yHO (ang)} = {aHoXOlmHo (@)}, (2)

Va > 0 et z € R%2 Si ag = 1 le processus est isotrope
avec un exposant de régularité classique h(xo) = Hy. On
rapelle que 'exposant h(z) est défini comme le supremum
des s tel qu’il existe C' > 0 et un polynéme P,, de degré
inférieur ou égal a s vérifiant : o

[ Xao,Ho (2) = Pro(2)] < Cllz — zol[5- (3)

Si o # 1 alors I'exposant de régularité anisotrope hq, (zo)
se définit en remplacant 1’équation (3) par (cf. [3]) :

| X, Ho (2) = Pao (2)] < Ollz — 0[50 (4)
olt Py, est un polynome de la forme

Z ag, g7 15° .
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L’équation (1), avec A > 0 (F(§) # 1), permet d’obtenir
un processus multifractal anisotrope au sens olt ha, (7o)
dépend de xg. Le spectre multifractal anisotrope se définit,
comme dans le cas isotrope, par

Doy (h) = dr({z | hay () = h}) - (5)

qui a tout h, associe la dimension de Hausdorff de 1’en-
semble des points z qui vérifient hy,(z) = h. Comme
pour les marches aléatoires multifractales isotropes [9], un
spectre multifractal de la forme suivante est attendu :

Doy (h) =2 — (h— Hy — A*)?/\?
et, par transformée de Legendre,

Tao (@) = ¢Ho — Nq(q — 2)/2.

3 Analyse et estimation

Grace a 'usage conjoint de deux facteurs de dilatation
différents pour les axes horizontaux et verticaux (41, j2), la
transformée hyperbolique en ondelettes 2D permet I'ana-
lyse de processus anisotropes [11]. En effet, le comporte-
ment des coefficients en ondelettes hyperbolique le long
des directions (o, (2 — «)j) permet d’analyser les proprié-
tés multifractales du processus suivant toutes les direc-
tions d’anisotropie « possibles et de déterminer la valeur
de a la mieux adaptée a 'image. Une généralisation des
coefficients dominants [6, 13] est alors proposée pour per-
mettre une estimation conjointe du parametre d’anisotro-
pie et du spectre multifractal D,,(h) et 74, (q).

3.1 Transformée hyperbolique

La transformée hyperbolique 2D en ondelettes est ob-
tenue comme produit tensoriel d’'une base d’ondelettes,

issue d’une analyse multirésolution 1D, avec elle-méme
(cf. e.g., [8]). Si on note ¢, 1) respectivement la fonction
d’échelle et 'ondelette mere (ici Daubechies 3) de la trans-
fomée en ondelettes orthogonale 1D. On définit alors pour
j = (j1,72) € N? la collection de fonctions :

iy gk ko (T1,22) = (2 wy — k) (2229 — ko),
Vot gokr ke (T1,22) = (1 — k1)Y(27220 — ka),
iy Lk b (T1,02) = (27 a1 — k1)p(x2 — k2),
Vo1 1k ke (T1,2) = (a1 — /€1) (2 — k2),

qui forment une base de L?(R?) sous-jacente & la HWT
(cf. [5]). Les coefficients (en norme Lq) de la HWT de
I'image X se définissent alors par

dx(j, k) =

Vj = (j1,72) € N2 et k = (k1,k2) € Z2. Contrairement
aux coefficients en ondelettes de la transformée 2D clas-
sique (2D-DWT), ces coefficients dx(j,k) dépendent de
deux échelles d’analyse 271,272 différentes selon les axes
horizontaux et verticaux de I'image. De maniere pratique,
une itération de la HWT d’une image de taille N x N
s’obtient en combinant une itération de I’algorithme 2D-
DWT (donnant 4 sous bandes HH, HL, LH et LL) & N/2
1D-DWT pour chaque ligne de la sous-bande LH et a N/2
1D-DWT pour chaque colonne de la sous-bande HL.
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3.2 Coefficients dominants

Pour I'analyse multifractale isotrope, 'apport des coef-
ficients dominants a été démontré des points de vue théo-
rique et pratique [6, 13]. Nous proposons ici une géné-
ralisation de la définition des coefficients dominants a la
transformée hyperbolique en ondelettes.

Pour tous (j,k), introduisons A(j,k) le rectangle dya-
dique hyperbolique [1]

ki ki+1 ko ko +1
217 Qa1 ]X]QE7 272 } ’ (6)
et dénotons 'union de 9 tels intervalles voisins par

2j1]€1—1 2j1]€1+2 2j2k2—1 2j2k2+2
} 271 ’ 271 ]X] 272 ’ 272 ] ’
A partir des coefficients dx (j, k), on définit les coefficients
dominants par

LX(la E) = sup
N CON; (k)

A=A, k) =l55

3)\1(‘%0) =

ldx ()], (7)

ot dx () est une notation raccourcie de dx (j, k). Notons
que ce supremum est fini dés que X est bornée. En termes
pratiques, le coefficient dominant, Lx (j, k) remplace le co-
efficient en ondelette dx (j, k) par celui possédant la plus
grande valeur absolue parmi tous les coefficients en onde-
lettes dans un voisinage spatial de k a toutes les échelles
21’ = (271,272) telles que §; < j1 et j} < ja.
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FIGURE 1 — Analyse. (a-c) processus isotrope (o = 1);
(d-f) processus anisotrope avec v = 0.8. (a)-(d) une réali-
sation du processus; (b)-(e) S(¢ = 2, j1, j2) ; la ligne conti-
nue représente ’anisotropie a@ = & et la ligne pointillée
a =1; (c)-(e) régression linéaire de 7;(¢ = 2, ) vs j pour
a=a& (o) eta=1 (x).

Pour j; = ja, la définition obtenue par (7) est proche
de celle des coefficients dominants définis a partir de la
transformée en ondelettes 2D classique. La différence vient
du fait que, dans la définition classique, le maximum est
pris dans le méme voisinage spatial mais pour les échelles
22 avec (j1 < j1,¥jb) et (V41 jb < ja)-

On peut montrer que, si X posséde un exposant de ré-
gularité anisotrope hq,(z,) > 0, alors, pour k voisin de
g, on a (1, 11] :

Lx( k) <27 hole ity ()

Pseudo integration fractionnaire. La définition des
coefficients dominants hyperboliques, qui repose sur la re-
cherche d’un maximum & toutes les échelles plus petites,
ceci suivant ’axe horizontal ou vertical, est tres sensible
aux effets de taille finie. Nous proposons pour minimi-
ser ces effets de définir les coefficients dominants a partir
d’une intégrée fractionnaire d’ordre [ de I'image originale.
De maniere pratique, cette intégration fractionnaire est
faite directement dans ’espace ondelette, c’est a dire en
remplacant les coefficients en ondelettes par [13]

dx (lv E) ’ (9)

et la définition des coefficients dominants par

(G1+32)8

diX(i’E>:2 2

G i2)B
Lx(j k) =2""5" sup
- )‘/Cg’\jpjz (E)

dx (X (10)

Cette définition permet de généraliser I’équation (8) pour
les exposants hg,(x,) négatifs tels que 8 > 0 > hq,(zg)
[7].

3.3 Estimation

Pour ’analyse des propriétés d’invariance d’échelle, nous
étendons aux paires d’échelles (j1,J2), la définition des

fonctions de partition (ou de structure) classiquement dé-
finies avec la transformée discrete en ondelettes 2D pour
une seule échelle [13] :

o 1 )
S(qa]h]Q): Z Lx(i,k)q,VQER, (11)
j17j2 (E)GZZ
ou Nj, j, est le nombre de coefficients disponibles aux

échelles (j1,72). Le comportement en loi de puissance de
cette quantité dans la direction (o, (2—a)j) , 0 < a < 2,
quand j tend vers 0 définit le spectre 7(q, @) :

S(q aj, (2 = a)j) ~ 2770, (12)
Pour chaque valeur de g, on définit les estimateurs :
argmax, 7(q, a), (13)
(¢, &q). (14)

Pour le modele défini par (1) avec A = 0, c’est a dire
dans le cas monofractal, la convergence asymptotique de
ces deux estimateurs est prouvée dans [1, 11]; puisque :

aq ==

Te) =

E(|Lx(j, k)[7) ~ 2252 g aHor Dmax(35, 3555 (15)

Dans le cas multifractal (A > 0), on obtient :

E(|Lx(j, k)| ~ o U172)% 5 (70 (a)+9) max( 2L, 72 . (16)

En utilisant la faible corrélation des coefficients dominants
de la HWT on écrit que S(q, j1, j2) = E(|Lx (4, k)|?) et en
choisissant des échelles (51, j2) = (a7, (2—a)j) on obtient :

S(0.04. (2 - a)j) 2% (7o @D mEE5) 1)

Le spectre 7(q, ) = (¢ — (Tag (¢) + q) mabx(o%07 22:0?; )) est
bien maximal en o = g et on a 7(q, ag) = Ta,(q) ce
qui justifie la définition des estimateurs (13) et (14). On

estime alors D(h) par transformée de Legendre de 7(q).

4 Résultats

Pour différentes valeurs des parametres (g, Ho, A?), on
génere 100 réalisations de taille 1024 x 1024 du proces-
sus défini par (1). Pour chaque réalisation, on effectue les
étapes suivantes, illustrées dans la figure 1 pour un proces-
sus multifractal (Ho = 0.7, A% = 0.025) isotrope (ag = 1,
Fig. 1 a-c), et anisotrope (o = 0.8), Fig. 1 d-f) :

1 on calcule les coefficients dominants de la transformée
hyperbolique en ondelettes ainsi que les fonctions de
structure S(q, j1,72) (Eq. 11) pour toutes les échelles
(j1, j2) accessibles et pour différentes valeurs de ¢ € R
(cf. Fig 1 b-e).

2 On interpole ensuite S(g,7j1,72) au points (aj, (2 —
«)j) pour toutes les valeurs « qui relient au moins
deux points tels que (j1,j2) € N2. Par régression li-
néaire de log,(S(g, g, (2 — )j) versus j, on obtient
7(g, @) (cf. Fig 1 c-f).
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FIGURE 2 — (a-c) processus isotrope (« = 1); (d-f) pro-
cessus anisotrope avec o = 0.8. (a)-(d) 7(¢ = 2,) vs a.
Les lignes discontinues correspondent a & et 7(¢ = 2);
(b)-(e) spectre 7(g) obtenu pour o = &; (c)-(f) spectre
multifractal D(h) obtenu suivant & (o) et a = 1 (). Les
ligne continues représentent les spectres théoriques.

3 Pour chaque valeur de ¢, on détermine la position du
maximum de 7(g, &) qui nous donne les estimés &, et
7(g). La transformée de Legendre de 7(¢) nous donne
alors D(h).

La figure 2 a-d, représente la moyenne et ’écart type sur
le nombre de réalisations de 7(¢ = 2,«). Cette courbe
présente clairement un maximum en o« = 1 dans le cas
isotrope (Fig. 2 a) et o # 1 dans le cas anisotrope (2 d).
L’estimation de &, ne dépend que tres faiblement de la
valeur de ¢ quand ag # 1 (< &4 >,= 0.76). L’estimation
de 7(¢) = 7(q, &4) en fonction de ¢ ainsi que la fonction
7(g) théorique sont présentées figure 2 b-e. Les transfor-
mées de Legendre de 7(q) et 7(¢) sont présentées figure
2 c-f. Ces figures montrent des performances d’estimation
tres satisfaisantes et ceci méme en présence d’anisotropie.
Pour comparaison, nous avons représenté, Fig. 2 e-f, 'es-
timation des spectres multifractals obtenus en utilisant les
coefficients dominants de la transformée en ondelettes 2D
classique [13]. Cette estimation, qui présente pourtant la
méme forme parabolique, est clairement biaisée en pré-
sence d’anisotropie. Le maximum du spectre D(h) ainsi
que sa largeur diminuent quand |a—ap| augmente : 'image
parait donc plus irréguliere et moins multifractale par une
analyse classique isotrope.

5 Conclusion et perspectives

Les résultats obtenus ici montrent clairement les avan-
tages de I'utilisation des coefficients dominants de la trans-
formée hyperbolique en ondelettes pour 'analyse de pro-
cessus qui présente des propriétés conjointes d’anisotropie
et de multifractalité. La méthodologie présentée généralise
I’analyse multifractale classique et permet non seulement
d’estimer les spectres multifractals dans leur totalité mais

aussi d’estimer le parametre d’anisotropie.
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