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1 Espérance conditionnelle dans L2

Exercice 1
On se donne deux variables aléatoires réelles positivesX et Y , et on suppose que E[X|Y ] =
Y et E[Y |X] = X.

1. Montrer que si X et Y sont dans L2, alors X = Y p.s..
2. On se place maintenant dans le cas général. Montrer que X = Y en remarquant

que, pour tout a ≥ 0, on a

E [X1X≤a] = E [Y 1X≤a] .

Exercice 2 (Convergence L2 des martingales rétrogrades)
Soit (Fn)n≥0 une suite décroissante de sous-tribus de F , avec F0 = F . Soit X une
variable aléatoire de carré intégrable.

1. Montrer que les variables E[X|Fn]− E[X|Fn+1] sont orthogonales dans L2, et que
la série ∑

n≥0

(E[X|Fn]− E[X|Fn+1])

converge dans L2.
2. Montrer que si F∞ =

⋂
n≥0 Fn, on a

lim
n→∞

E[X|Fn] = E[X|F∞] dans L2.

Exercice 3 (Espérance conditionnelle et positivité)
Soit X une variable aléatoire positive sur (Ω,F ,P) et G une sous-tribu de F . Montrer
que {E [X|G ] > 0]} est le plus petit ensemble G -mesurable (aux ensembles négligeables
près) qui contient {X > 0}.
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2 Lois conditionnelles
Exercice 4 Soient X1, . . . , Xn des variables i.i.d. intégrables, et S =

∑n
i=1Xi.

— Calculer E [S|X1] et E [X1|S].
— Dans le cas où les Xi sont exponentielles de paramètre λ > 0, déterminer la loi

conditionnelle de X1 sachant S.

Exercice 5 (Processus ponctuel de Poisson)
On note λ la mesure de Lebesgue sur Rd. Soit P un ensemble aléatoire de points dans Rd.
Pour tout borélien A, on note N(A) = |P ∩ A|. On dit que P est un processus ponctuel
de Poisson si :

1. pour tout borélien A tel que λ(A) < +∞, la variable N(A) suit une loi de Poisson
de paramètre λ(A),

2. pour tous boréliens disjoints A1, . . . , Ak, les variables N(Ai) sont indépendantes.
Soit A un ouvert de Rd tel que λ(A) < +∞. Montrer que conditionnellement à N(A), les
points de P dans A ont la loi de N(A) points uniformes.

Indication : On pourra estimer la probabilité que les points se trouvent dans N(A) en-
sembles disjoints fixés, puis utiliser le lemme de classe monotone pour montrer qu’il est
suffisant de considérer des ensembles disjoints.

3 Jolie image
Exercice 6 Que représente la jolie image ci-dessous ?
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