L3 - Intégration 2024-2025: DM 1

Mesures de Hausdorff et Théoréme d’Egoroff

Exercice 1 (Théoreme d’Egoroff). Soit (X, 7, 1) un espace mesuré de masse totale finie.
Soient (f,,),>1 une suite de fonctions réelles mesurables sur X, et f une fonction réelle
mesurable sur X telles que f, — f u-p.p. lorsque n — oo.

1. Montrer que pour tout k > 1, et pour tout n > 0, il existe n > 1 tel que

u

U{xeX s fi(x) = f0l > %}] <.

j=zn

2. En déduire que pour tout € > 0, il existe A € 7~ de mesure p(A) < e tel que f, — f
uniformément sur X \ A.

3. Donner un contre-exemple a ce résultat lorsque 1(X) = co.

4. Soit (f,)nz0 une suite de fonctions mesurables de (X, 7") a valeurs dans (IR, B(R)).
On dit que la suite (f,),>0 converge en mesure vers une fonction f : X — R si

Ve >0, nl_iffloof'“l({lf” - fl>¢}) =0.

Montrer que si u(X) < +oo et la suite (f,).=0 converge u-p.p. vers f : X — R, alors
(fu)n=0 converge en mesure vers f.

Exercice 2 (Mesures de Hausdorff). On prend d € IN* et dans la suite de 1'exercice on
considere R? muni d’une norme arbitraire ||.||. Soit @ > 0 et € > 0. Pour A ¢ R?, on note
Re(A) I'ensemble des suites (By)r»1 telles que By soient des boules ouvertes de diametres
inférieurs a € (éventuellement I'ensemble vide) et A C Ui« Bi. On pose alors :

Hal) = <Bk>k§5w> [;(dlamBk) ]

Une mesure extérieure sur R est une application u de P(R?) dans R* U {oo} telle que :

1. u@) =0
2.YA,BeP(RY), AcCB= u(A) < uB)
3. Y(Adiens € PRHN, (U Ai] < Z 1(A)
i=1 i=1
1. Montrer que la fonction € - pu$(A) est décroissante sur IR’,.

2. Montrer que 'application p, est une mesure extérieure.

3. Justifier que l'application p, := lim._, 1, est une mesure extérieure. On l'appelle
la mesure de Hausdorff.

4. Soit Q = [0; 1], prouver qu’il existe un constante C (dépendant éventuellement de
a et d) telle que p(Q) < Ce*™. En déduire que u,(Q) = 0 pour a > d puis que
ta(RY) = 0 toujours pour a > d.



Bonus

. Soit A C RY, montrer que a > ,(A) est décroissante sur R’, ainsi que la fonction

a = e s (A) pour tout €.

Soit A,B c R? telles qu'il existe 56 > 0 tel que pour tout x € A et tout y € B,
llx —yll > 6. Montrer que p1,(AUB) = 14(A) + to(B). On admettra que cette propriété
est suffisante pour conclure que p, est une mesure sur la tribu des boréliens de R”.

Montrer que pour tout a, y, est invariante par translation et que pour tout A C R
et A € R}, ua(AA) = A%y (A).

. Montrer qu'il existe une constante D > 0 telle que pu5(Q) > D. En déduire que

0 < pa(Q) < +o0 puis que , est un multiple de la mesure de Lebesgue sur R”.

. Soit A c IR?. On définit la dimension de Hausdorff de A comme :

H(A) := inf{a > 0|u,(A) = 0} € [0;d]
Montrer que pour a > H(A), p.(A) = 0 et que pour @ < H(A), a(A) = +oo.

On définit I’ensemble triadique de Cantor K3 de lamaniere suivante: K;O) estl’intervalle
[0,1], K;l) est obtenu en découpant K;O) en trois intervalles de méme taille et en ne
gardant que les deux intervalles (fermés) extrémes (Kgl) =[0,1/3] U [2/3,1]), Kéz)
est obtenu en faisant subir le méme sort aux (deux) intervalles constituant Kél)
(K;z) =[0,1/9]U[2/9,1/3]U[2/3,7/9] U [8/9,1]). On construit ainsi par récurrence
des compacts Ké") formés de 2" intervalles. Ces compacts sont emboités et on pose
K = Nyen K& (voir figure ci-apres).

Ficure 1 - K; : premiéres étapes de construction (source : wikipédia)

On pose s = log2/log 3. Montrer que, en prenant ||.|| = |.| pour d = 1, on p(K3) < 1.
En déduire que H(K3) < s.



