ENS de Lyon L3 — Mesure & Intégration TDO3

Applications mesurables & Intégration de fonctions étagées

Exercice 1 - *Exemples de fonctions mesurables. 1. Soient (X,d) un espace métrique et f : X — R une fonction
continue. f est-elle mesurable (borélienne)?

2. Soit f : I — R une fonction dérivable oi1 I est un intervalle de R. f” est-elle mesurable (borélienne) ?

3. L'inverse d'une bijection mesurable entre deux espaces mesurables quelconques est-elle toujours mesurable ?

Exercice 2 — *Fonctions mesurables bornées. Soient (X, <7, u) un espace mesuré et f : (X, &) — (R, #(R)) mesurable.
1. Montrer que si u(X) > 0, alors il existe A € o7 tel que u(A) > 0 et f soit bornée sur A.
2. Montrer que si u({f # 0}) > 0, alors il existe A € .o/ tel que u(A) > 0 et |f| soit minorée sur A par une constante
strictement positive.

Exercice 3 — Une sorte d'uniforme continuité. Soient (X, &7, u) un espace mesuré avec u une mesure non-nulle et
f (X, o) = (R, #(R)) une fonction mesurable. Montrer que pour tout ¢ > 0, il existe un mesurable A € &/ avec
u(A) > 0 et tel que |f(x) — f(y)| < € pour tout x, y € A.

Exercice 4 — Nombre de solutions d’une équation. Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Pour tout y € R, on note
N(y) le nombre de solutions de I'équation f(x) = y. Montrer que N est une fonction mesurable.
Exercice 5 — *Boréliens et applications continues. Soient (f,),>0 une suite de fonctions continues de R? dans C.
1. Montrer que ’ensemble {x € R? : f,(x) —> 0} est un borélien.
n—+00

2. Montrer que I'ensemble {x € R? : (fu(x))n0 a une limite} est un borélien.
Exercice 6 — Limite simple de fonctions mesurables. Soient (X, 7)) un espace mesurable et (Y, d) un espace métrique.

Soit f, : (X, T) = (Y, Z(Y)) une suite d’applications mesurables convergeant simplement vers une fonction f : X — Y.

1. On suppose dans cette question que (Y, d) est un espace métrique complet séparable. Montrer que 1’application
f est mesurable.

2. On suppose maintenant que (Y, d) est un espace métrique quelconque.
(@) Soit U un ouvert de Y. Posons pour toutn > 1,

S|

Vn={y€Y:d(y,Y—U)>%} et Fnz{er:d(y,Y—U)z

Montrer que

=N E =N A V.

n>1 K>1 k=K n>1 K>1 k=K

(b) Retrouver que l'application f est mesurable.

Exercice 7 — *Composée d’applications mesurables. Soient une fonction f : X — (R, B(R)), et .o/ := fY(B(R)) la tribu
image réciproque de B(R) par f.

1. Soient 1 : (R, B(R)) — (R, B(R)) borélienne. Montrer que g := h o f est mesurable de (X, <) dans (R, B(R)).

2. Soit s : (X, 2%) — (R, B(R)) une fonction étagée mesurable. Montrer qu’il existe une fonction borélienne ¢ telle
que s =t o f. En déduire que si la fonction g : (X, ) — (R, B(R)) est mesurable, alors il existe / borélienne telle
queg=ho f.

3. Application : Tribu symétrique. Soit f : R — (R, B(R)) définie par f(x) = x2.

(a) Montrer que la tribu image réciproque de B(R) par f est o(f) := {A € B(R), A = —A}.
(b) Déterminer I'ensemble des fonctions mesurables de (R, o(f)) dans (R, B(R)).
Exercice 8 — *Intégrale des fonctions étagées. Soit (X, <7, 1) un espace mesuré. Soit f : (X, &) — [0, +oo[ une fonction

étagée. Soit B, ..., fn € [0, +oo[ et By, ..., By € o7 tels que f = ), Bilp,. Sans utiliser I'additivité de l'intégrale, montrer
1<i<N

fxde = Z Biu(By).

1<i<N

que:
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